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Xjs  sind  nahe  zehn  Jahre  seit  dem  Erscheinen  des  ersten  Bandes 
meines  Lehrbuches  verflossen  und  erst  jetzt  folgt  der  zweite  Band;  ich 
glaube  nicht,  dass  diese  Verzögerung  demselben  zum  Nachtheile  gereicht 
hat.  Vergleiche  ich  mit  dem  vorliegenden  Bande  meine  damals  gemachten 
Entwürfe,  so  findet  sich  fast  keine  Spur  der  ursprünglichen  Ausarbeitung 
erhalten;  während  diese  fast  einen  kompüatorischen  Cliarakter  zeigte, 
bringt  jener  mehrfach  Neues  und  Besseres.  Dieser  Ifmstand  bedingt  auch 
eine  gewisse  UngleiehfSrnügkeit  in  der  Bearbeitung  der  beiden  Bände ; 
ich  würde  Vieles  an  meinem  ersten  Werke  zu  ändern  und  zu  verbessern 
haben,  um  dasselbe  dem  vorliegenden  anzupassen. 

Mit  diesem  /.weiten  Bande  ist  das  von  mir  nach  dem  ursprüng- 
lichen Plane  für  das  vorliegende  Lehrbuch  in  Aussic:bt  genommene  Ma- 
terial crscliöpll;  allerdings  hätte  ich  gern  noch  einige  Kapitel  näher  aus- 
arbeiten und  einige  Zusätze  machen  wollen ;  ich  zähle  zu  diesen  die 
Auseinandersetzung  der  allgemeinen  Störungen  und  eine  eingehende  Be- 
handlung der  Methoden  7,ur  Bestimmung  der  speciellen  Störungen  für  die 
periodischen  Kometen,  doch  wäre  dadurch  der  ohnehin  über  Gebühr  her- 
angewachsene zweite  Band  nahe  um  die  halbe  Bogenzahl  stärker  gewor- 
den. Ich  musste  daher  auf  die  Aufnahme  dieser  Kapitel  verzichten; 
Übrigens  wird  die  Bearbeitung  der  periodischen  Kometen  nach  den  hier 
zum  Vortrage  gebrachten  Methoden  ohne  Schwierigkeit  durchführbar  sein. 

Bei  der  Herstellung  des  vorliegenden  Werkes  war  ich  vielfach 
unterstützt    durch    die    werkthätige    Hilfe    einiger    jüngerer    Astronomen, 


rv 


die  mit  seltener  Ausdauer  und  mit  hervorragendem  Geschick  sich  an  der 
Ausführung  der  Beispiele,  der  Rechnung  der  beigegebenen  Tafeln  und 
insbesondere  bei  der  mühevollen  Korrektur  des  Druckes  betheiligten;  es 
sind  diess  die  Herren  Ferdinand  Anton  und  Robert  Schräm,  beide 
Observatoren  der  k.  k.  österr.  Gradmessung,  der  Assistent  an  demselben 
Institute  Herr  Franz  Kühnert  und  Herr  F.  K.  Ginzel.  Ich  kann  es 
nicht  unterlassen  den  Genannten  an  dieser  Stelle  meinen  wärmsten  Dank 
auszusprechen. 

Keines  der  vielen  Zahlenbeispiele  des  vorliegenden  Werkes  ist 
unkontrolirt  geblieben ;  in  der  Regel  habe  ich  für  die  Beispiele  die  erste 
Rechnung  durchgeführt  und  einer  der  genannten  Herren  hat  dieselbe 
unabhängig  wiederholt ;  hierbei  galt  als  Regel,  die  letzte  Stelle  der  Rech- 
nung entsprechend  den  angewandten  Hilfsmitteln  völlig  sicher  zu  stellen. 

Eine  besondere  Sorgfalt  wurde  auf  die  korrekte  Herstellung  des 
Satzes  verwandt;  es  wird  sich  dadurch  dieser  Band  gewiss  sehr  vortheil- 
haft  seinem  Vorgänger  gegenüber  auszeichnen;  trotzdem  sind  im  Texte 
und  in  den  Formeln  einige  Fehler  stehen  geblieben,  die  ich,  soweit  mir 
dieselben  bekannt  geworden  sind,  in  das  am  Schlüsse  aufgeführte  Feh- 
lerverzeichniss  aufgenommen  habe ;  eine  Berichtigung  der  erheblicheren 
Fehler  wäre  vor  dem  Gebrauche  des  Werkes  jedenfalls  zu  empfehlen. 
Die  Zahlenangaben  der  Tafeln  werden  sich  wohl  durchwegs  korrekt  er- 
weisen innerhalb  der  im  Texte  näher  bezeichneten  Genauigkeitsgrenzen. 


Wien  im  November  1879. 


Per  Verfasser. 
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lieber  die  nnin^rische  Differentiation  nnd  Integration. 


§  1.    Allgemeine  Ueherslcht  Ober  das  vorgelegte  Problem  und  Ober  die  dabei 

auftretenden  Bezeichnungen. 

Häufig  tritt  bei  der  niimerischen  liösung  mechanischer  Probleme  der  Fall 
auf,  (lass  man  zu  einer  Funktion,  von  der  eine  Reihe  numerischer  Werthe  durch 
vorausgehende  ()i>erationen  ermittelt  wurde,  die  numerischen  Werthe  der  Differential- 
quotienten und  der  Integrale  für  bestimmte  Grenzen  für  diese  Funktion  zu  be- 
stimmen hat. 

Ist  der  analvtische  Atisdruck  dieser  Funktion  bekannt,  so  vnrd  es  sich  wohl 
im  Allgemeinen  empfehlen,  vorerst  durch  analytische  Operationen  die  Formen  für 
die  Differentialquotienten  und  die  Integrale  herzustellen  und  die  so  erlangten  Aus- 
drücke der  numerischen  Operation  zu  unterziehen;  unter  Umständen  kann  aber 
dieses  Verfahren  mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft  sein  und  besonders  die 
analytische  Auswerthung  der  Integrale  stösst  bisweilen  auf  fast  unübervvindliclie 
Schwierigkeiten.  In  diesen  Fällen  yvixA  aber  das  hier  zur  Auseinandersetzung  ge- 
langende ^'(»rfahren  der  numerischen  Differentiation  und  Integration  häufig  auf  selir 
bequeme  Weise  zum  Ziele  führen,  und  wird  in  jenen  Fällen,  wo  der  analytische 
Ausdruck  der  Funktion  unbekannt  ist  und  dieselbe  nur  durch  eine  Reihe  von 
Werthen.  denen  diese  Function  genügt,  definirt  erscheint,  nahezu  der  einzige  Aus- 
weg sein,  um  das  verlangte  Problem  zu  lösen. 

Ohne  vorerst  auf  die  Methode  Rücksicht  zu  nehmen,  nach  der  die  nume- 
rischen Werthe  der  vorgelegten  Funktion  ermittelt  sind,  setze  ich  voraus,  dieselbe 
sei  durch  eine  Reihe  von  numerischen  Werthen  bestimmt,  die  zu  einem  durch  das 
Problem  bedingten  Argument,  welches  also  als  die  unabhängig  Variable  zu  be- 
trachten ist,  gehören.  Es  ist  klar,  dass  eine  Funktion  durch  eine  beschränkte  Zahl 
von  bestimmten  Werthen  niemals  völlig  genau  definirt  sein  kann;  je  mehr  Werthe 
im  Allgemeinen  aber  vorhanden  sind,  um  so  sicherer  wird  man  den  Gang  der 
Funktion  zu  beurtheilen  im  Stande  sein.  Fasst  man  diese  Betrachtungen  geome- 
metrisch  auf  und  stellt  sich  den  Gang  der  Funktion  durch  eine  ('urv(»  vor,  zu  der 
das  Argument   (die   Variable'    als  Abszisse,    der    Werth   der  Funktion    als   Ordinate 

UpjiolzHr,  Bahnb<>«<timii)ungon.  11.  1 


erscheint,  so  ist  es  sofort  klar,  dass  der  Verlauf  der  Oiirve  um  so  genauer  bekannt 
sein  wird,  je  mehr  Punkte  in  einem  gegebenen  Stücke  der  Curve  bestimmt  erschei- 
nen. Diese  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  13efinition  einer  Funktion  durch 
eine  Reihe  von  Spezialwerthen  führen  sofort  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  vorgelegte 
Funktion  mindestens  innerhalb  der  in  Hetracht  kommenden  Grenzen  continuirlich 
sein  muss;  denn  im  Falle  einer  Discontinuität  lässt  sich  eine  Funktion  selbst  nicht 
«annähernd  durch  eine  beschränkte  Zahl  spezieller  Werthe  darstellen.  Es  kann  dem- 
nach in  der  Folge  nur  auf  solche  Funktionen  Rücksicht  genommen  werden,  die 
innerhalb  der  vorgesteckten  Grenzen  continuirlich  sind. 

Die  vorgelegten  numerischen  Werthe  der  Funktion  können  in  Bezug  auf  die 
unabhängig  Variable  (Argument)  in  gleichen  Abstünden  berechnet  sein  oder  nicht; 
da  die  Berechnung  der  numerischen  Werthe  der  Funktion  meist  in  dieser  Richtung 
keiner  Beschränkung  unterworfen  ist,  so  wird  es  sich  im  Allgemeinen  empfehlen, 
um  die  möglichste  Einfachheit  in  die  Operationen  zu  bringen,  die  numerischeu 
Werthe  in  der  That  äquidistant  in  Bezug  auf  das  Argument  zu  berechnen.  Es  s(dl 
m  der  Folge  stets  diese  beschränkende  Annahme  gemacht  werden,  da  sich  in  der 
That  der  allgemeine  Fall  auf  diesen  speciellen  Fall  ziu'ückführeu  lässt,  indem  man 
eine  neue  Variable  als  neues  Argument  einführt,  so  dass  in  Bezug  auf  dieses  neue 
Argument  gleiche  Abstünde  erreicht  werden;  allerdings  kann  diese  Operation  unter 
Umständen  ziemlich  weitläufig  werden. 

Das  Argument  sei  ausgedrückt  durch  a  -f-  [«  -f-  n]  w,  wo  a  irgend  einen  con- 
stanten  Ausgangswerth  der  Variablen  vorstellt ;  w  ist  der  gewählte  constante  Werth 
für  das  Intervall,  i  stelle  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl  (die  Null 
nicht  ausgenommen)  vor,  und  w  eine  beliebige  Grösse,  die  innerhalb  der  Grenzen 
—  I  und  -l-  I  eingeschlossen  ist.  Es  müssen,  den  gemachten  Voraussetzungen  natdi, 
die  numerischen  Werthe  der  Funktion  für  eine  Reihe  äquidistanter  Punkte  des  Ar- 
guments bekannt  sein,  also  etwa  für a  —  2tr,  a  —  to.  a,  «  +  ?r,  a  -\-  2W^  ; 

die   numerischen   Werthe,    die   diesem   Argumente   entsprechen,    seien   ausgedrückt 

durch    ,, ,  .f  [a  —  2tr\.  f  a  —  w\^  f  Vf!,  f  [u-\-W]^  f  [a  -{-  2w) Man   kann 

demnach  das  Symbol  a  —  iw  als  Argument -'Index  bezeichnen.  Setzt  man  diese 
numerischen  Werthe,  die  natürlich  sowohl  in  der  positiven  als  negativen  Richtung 
beliebig  weit  fortgesetzt  werden  können,  vertical  unter  einander,  so  kann  man, 
indem  man  stet.s  den  vorausgehenden  Funktionswerth  von  dem  unmittelbar  folgenden 
abzieht,  Zahlenwerthe  erhalten,  die  den  ersten  Differenzwerthen  der  vorgelegten  nu- 
merischen Werthreihe  entsprechen.  Die  so  gebildeten  ersten  Differenzen  seien  eben- 
falls in  eine  Verticalreihe  rechts  neben  die  «^rstere  angesetzt  gedacht,  und  die  Dif- 
ferenzwerthe  zwischen  die  Horizontalreihcn  der  erzeugenden  Werthe  gesetzt.  Für 
diese  Werthreihe  möge  als  Bezeichnung  eingeführt  werden,  dass  der  Funkticm  als 
Exponent-Index  I  angehängt  wird ;  dieser  Funktions-Index  weist  also  unzweideutig 
auf  die  Verticalreih(»  hin.  Um  die  Stellung  der  Funktion  in  dieser  letzteren  genau 
zu  bestimmen,  soll  als  Argument-Index  das  arithmetische  Mittel  der  umschlies- 
senden  Argument-Index  lienützt  werden.     Es  wird  also  sein  z.  B. 


3     

/»  (rt  —  ^  ic)  =f  ia]  — /  fa  —  w] 

p  a  +  \W)  =f  a  +  4  ««^i  — /  l«  +  3  '^;  • 
Bildet   man   nun   aus   diesen    ersten  Differenzwerthen   in  analogei^  Weise  die  zweite 
IHfferenzreihe.  bezeichnet  dieselbe  mit  dem  Funktionsindex  II  und  bestimmt  in  ana- 
loger Weise  den  Argumentindex,  so  wird  sein  z.  H. 

/"  («)  =/'(«  +  i  tc]  -/•(«-  i  ^ 

/"  [a  -  7W]  =/i  (a  -  y  w)  -/'  («  -  '/  «r . 
Man  wird  leicht  bemerken ,  dass  die  Argumentindex  der  zweiten .  wie  überhaupt 
aller  geraden,  Differenzwerthe  auf  derselben  Zeile  mit  dem  Argumentindex  der 
Funktion  identisch  werden;  ebenso  werden  die  Argumentindex  der  ungeraden  Dif- 
ferenzwerthe, die  zwischen  denselben  11  orizon talreihen  eingetragen  sind,  identisch. 
Dieses  eben  angedeutete  Verfahren  kann  beliebig  weit  fortgesetzt  gedacht  werden, 
und  man  erhält  so  eine  sichere  und  unzweideutige  Hezeichnungsweise  für  die  ersten 
und  höheren  Differenzwerthe;  der  Funktionsindex  gibt  also  die  Verticalreihe ,  der 
Argumentindex  die  Horizontalreihe  an. 

Betrachtet  man  aber  die  Funktionsreihe  selbst  als  die  Differenzwerthe  einer 
links  voranstehenden  Verticalreihe,  die  dadurch  bezeichnet  werden  soll,  dass  man 
den  Funktionsindex  I  vor  das  Funktionszeichen  setzt  und  in  consequenter  Weise 
die  Horizontalzeile  durch  den  Argumentindex  fixirt,  so  wird  die  Bildung  dieser 
ersten  Reihe  durch  successivc  Summirung  der  Funktionswerthe  ohne  Schwierigkeiten 
vorgenommen  werden  können,  sobald  man  über  irgend  einen  Werth  in  dieser  ersten 
summirtcn  Reihe  eine  Annahme  macht.  Diese  Annahme  ist  vorerst  willkürlich  und 
es  wird  sich  in  der  That  in  der  Folge  herausstellen,  dass  diese  willkürliche  Anfangs- 
coiistante  mit  der  sonst  bei  der  Integration  auftretenden  willkürlichen  Constanten 
in  innigem  Zusammenhange  steht.  Sei  der  willkürliche  Werth  für  ]f[a  —  \w]  ge- 
geben, so  ist  offenbar 

y  i>  -f-  f  tt?)  =  y  [a  H-  \  to]  +f  [a  H-  w,  u.  s.  w. 
und  ebenso 

y{a  —  iw]=]f  [a  —  ^W;  —f[a  —  w 

]f  \a  —  \w)  =\f  ia  —  I w]  — /  [a  —  2  w  . 
('onsequenter  wäre  es  allerdings,  als  Funktionsindex  für  diese  erste  summirte  Reihe 
den  Index  — I  zu  wählen  und  denselben  an  diejenige  Stelle  zu  setzen,  wo  der  Index 
für  die  Bezeichnung  der  Differenzreihe  gesetzt  wurde,  doch  würde  man  durch  diese 
Abändenmg  die  allgemeine  übliche  Bezeichnung  aufgeben  und  ausserdem  die 
Schreibweise  in  Etwas  erschweren. 

Geht  man  in  der  Bildung  der  summirten  Reihen  weiter  und  bildet  die  zweite 
summirte  Reihe  in  analoger  Weise,  wobei  natürlich  wieder  eine  willkürliche  An- 
fangsconstante  auftritt,  so  kann  man  diese  Reihen  beliebig  weit  fortsetzen ;  ich  will 
mich  aber  beschränken  auf  die  Betrachtung  der  zweiten  summirtcn  Reihe,  da  die 
dritten  und  folgenden  Reihen  mit  drei-  und  mehrfachen  ^eigentlich  iterirten'  Inte- 
gralen im  Zusammenhange  stehen  ,    für  deren  Entwicklung  vorerst  kein  Bedürfniss 


vorhanden  ist.  Mit  Ilücksicht  auf  die  gemachten  Au^^einauder^^etzllngen  wird  sich 
also  folgendes  Differenz-  und  Siimmationsschema  ergehen,  in  welchem  hei  der  prak- 
tischen Anwendung  statt  der  Symhole  hestimmte  numerische  Werthe  auftreten. 


I.  ^UIllmirtL' 
Arrfunient  K^,ij,y 


3.  Aummirtt' 
Keihe 


u  —  tc 
a 


Fuuktioiih-  1. 

werthe        Differenxeu 


3. 

Differenxeu 


LliAFerenzfii 


Differuiuun 


3 

2 


P  ia  -  yc, 


f 

/   /<  +  2/C 


/'v  rt  +  itr, 


Differeuzen 


/^  '>«4-|frj 


W\ 


2'- 


Aus  der  Entstehung  dieser  Werthe  leitet  man  leicht  ab,  dass  für  die  Differenz  zweier 
Differcnzwerthc  mit  einem  geraden  Funktionsindex  ^hier  und  in  der  Folge  ist  für 
die  nun  abzuleitenden  Relationen  der  Funktionsindex  der  summirtcn  Reihen  negativ 
zu  denken),  der  mit  zd  bezeichnet  werden  soll,  die  Relation  besteht 

>       ■ 

J  [a+  inw]  —j[a  +  «/ w*)  =   ^  j[a  +  [t  -f-  \\  w]   ,  i) 

für  die  ungeraden  Fiinktionswerthe 

d—  d—  *~*"  d  '  =  •«—1         j 

f'a+[i,.  +  i:w.  -fla+[i.  +  i]tc]  =.^^/(« +  »«>/  = -2'/(«4-[«+ i) 

Ausserdem  wird  es  auch  in  der  Folge  nüthig  werden,  für  die  arithmetischen  Mittel 
zweier  unmittelbar  auf  einander  folgender  Differenz-  oder  Summenwerthc  derselben 
Verticalrcihe  eine  unzweideutige  J^ezeichnungsweise  einzuführen.  Es  soll  dies  da- 
(hirch  geschehen,  dass  man  den  Funktionsindex  unverändert  belässt,  für  den  Ar- 
gumentindex aber  das  arithmetische  Mittel  der  Argumentindex  der  benützten  Werthe 
ansetzt.     Es  wird  so  sein  z.  B. 

/  >  +  [i  +  \]  w)  =  i  {/'(«  +  [t+  I]  w)  +f\a  +  i,c)  } 

/  (a  +  iw)  =  i  {/ («  +  l»  +  4] «')  +/ («  +  L«  - 1]  «>;    / 

Diese  Hezeichnungsweise  ist  offenbar  ebenso  unzweideutig  wie  die  frühere.  Man 
wird  als  sicheres  Merkmal,  ob  man  mit  ^virklich  im  Schema  vorkommeiulen  Diffe- 
renzwerthen  oder  mit  arithmetischen  Mitteln  derselben  zu  thun  hat,  leicht  die  Regel 
ableiten,  dass  für  die  im  Schema  auftretenden  Differenzwerthe  sich  gerade  Funk- 
tionsindex mit  ganzen  Argumentindex  und  ungerade  Funktionsindex  mit  gebro- 
chenen Argumentindex  verbinden,  dass  aber  das  Umgekehrte  für  die  arithmetischen 


Mittel  gilt:    nämlich   gerade   Funktionsindex  combiniren   sich  mit  gebrochenen  Ar- 
gumeiitindex,  ungerade  mit  ganzen. 

Für  die  Differenz  zweier  in  derselben  Verticalreihe  stehenden  arithmetischen 
Mittel  werden  sich  ähnliche  Summenformeln  ünden  lassen,  denn  es  ist  vorerst  nach 
der  Entstehung  des  arithmetischen  Mittels  und  unter  Benutzung  der  Relation  i) 

/  (^  +  [in  +  \\  tc)  -/ (a  +  f  1, + \\  w. 


2f{a+[i  +  {]w  +  ^f{a+^^  +  {\w) 


=  j 


Denkt  man  sich  diese  Summen  zerlegt  und  vereinigt  je  zwei  Glieder  der  verschie- 
denen Summenreihen  zu  einem  arithmetischen  Mittel  mit  Uenützung  des  vor  der 
Klammer  stehenden  Factors  \,  so  findet  sich  leicht 


2d  2d  *"=*"-^ 


lind  ebenso  für  die  ungeraden  Fimktionsindex 


ad— I  „arf — I 


J  a  +  i„ic^  —J{a  +  i,w\  =  ^  J[a  +  [i+l\iiyj  . 


4) 


Die  Formeln  i)  2;  3)  und  4)  können  aber  unter  eine  gemeinsame  Form  gebracht 
werden.  Hezeichnet  man  mit  /  den  Funktionsindex ,  mit  k  eine  Zahl,  die  je  nach 
dem  Werth  des  Funktionsindex  ^  oder  o  zu  setzen  ist,  so  ist  . 

f[a+\i.,  +  k]w)  -f[a  +  [i,+k]w]=^^f[a+{i  +  k  +  {]w)  5) 

ivobei  natürlich  für  die  summirten  Werthe  /  negativ  anzunehmen  ist. 

In  der  Folge  wird  häufig  von  Combinationssummen  derselben  Klasse  Gebrauch 
gemacht  werden  und  es  stellt  sich  die  Nothwendigkcit  heraus,  für  dieselben  zweck- 
mässige Bezeichnungen  einzuführen.  Die  Combinationen  sind  hiebei  ohne  Wieder- 
holung verstanden.     Die   zu   combinirenden  Elemente   seien   a,   (i^  y,  d ,    die 

Klasse  sei  A,  so  stellt  das  Symbol 

C'^  {«,/*,  y,  «5 } 

die  Summe  aller  Combinationen  der  Elemente  a,  (i,  y,  6 ohne  Wiederholung 

zur  Klasse  k  vor.     Es  wird  also  sein  z.  B. 

C^  {4,   16,  36  }  =  4  X  16  +  4  X  36  +  16  X  36  =  7^4  ^ 
weiter  wird  man  zu   beachten   haben,    dass   für  die  Klasse  o   die  Definition    dieses 
Symbols  sei 

C^  {  «)  (^1  Vt  ö  •    "  }  =  1 
Die    Berechnung   der   ('ombinationssummen   erscheint    höchst  weitläufig   und 

fast  unausführbar,  wenn  die  Anzahl  der  Elemente  eine  beträchtliche  wird ;  die  Herren 

Anton    und    Schräm  ,     Observatoren    der    k.   k.    österreichischen    Gradmessung. 


die  ich  mit  der  Berechnung  der  weiter  unten  nothwendigen  numerischen  C'ocffi- 
cienten  betraut  habe,  haben  sich  aber  einen  Rechnungsmechanismus  zurecht 
gelegt,  der  die  Arbeit  ganz  ausserordentlich  erleichtert  und  so  kurz  ist,  dass 
alle  Combinationssummen ,  die  zwischen  9  Elementen .  die  durch  ganze  Zahlen  in 
dem  vorliegenden  speciellen  Falle  dargestellt  sind,  zu  allen  Klassen  bis  g  leicht 
innerhalb  einer  Stunde  erlangt  werden  können,  selbst  wenn  die  Elemente  beträcht- 
lich grosse  Zahlen  sind.  —  Die  bei  dem  vorliegenden  Problem  auftretenden  Elemente 
sind  entweder  die  Quadrate  der  geraden  oder  der  ungeraden  Zahlen 

4,    16,   36,  64,    100,    144,    196,   256,  324   

1.  9,   25,  49,  81.    121,    169,  .225,   289,  361    

Denkt  man  sich  alle  Elemente  in  eine  horizontale  Zeile  gesetzt,  darunter  in  der 
zweiten  Zeile  die  Einheit  und  multiplicirt  man  die  Elemente  mit  diesem  Factor,  so 
ernält  man  die  dritte  Zeile,  die  nothwendig  wieder  die  Elemente  gibt;  hicbei  werden 
die  Producte  unter  die  Factoren  gesetzt,  nur  das  erste  wird  fortgelassen  uiul  als 
erster  Werth  in  die  4.  Zeile  und  zwar  in  die  Verticalreihe  des  2.  Elementes  gestellt. 
Die  übrigen  Werthe  in  der  4.  Zeile  werden  einfach  erhalten,  indem  man  je  zwei 
Werthe  der  voranstehenden  Verticalcolumnen  der  3.  und  4.  Zeile  addirt;  ist  diese 
Addition  durchgeführt,  so  bildet  man  wieder  die  Producte  aus  der  4.  Zeile  und  den 
oben  stehenden  Elementen  und  setzt  diese  Producte  in  die  5.  Zeile,  jedoch  das 
erste  abermals  als  ersten  Werth  in  die  6.  Zeile,  eine  Verticalreihe  nach  links  ein- 
rückend u.  8.  w..  Um  die  Beschreibung  klar  zu  stellen,  setze  ich  hier  den  Beginn 
der  Rechnung  für  die  Summencombination  der  Elemente  2'^,  4'^. an. 
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I   '      I 
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!             196 
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i  16  1  36 
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4368 

1 

31680 
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50176 
2304 

436800 
52480 

2356992 
489280 

9417408 
2846272 
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1 

1 
1 

3248000 
»47456 

1 

70456320 
5395456 

557869312 
75851776 

• 

776945664 
14745600 

14866948096 
791691264 

155171487744 
2123366400 

Verfolgt  man  die  Entstehung  dieser  Zahlen  analytisch,  so  erkennt  man  sofort,  dass, 
wenn  man  die  Verticalcolumnen  herabgeht  und  die  je  zweite  Zahl  heraushebt,  diese 
so  herausgehobenen  Zahlen  nichts  anderes  sind  als  die  Summen  der  Combinationen 

aller  Elemente  bis  zu  dem  gewählten  zur  Combination  o,    i,   2,   

Die  Zahlen,  welche  die  Herren  Anton  und  Schräm  gefunden  haben  und 
die  ich  wegen  der  wichtigen  Rolle,  die  dieselben  in  der  folgenden  Untersuchung 
spielen,  hier  anführe,  sind  die  folgenden : 


6^(22} 

C»  {22,  4'^} 
0^  {  2^  42} 


=  4 


=  20 
=  64 


C^{2'^,    ,62) 

C^{2^,    ,62} 

a^{2^ ,   62} 

6'-»{  22  ......   62) 

0'{2^  ,   82) 

C'«{22,  ,   82} 

6'^  {22.  ,  82) 

C'^  {  22, 82) 

C'  {22,  ,  82} 
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784 

2304 


120 

4368 

52480 

14745  6 


Ky      \  2   •    • .  •  •    , 

6'»  {22 , 

C^^{2'^,  , 

f  I  22 

O*  {22,  , 

6'^  {22. 

6-*»  {22 , 

C''{2^  ^ 

(^''{2^  , 

c'H^' 

C*  {22.  .,..., 

f/»{22 

6'«t22, 


02)  = 
02}  = 
02)  = 
02)  = 
02)  = 
02)  = 


220 
16368 

48928  O 

53954  56 
14745  60Ü 


22) 
22) 
22) 
22) 
22) 

22) 


364 
48048 

28462  72 

75851  776 

79169  1264 

21233  66400 


Cö{22, 
C^  {  22. 
(72(22, 

ej{22, 

C*{2^ 
C'^{2'^, 
(7''{22. 
6^7(22, 


14^} 

I4M 

14'^} 
14^) 

,42) 
14^} 

14^ 
14^ 


560 

11939  2 
12263  680 
63372  1088 
15658  63936  o 
15729  48541  44 
41617  98144  00 


^"»{22, ,   l62)  = 

0'{2', ,  l62)  = 

(72{22 ,  ,62)  = 

6^-»{22, ,  l62)  = 

C^{22 ,  l62)  = 

6*^(22 ,  162}  = 

6'«{22. ,  l62)  = 

C7K22 ,l62)  = 

0{22, ,  162}  = 


I 

816 

26275    2 
42828    032 
37732    23168 

17789  12378  88 
41659  06530  304 
40683  66247  5264 
10654  20324  86400 


6^'{22, ,  l82) 

C'«(22 ,  l82) 

(7^{22, m82) 

r/«{22, ,  l82) 

C^{22 l82) 

C5{22, ,  l82) 

C^'{22, l82} 

0'{22, ,  l82) 

.C^{22, l82) 

C^»{22 l82) 


=   I 


I  140 

52713  6 
12795  9680 
17649  50553  6 
14004  15544  320 
61802  66760  6016 
13904  3737S  29376  o 
13288  04867  447 »9  36 
34519  61852  55936  00 


C'«»{i'-'.  3«) 

6"»(r^ 5M 

^•{i» ,3^} 

C^fi^, ,5-^) 

C{i', ,5'} 

C«{i», ,7-^} 

C"{»^ 7^ 

C-^li^, ,7^ 

C{j2 7*} 

C*{i'^ ,7"^} 

C"{.^ ,9"^} 

C'{r^ ,9^} 

e2{i2, ,92) 

c••■'{'^ ,9"'} 

C*{i^ ,9''} 

Cifi» ,9»} 

C»{i* ,  ii2} 

C'{i2, .....  ii2) 
C^{i'i ,  ii2} 

C*{i^, ii2) 

C*(i^....,  ii») 

C«{l2 .112} 


=  10 
=  9 


I 

35 
259 

225 


I 

84 

1974 
12916 

IIO25 


165 
8778 

17281  o 

10572    21 
89302    5 

I 

286 
28743 
12349  48 
21967  231 
I2881  676Ö 
10805  ^025 


C*{ 


•^ 13*^} 

' I3M 

^ I3M 

'^ .13^ 

' 13^) 

* 13'} 

■■', ,13^ 

', ,15*} 

■', ,15^) 

*. «sM 

^ 15^} 

•^ 15^} 

*. ,15*} 

•' «5^ 

^  •  •  ••?  1 5  / 

•^ .15-^} 

^ ,17^ 

" 17^ 

•'' 17-^} 

^ rI7*) 

», ,17*} 

^ ,17*} 

\ ,17-^} 

', ,17^} 

^ ,17^} 


=  I 


455 

77077 
60925  15 

23067  3443 
38412  78805 

21878  08947  9 

18261  46822  5 


I 

680 

17945  2 
23434  840 
16014  89318 
55742  80348  o 
88616  58206  04 
49408  31 601  000 
41088  30350  625 


I 

969 

37597  2 
75296  468 
83741   58078 
51857  32163  82 
16995  83602  6324 
26104  27537   55550 
14320  09163  03962   5 
11874  51971   33062   5 


§.  2.    Aufstellung  einiger  Relationen  zwischen  den  Combinationssummen  der 

Quadrate  der  geraden  und  ungeraden  Zahlen. 

betrachtet  man  das  Product 

P(^^^)=  (n  +  \(f—  i])  n  +  [d—  2]) (»  +  2)  [n+  i)  w  f«  —  i)  (w  —  2) 

(n^[d-2]){n-[d-i])  •'  i;. 

wo  n  eine  beliebige,  d  eine  ganze  positive  Zahl  vorst(»llt,  und  miiltiplicirt  je  zwei  sym- 
metrisch gegen  die  Mitte  gelegenen  Faetoren  mit  einander,  so  erhält  man  zunächst 

Führt  man  die  angezeigten  Multiplicationen  wirklich  ans.   und  macht  von  der  oben 


in  §  I  (pag.  5)  erläuterten  Wezeichmin^sweise  für  die  Oombinationssummen  Gebrauch, 
so  kann  man  offenbar  das  Product  durch  die  folgende  Summenfonu  ausdrücken: 

^(d-l)  =  j'  i-lf'^^P-^  cTl^  2^   [d-2)^    (d-l)^}    . 

Führt  man  unter  dem  Combination8zeichen  statt  der  Quadrate  der  Zahlen  die  Qua- 
drate der  geraden  Zahlen  für  die  Elemente  ein,   so  findet  sich  sofort 

^(d-.)=  J'  (-•'"'SSi  ^''{^''4'-', (2d-2y^]  .  3) 

Kehrt  man  nun  zur  Gleichung  i)  zurück  und  führt  in  dieselbe  ein 

w  =  m  -f  1 ,  4) 

»o  erhält  man  sogleich,  wenn  man  die  Multiplication  der  Summen  und  Differenzen 
ausführt  für  das  obige  Product 

P(d-i)  =  {»*+[d-lX  {m'-  id-^  (m-^_ [rf_5.]2) (m2-[|]2] (»»2-[|]2) .     5) 

Transformirt  man  diesen  Ausdruck  durch  Einführung  des  ("ombinationszeichens  in 
eine  Summenformel  und  reducirt  die  Elemente  auf  die  Quadrate  der  ungeraden 
Zahlen,  so  erhält  man 

i'(d-i)=('»+[rf-4])2^(-i)'^^55;  cXi^3^ (2rf-3)M  •         6) 

Durch  Gleichsetzung  der  Ausdrücke  3)  und  6)  und  Einstellung  des  Werthes  n  aus 
4;   in  letzter  Gleichung  resultirt  die  folgende  wichtige  Relation 

P=i  7) 

=  («+rf-i)^(-i)    ^^  cci^a* (2rf-3)M- 

Ehe  ich  auf  die  Ableitung  einiger  Folgerungen  übergehe^  die  man  aus  der 
Gleichung  7)  erhalten  kann,  will  ich  vorerst  auf  einige  Relationen  eingehen,  die 
sich  aus  den  Ausdrücken  2)  und  5)  erhalten  lassen.  Bezeichnet  man  mit  P(^^^  das 
mit  P{d'-\)  analoge  Product,  welches  man  bekommt,  wenn  man  bis  zu  dem  Gliede 
[n^ — <P)  vorschreitet,  so  findet  sich 

P{d)  =  (««-rf»)  P(d-i).  8) 

P(d)  =  {m—d+\){m-\-d+\)  P(d_,) .  9) 

Führt  man  in  8)  die  Combinationssummen  für  P  ein,  so  wird 

Ändert    man    links    vom  Gleichheitszeichen  die  Grenzen  für  j»  in  o  und   ä  ab ,   so 
erhält  man  auch 

Oppolier,  BahnbeHtimmungen.  U.  2 
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Aus  der  Gleichung  9)  Andet  sich  durch  ähnliche  Schlussfolgerungeii 

Betrachtet  man  ('omhinationen  aus  e  und  e  -}-  1  Elementen .  so  enthalten  die  vor- 
stehenden Gleichungen  10)  und  II  die  Relationen,  die  zwischen  den  ('omhinations- 
summen  dieser  Elemente  bestehen  und  zwar  gilt  die  erste  Gleichung,  wenn  die 
Quadrate  d(^r  geraden  Zahlen,  die  zweite,  wenn  die  Quadrate  der  ungeraden  Zahlen 
in  Betracht  kommen. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  11)  mit  dm  und  integrirt,  wobei  zu  beachten 
ist,  dass  der  Werth  Null  für  die  Integrationsconstante  durch  die  Specialisirung 
?w  =  o  resultirt,  so  findet  sich 

Führt  man  in  diese  Gleichung  die  S])ecialisirung  m  =  l  (»in.  so  erhält  man  nach 
einer  leichten  l-mformung 

2^^,-  C[iK3^....{2d-i)^}  +4rf(rf-i    ^\~^  C{i^il....l2d-i,^} 

^     ^  ^  ri«4-l)'2«-.,; 

Schreibt  man  der  Kürze  halber  für  (/— i  den  Buchstaben  ö  im  zweiten  Gliede  links 
vom  Gleichheitszeichen  und  führt  überdies  in  demselben  für  p  die  Grenzen  o  und 
[d — f   ein,  so  erhält  man  die  in  der  Folge  verwendete  Relation 

In  ähnlicher  Weise  könnten  weitere  Relationen  entwickelt  werden,  doch  begnüge 
ich  mich  mit  deti  hier  angefiihrten  Uelationen  und  gehe  auf  einige  Gleichungen 
über,  die  sich  aus  7  ableiten  lassen  und  die  für  die  folgenden  Untersuchungen  von 
Bedeutung  sind. 

Setzt  man  in  Gleichimg  7)   den  Specialwerth  n  =  \   ein   und  beachtet,    dass 


4 1 

rechts    vom    Gleichheitszeichen    für   p  =  i     der   auftretende,    nnbebtimmte    Factor 

ap — 2 

n  —  J)  =  o^  offenbar  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  miiss.   so  findet  sich  leicht 
die  bemerkenswerthe  Relation 

Setzt  man  aber  in  7]  n  =  o.   so  erhält  man 

^  (-  il'^Vfi^  3^  ••••  (2rf-3.!"^  }  =  o  ,  14) 

welche  Formel  aber  dadurch  beschränkt  erscheint,  dass  die  Giltigkeit  derselben  für 
den  Fall  rf=  1  besonders  untersucht  werden  muss.  »Schreibt  man  jedoch  in  7)  für 
p  =  7t  '\-  i  und  rf  =  J  +  I  ?  wild  führt  nach  erfolgter  Umsetzimg  für  .t  und  d  wieder 
p  z=s  d  ein,  so  erhält  man  für  /i  =  o,  den  Fall  d  =  o  als  in  der  Folge  nicht  wichtig, 
ausschliessend 

^(-i)'^V{1'»,3-^...,2rf-i)M  =  o.  15) 

Setzt  man  endlich  /»  =  i ,  so  erhält  man  aus  7)   sofort 

lind  mit  Rücksicht  auf  14) 

f=i /__    »rf-p        d—p  P=£  A-p      d—p 

^-^7^.-     ^'(2''■^'' (^rf-2lM=    J'i-O         6'{.,2....,.rf-l)}==0.  16) 

Die  Gleichung  7)  wird  aber  auch  eine  Reihe  von  Relationen  bieten,  die 
leicht  erhalten  werden  können,  wenn  man  auf  diese  Gleichung  wiederholt  die  Dif- 
ferentiation und  Integration  anwendet ,  wobei  noch  eine  vor  diesen  Operationen 
mit  einer  willkürlichen  Potenz  von  n  oder  m  ausgeführte  Multiplication  die  Rela- 
tionen vervielfältigt.  Ich  werde  nur  jene  Relationen  hier  ableiten,  von  denen  später 
Gebrauch  gemacht  wird. 

Diurch  Differentiation  erhält  man 

S  (-'f'^-^i^r  ^T^^  4^ ....  [2d-2)^)= 

p=x 

p=i 
Diese   hier   ausgeführte   Differentiation    erleichtert    sich    ganz    ausserordentlich    und 
fuhrt  sofort  zu  übersichtlichen  Resultaten,  wenn  man  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
in   7)    statt   /*,    m   substituirt   und    die    Differentiation   rechts   nach   m   ausführt  und 

nachher,   da 

dm  =  dn, 

2» 


12     

wieder  n  statt  m  in  die  Formel  einführt.  Weitere  Relationen  durch  die  Differen- 
tiation abzuleiten,  scheint  für  die  näxjhsten  Zwecke  nicht  nöthig.  Für  die  Ausfüh- 
rung der  Integration  denke  ich  mir  vorerst  die  Gleichung  7)  beiderseits  mit  n  multi- 
plicirt  und  dann  linker  Hand  die  Integration  nach  /i,  rechter  Hand  nach  m  aus- 
geführt, was  gestattet  ist,  da  ja  dm  =  dn*  Bezeichnet  man  die  auftretende 
Integrationsconstante  mit  /,  so  wird 

^^     20-4-1    2  a(<«-J»)  l        ?  *t  ?  \  /     J 

p=i 

^m/     2  2»«—!»)     y  2|>-f-i;      '      *      2f>         '  2  L*f  f*/* — *' J  f         l        J  v>   J  .  J/      I     I 

Jl— I 

Der  Werth  der  Integrationsconstante  findet  sich  in  zweifacher  Weise,  wenn  man 
n  =  o  setzt  und  auch  »1  =  0 

r^^y  [~ij^"^7         1  I      -i.*''~W J L_Ur^f~?    2      I  fl—   7\ 

^     2^iä-p)    \ip^ll22p+i  l.ip.i^'p'^       2         \2.2^P-^  [ip—V         2p.2^pff^^^'^'"'^  ^'^ 

^^       2a(<'  — i*)  22p+»(2t;-fl) 

Die  Gleichsetzung  beider  Resultate  ergibt  nach  Ausführung  einiger  offenkundiger 
Reductionen 

P=r  P-x  )  Jg^ 

Es  soll  die  Gleichung  7  nochmals  in  abgeänderter  Form  vorgenommen 
werden.  Ersetzt  man  nämlich  rechter  Hand  die  (Jombinationssumme  der  Elemente 
i2,  3^  ....  (2rf— 3)2  durch  i^,  32,  ....  (2^ — ii^^  indem  man  von  der  Relation  11)  des 
vorliegenden  Paragraphen  Gebrauch  macht  und  beachtet,   dass 

n-j-d — 1 I 

(m-f  rf— l)(m— rf-f  1)     ~    n  —  d  ' 

ist,  so  findet  sich  sofort 

p=o 

Multiplicirt  man  links  mit  rfn,  rechts  mit  dm,  integrirt  und  bestimmt  die  Inte- 
grationsconstante in  zweifacher  Weise,  indem  man  einerseits  dieselbe  durch  »  =  o, 
andererseits  durch  m  =  o  ermittelt  und  setzt  die  beiden  Resultate  einander  gleich, 
so  findet  sich 


20) 
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I  Diese  Heispiele  inügeii  K'-'"iMt8"-  '""  '•"  zi-'iK»-'n,  /ii  «dclieii  zaIilreicWn  und  ver- 
I  acbietteii artigen  Kestillateii  man  durch  das  vorstehende  Verfahren  geiaiigen  kann ; 
\  ich  habe  dieselben  so  gewählt,  dass  die  gewonnenen  llelatiunen  »päter  ^'erwendung 


j(  3.    Oftrstellang  eiuer  Funktion  durch  ihru  DllTerenKwerthe. 

LäGst  man  iii  irgend  einer  Funktion  von  a.  den  Werth  a   in  [ii-\-iiwj  über- 
I  gehen,   so  wird  sich  stets,   sobald  die  Funktion  nicht  discontinuirlich  ist,  innerhalb 
'  der  gestellten  Grenzen  eine  Entwickhmg  nach  t>teigenden  Potenzen  von  ii  w  bewerk- 
stelligen  lassen.     Um   «lie   Conveigenz    dieser   Keihen   fiir   praktische   Zwecke   hin- 
reichend rasch  zu  gestalten,  wird  es  allerdings  nothwendig  sein ,    n  w   keinen  allzu- 
,  grossen  Werth  zu   ertheilen ,    doch   lassen   sich   hierüber  keine  allgemeinen  Kegeln 
Pfeetstellen  nnd  es  wird  dem  praktischen  Takte  des  Rechners  von  Fall  zn  Fall  über- 
lesen bleiben  müssen,  die  Wahl  entsprechend   dem  vorgesteckten  Ziele  zu  treffen. 
Die   eben  hingestellte   Kehauptiiiig   rechtfertigt   sich   sofort  durch  Kenutzung 
fi^s  Taylor'schen  Lehrsatzes  und  man  wird  bemerken,    dass   die  oben  aufgeistcllte 
inschmnkung  ebenfalls  für  den  letzteren  gilt.     Man  hat  also  nach  demselben 


./(«+« 


=/(«)+««'^^^+^ 


rfa' 


-+■ 


■  Denkt   man   sich   diese   Entwicklung  bis  («w)'"   dnrchgefiihrt  und   sei   dadurch   die 

pBeihe  so  weit  fortgesetzt,  dass  die  vorgeschriebene  tienauigkeitsgrenze  in  der  Ent- 
wicklung erreicht  wird,  so  kann  man  die  übrigen  (JUeder,  die  mit  höheren  Potenzen 
von  nir  als  m  multiplicirt  sind,  fortlassen,  ohne  der  Genauigkeit  etwas  zu  vergeben. 
Hiermit  aber  erscheint  die  vorgelegte  Funktion  innerhalb  der  vorgesteckten  Grenzen 

imit  einer  arithmetischen  Reihe  der  m^'"  Ordnung  identiticirt.  Rechnet  man  nun 
den   entwickelten   Coefiicienteii   eine  Keilte   in  liezug   auf  das  Argument  äqiii- 

^distanter  Werthe,    indem  man  für  n  der  Reihe  nach  die  Wcrthe —2.    — i. 

,  -i- 1 ,   +  2 ,    ....  setzt ,    so   erhält  man   eine   Folge  von   Funktions wertheu ,   die 

I  der  in  §  i  auseinandergesetzten  Bezeichnungsweise  entsprechend,  mit  ....  f{a  —  210), 
f[a  —  wj,  _/(a),   f[a-\-w],  f\a-\-2w   ...  bezeichnet  werden  sollen.    Hildet  man  ent- 

pRprechend   den  Vorschriften   des   §   1   liie   ersten   und    höheren    Differenzwerthe .    so 

cerhält  man  das  folgende  Schema 


f{a—iw] 
/(a-tr) 

/[«  +  "') 


/"{0-2W) 

/"(«  +  »") 
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in  welchem  Schema  nothwendig ,  der  Voraussetzung  nach^  die  m**"  Differenzen  con- 
stant  sein  müssen.  Um  über  die  iiezeichnungsweise  des  Argumentindex  eine 
sichere  Kegel  zu  haben,  denke  man  sich  unter  m  eine  gerade  Zahl;  dies  schränkt 
die  Allgemeinheit  der  folgenden  Ableitung  nicht  ein,  weil,  wenn  die  Entwicklung 
nach  Potenzen  von  nto  für  ein  ungerades  m  schon  hinreichend  genau  wäre,  die 
Entwicklung  um  eme  Ordnung  weiter  geführt  werden  kann,  wodurch  nur  eine  Ge- 
nauigkeitszuuahme  erreicht  wird.  Ist  also  m  gerade,  so  wird  nothweudig  die  Re- 
lation für  die  (m — 1)**°  Differenzwerthe  bestehen: 


m 


f[a+\ic)  =f[a^\u>)  +/(a) 

m — 1  IM — I  m 

/  (ß  +  !«>)  =  /  [a  +  ^to]  +  2f  (a)   , 


MI — I  m 


oder  allgemein 

f[a+[n  +  \]w]  =fia  +  ^w)+nf{a)  . 
Wendet  man  sich  zu  den  [m — 2)^"  Differenzwerthen,  so  wird  man  finden 

m — a  M — 2  m — i 

f{a+w)     =f{a)  +f(a+\K) 

IM — a  IM — a  IM — 1  m 

f(a  +  iwj  =f[a]  +3/{o  +  i«')  +  lf[a) 


n[H' —  I) 


oder  allgemein 

/  [a-^nw)  =  /  (a)  +  «/  (a  +  iw)  +  '^^  f[a)  . 
Weiter  erhält  man  für  die  (m  —  3)^**  Differenzwerthe  allgemein 

IM— 3  IM — 3  IM— 2  ^  /^  _\  m — X  '•._J_»\*./«  m^       "* 

Setzt  man  dieses  Verfahren  fort;  bis  man  zur  Reihe  der  Funktionswerthe  selbst  ge- 
langt, so  findet  sich  der  allgemeine  Ausdruck  für  dieselben  leicht 

[a  +  nw)=^f^a)  +  nf  [a  +  \w)  +      ^^     f  (ai  +         ,.^.3 /    [a  +  \w)  +\ 

•  1.2-3.4  «^      »  -'     «  1.2.3.4-5  y    V     »   s    /    •        } 

welcher  Ausdruck  die  bekannte  Interpolationsformel  ist  und  die  vorgelegte  Funktion 
der  Voraussetzung  nach  in  hinreichender  Annäherung  darstellt. 

Die  Formel  i)  soll  nun  in  Etwas  abgeändert  geschrieben  werden,  um  später 
den  Ausgangspunkt  der  Funktion  beliebig  wählen  zu  können.  Ich  setze  nämlich 
statt  n  den  allgemeineren  Ausdruck  t  +  »,  wo  i  eine  beliebige  ganze  Zahl  vorstellt; 
dann  kann  man  auch  schreiben 

1*2 

führt  man  in  diesem  Ausdrucke  die  arithmetischen  Mittel  der  ungeraden  Differenzen 

nach  der  oben  (pag.  4}  festgesetzten  Schreibweise  ein  und  erinnert  sich,  dass  darnach  ist 
« 
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so  erhält  man  nach  einer  unmittelbar  ersichtlichen  Reduction  aus  2]  den  Ausdruck : 

f[a+[i+n]w)  =f{a  +  iw)  +nf\a  +  iw]  +  ^/[a  +  iw]  +  '^^^^f\+iw^ 

H ■ 'f    (a  +  iw)  H /  [a+tw]  + 3) 

i'2'3«4*'      ^  i»2'3»4»5        •'^*         '■  *" 

Denkt  man  sich  die  in  den  Factoren  angezeigten  Multiplicationen  ausgeführt^ 
jeden  Factor  nach  Potenzen  von  n  geordnet  und  die  in  §  i  (pag.  5)  angezeigte  ('ombina- 
tionsbezeichnung  angewendet,  so  erhält  man^  wenn  man  überdies  den  Differenzindex 
durch  2  d  oder  2  d —  i  bezeichnet ,  je  nachdem  derselbe  gerade  oder  ungerade  i^t. 
die  folgende  Gleichung,  durch  welche  die  obige  Reihe  in  einer  Summenform  ausge- 
drückt erscheint: 


f  (« -*-  l»  +  «]  tc)  =J  a-\-  i  tc)  +^ 


'4) 


Für  d  ist  in  dieser  Gleichung  als  obere  Grenze  00  gesetzt,  in  der  Anwendung  wird  aber 
d  nur  soweit  mitgenommen  zu  werden  brauchen,  so  weit  die  Differenz werthe ,  mul- 
tiplicirt  in  den  zugehörigen  meist  sehr  kleinen  Factor,  etwas  Merkliches  geben,  und 
man  wird  selten  bei  zweckmässiger  Wahl  der  Inter\'alle  w  über  rf  =  4  hinauszugehen 
haben. 

Man  kann  der  Gleichung  4)  auch  eine  andere  Form  geben,  deren  Kenntniss 
für  die  folgenden  Entwicklungen  erwünscht  erscheint.  Führt  man  nämlich  111  der 
Gleichung  2)  statt  der  geraden  Differenzwerthe  die  arithmetischen  Mittel  derselben 
ein.   so  hat  man  nach  den  Festsetzungen  des  §  1  [pag.  4)  anzunehmen 

/[a+iw]  =f%+[i+^)w)  —  \f\a'+[i  +  {\w:  ; 

setzt  man  üierdies,  wie  dies  in  Gleichung  4)  geschehen,  statt  n  den  Werth  [fn  {-  J), 
so  tindet  sich  ähnlich  wie  früher 

/ia+ii+n\w]  =f[a+[{  +  \]w)  +  mf  [a+[i+^]w]  +   ''''^  f\a+  [i+\\w,  + 
Durch  Einführung  der  (.'ombinationsbezeichnung  erhält  man  dann 


J=; 


fa-^[i  +  n^w)=f[a+[i+\\w+^ 


d=i 


^'  S-^7S';  c-tT^'  3'-  -  (^''-s)  w+! '+i '«'} + 


j;=o  I 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  bilden  die  Grundlagen  für  die  weiteren  Entwick- 
lungen  und   sind   nichts   anderes,    als   die   Darstellung    einer   Funktion    durch    die 
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Üifferenzwerthe.  Die  hiefür  gewählte  neue  Bezeichnuii^weise  wird  aber  die  Ueber- 
sichtlichkeit  der  weiteren  Transfonnationen  erleichtern  und  die  Gesetzmässigkeit  der 
auftretenden  numerischen  Factoren  auffinden  lassen. 


§  4«    Ermittlung  der  numerischen  Differentialquotienten  einer  Funktion« 

Wiewohl  die  Ausführung  der  numerischen  Diiferentiation  weniger  nöthig  er- 
scheint,  weil  in  sehr  vielen  Fällen,  wenn  die  numerischen  Werthe  einer  Funktion  ge- 
geben sind,  auch  der  anal}*tische  Ausdruck  derselben  bekannt  ist,  also  die  Differentiation 
auf  directon  Wege  ausgeführt  werden  kann,  so  tritt  doch  häufig  in  der  astronomischen 
Praxis  (z.  H.  bei  Ermittlung  der  speciellen  Störungen.  Ableitung  der  Differentialquo- 
tienten nach  Ephemeridenorten)  der  Fall  ein,  dass  in  der  That  die  Funktion  nur  durch 
eine  Reihe  numerischer  Werthe  definirt  erscheint  und  das  Verlangen  gestellt  wird,  den 
ersten  und  die  höheren  Differentialquotienten  für  dieselbe  numerisch  zu  bestimmen. 
Ich  werde  daher  die  hiefür  nöthigen  Formeln  hier  ableiten. 

Differentiirt  man  den  Ausdruck  4)  in  §  3  ipag.  15)  ^mal  nach  dem  Argumente 

a  -{-[%  +  n]w  =  l , 
wobei  der  Buchstabe  /  als  Abkürzung  eingeführt  wird,  so  ist 

dl  =  fcdn  1) 

und  man  hat 

^  dfi   ~^^  ,.(d-p)(,rf_,)i  rf„f    / ;«  +  »«';  + 

a=i  p=:i 

§ 

Löst  man  hier  die  Summen  nach  d  und  p  auf,  so  findet  sich 

"^  1.2  \  dn9  f'^ 

flu  (g-f-ttg)         (d^ffi  _  OJ^      d9n  \    . 
"^  12.3  J  dn^  a*^  dn'f  f  "^ 

"*"        12.3.4  \dn^  2«     ■      f/w«/"*" 


y  dn^  2«  rf»«    "*■  2*  dn9 j'^ 

ydn^i  2«  rfit«    "*■  2*  jfi«/''" 


/v(a  +  ttg) 

"•"  1-2. 3.4-5 

i.2.3«4.5'6 

"T"     1.2.3.4.56.7  \   rfw«  22  </«*    "T"  2«  Jw«  2«  dn9  f^ 


^) 


•    •«•  •••• 


wobei  das  Gesetz  der  Fortschreitung  in  diesem  Ausdrucke  sofort  klar  ist;  ausser- 
dem wird  man  leicht  bemerken,  dass  alle  jene  Coeffizienten ,  wo  q  grösser  ist.  als 
der  Exponent  von  n,  verschwinden. 
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Ein  ganz    analoger  Ausdruck   wird    sich    ans  Gleichung  5)    (pag.  15)    finden 
lassen.    Es  ist  a+[i-\-n]u>  =  a+[i+^-\-m]w  =  f, 

3) 


damit 

dl       wdm 

und 

«*T   ff'- 

d-p 

d-p 

a=i  p=o 

Löst  mau  die  Summenzeicheu  auf.  so  hat  man 


"*"  1-2.3  \  rfi/i«  22         <fm«'/"^ 

/iv(a4-[»+j]tr)  (d^m^  _  Ci  d«,  32}  rf7m2| 
"^  1.2.3.4  \rfw»''  22  rffW«/"^ 


+ 


1.2.3.4.5         \  </wiV  22        rfm'^    "^  2*  f/m«  / 

/vi(a4,r,-|-^],r)  /<|<?»/«  _  C«{i2...52}  rfgm«    ,     ^{j'^-S*-}  <^w'-  \     .        - 
1.2.3.4.5^6        \rfm«^  22  r/m«   "^  z*  dm'^f^      - 

/TH(a-|-[|4,j1^,)  /rfg^T  _   Cl{|2...52}  rf/fflf»  C2{l2...52}   rf^W^  ___   C^{  12...52}   rf«Wi_K 

"^       12.3.4.5. 6.7       (  </m«  22  JwV  "*"  ~       2*  (/wi«  26  </m*  /'" 

+       

Auch  hier  werden  alle  jene  Glieder  für  gegebene  Werthe  von  q  verschwinden,   wo 
q  grösser  als  der  Exponent  von  m  ist. 

Im  Allgemeinen  wird  man  selten  Veranlassung  haben,  diese  Formeln  für  an- 
dere Fälle  als  y  =  i  und  q  =^  2  anzuwenden.  Unter  der  speziellen  Voraussetzung : 
y  =  I ,  hat  man  in  der  Gleichung  2 )    pag.  1 61   die  folgenden  Factoren : 


U) 


5) 


Oppolzer,  Bahnhf*stimiiiuiii(Hn.  II.  ^ 
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5; 


Das   Bildungsgesetz   dieser  Ausdrücke    ist  offenkundig  und  man    erhält   mit 
denselben 

dfil         1  m  V  vu 

W'^^  =  f  (a4-iir)  4-  ^V{n)f    (a-^itc)  +  ^Yi^)/  (a  +  'M')  -h  A'i'»  /     [a  +  iw)  + 

II  IV  '  VI  VIII  /  ' 

Die  Tafel  I  enthält  die  Logarithmen  der  hier  entwickelten  Werthe  von  Nx^  [n]  nach 
dem  Argumente  w  und  schreitet  bis  iVi^";w)  fort,  also  bis  zur  Berücksichtigung 
zehnter  Differenzen,  was  die  Grenzen  der  gewöhnlichen  Anwendung  weit  über- 
schreitet. Die  äussersten  Argumente  sind  ±  0.25,  weil,  wie  dies  der  Anblick  der 
Formel  zeigt,  für  die  Fälle  n^  ±  \  die  Rechnung  bequemer  und  kürzer  wird  nach 
der  Formel,  die  m  enthält.  Da  n  in  den  obigen  Ausdrücken  für  die  JV-Coeffi- 
cienten  durchaus  quadratisch  auftritt,  so  werden  dieselben  für  alle  positiven  und 
negativen  Werthe  die  gleichen.  Die  Tafel  ist  jstellig  von  Herrn  F.  K.  Ginzel 
berechnet  worden,  dem  practischen  Bedürfhiss  entsprechend  aber  auf  6  Stellen  ab- 
gekürzt, so  dass  der  Fehler  der  Tafel  nicht  häuüg  eine  halbe  Einheit  der  6.  Stelle 
betragen  wird.  Die  Reihe  selbst  ist,  um  gleich  die  logarithmischen  Werthe  bequem 
tabuliren  zu  können,  in  zwei  Reihen  zerfällt;  in  der  zweiten  erscheint  n  als  gemein- 
samer Factor  herausgehoben. 

In  analoger  Weise  wie  aus  2)  die  Gleichungen  5j  abgeleitet   wurden,    erhält 
man  aus  4)   (pag.  17)   die  Relationen 


Jfl*  (»«) 


/ 


') 
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und  mit  denselben 

Die  logarithmischen  ikf-C/oefficienten.  die  wie  oben  für  positive  und  negative 
Werthe  identisch  werden,  ünden  sich  in  Tafel  II.  nnd  zwar  mit  dem  .\jgumente 
m  zwischen  den  Grenzen  zp  0.^5.  Durch  Benützung  der  Formeln  6)  und  8)  ist 
man  daher  in  den  Stand  gesetzt,  jeden  geforderten  ersten  Differentialquotienten  zu 
bestimmen. 

Für  q  =  2  erhält  man  aus  Gleichung  2) 


>2^  -1,)  =  —  <— 2-3 ^2 ^  4-5  n-  I 

AV(ii.  =  -  ^  +  2-3  —^-^4 ^  — 4  5W-'  —  -2  —  +  67/«*  I 

..o  '     /  C3{2i...82}   _L  ,  C2{22...8-'}         ^         -C»{22..82|     ,     ^        ^\ 

JVV  ;„  =  -  j_2-3— ^-^^e -h  4-SW^— ^-^4 6.7;*« '--^ 4-  8-9/»«  | 


^9) 


lind  damit 

tr2.^  =/"{«  +  .•«,)  -h  iVi4(n)  /^(rt  +  Mr)  4-  A^O(//)/\«-h»wO  +  iV2»(w)  /^(«-h«"')  4- .... 

m  V  vii  IX  lo) 

4-  /» [/    {« 4- itc)  4-  ^V  (w) /  (ö  + » w^)  4-  W  'n:  /     [a 4- «*«';  4-  ^2«  (w) /    (<i  4- itv)  -\-  ...] 

Die  Logarithmen   der  in    diesen  Ausdrücken   auftretenden  (-oefficienten  sind 
in  der  Tafel  III  aufgenommen. 

Ganz  ähnlich  ist  in  Gleichung  4)  für  y  =  2 


Jf^4  („,j  5=  —  ^—  2 -^ h  34  W^    / 


.W(»i) 


22 


/ 


I      f  C'3{l2...72}     .  .,  C'2{l2...72}  ^      .CV12...72}     ,        ^      A 

J/2«ö(iii)  =  —  <j4-  2      \^         —  3-4  w*2  — \q  4-  S  6m<  — \^         —  7'^w^—^ 1-4-  9iow»«j^ 


3/„„.,  =  ±(_.3^^i^  +  4.5«.-^j 


II) 


3* 
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M2T[m   --  ^  I 


4-2-3 


('^{i^...i^; 


4'S;w- 


-  -\-  6- 7//«* 


2-' 


/ 


jraO(m)  =  ^-j  'J  -  a-3  — ^«"^  +  4-5  fn^ — ^-^4—  -  —  6-7 //*•*  — -  -^^  "     +  8-9  w'^  I 


II) 


daher  also  der  Ausdruck : 


'^•^^AT^  =  /"'«  +  l*  +  il«^)+:V2M''0/%4-['+J]'^;  +  -h  ••• 


rf^^ 


,VIII 


+  :y28^„0/""(a4-l*4-ll»r)-h.. 


-h//il/":a-h[*4-  ij'r)  +  Mi^iw]  /'{«  +  f* -h-ll^r;  -h  3/L»^  M/'"(ri4- l*-f{]f^)  + 


^«ix 


+  j/-2»(m)  /'>+i»+i]tt')  +...: 


12) 


dessen  logarithmische  C.*oöf fielen teii  sich  in  der  Tafel  IV  finden. 

Indem  so  ganz  allgemein  die  Berechnung  irgeiul  eines  Differentialquotienten 
möglich  ist;  wird  die  Betrachtung  der  speciellen  Fälle  n  und  m  gleich  Nidl,  keine 
weiteren  Schwierigkeiten  bieten;  es  soll  auf  die  letzteren  hier  näher  eingegangen 
werden,  weil  gerade  diese  speciellen  Fälle   in*  der  Anwendung  häufig  hervortreten. 

Man  gelangt  sofort  zu  den  diesbezüglichen  Ausdrücken,  wenn  man  in  den 
Gleichungen  2)  und  4)  (pag.  16.  17)  nach  Ausführung  der  angezeigten  Differentiation 
beziehungsweise  n  und  m  =  o  setzt.  Eine  ganz  einfache  Ueberlegung  zeigt,  dass  dann 
alle  Differentialquotienten  verschwinden,  in  denen  der  Exponent  von  n  und  m  entweder 
kleiner  oder  grösser  als  q  ist,  und  nur  jene  ('oefficienten  übrig  bleiben,  wo  der  Ex- 
ponent von  n  imd  m  gleich  q  wird.  Man  erhält  also,  indem  man  in  dem  Ausdruck 
a-{'\i'\-n]w  =  /  den  Werth  n  =  o  einführt,  der  Reihe  nach  für  die  verschiedenen 
I  )ifferentialquot  ienten : 


w 


d[a-\-i  w) 


2  (Pfia-^iw! 


tv 


rf^/(«  +  iV) 


3_:.»^.:l_  1 


dia-^-iw]^ 


dia-^-iw)* 


C^{2^.  -62}      vx,     ^  .    .  ^ 

Cg{2«...6i}     .v„,,     .    .        ^ 
j     [a^tw]-  z.i—^-^^  f  ia-^tw)  -h  2.3 -i^-^  /     ia-^tw) 

/  «4-*"';— 2-3-4-TT7Z7r—  /    «  +  »«';+ 2-34 


f7) 


—  2.3.4 


22(6)! 
C^{22...82}    ^X 


2«(I0;! 


/  ;«-hi#ri  4-  .  . 


13«; 


so  dass  das  Gesetz  der  Fortschreitung  klar  vor  Augen  liegt.    Da  diese  C/oefficienten 
eine     erhöhte    Bedeutung    haben,     so    habe    ich    dieselben    vollständig    bis     zur 
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20.  Differenz    angesetzt   nncl   zu    diesem   Ende   die    obigen    Coefficienten    abkürzend 
gesehrieben : 


wi 


rf'C^lTjy^  =  /?(a+ifr)  4-  JV^*-^^'yv^2{«-h*tr,  -f  X^^-^^ß-^^ia-i-iwj 


In  der  folgenden  Zusammenstellung  sind  die  mitgetheilten  Zahlen  im  Zähler 


und  Nenner  relative  Primzahlen. 


Zähler 


Nenner 


Zähler 


Nenner 


iV.«  =  + 

VS    

^M 

iV.»  =  + 
iV,^  =  - 

iV," 
iV,'» 


=  + 


=  + 


=  + 


I  : 
I  : 
I  : 
I  : 
I  : 
I  : 
I  : 
I  : 
I  : 
I  : 


I 
6 

30 

140 

630 

2772 

12012 

51480 

2   18790 

9  23780 


=  + 


=  + 


=  + 


=^  + 


=  + 


I  : 
I  : 
I  : 
I  : 
I  : 
I  : 
I  : 
I  : 
I  : 
I  : 


12 


90 
560 

3150 
16632 

84084 

4   II 840 

19  691 10 

92   37800 


.V3" 


=  + 


=  + 


=  + 


I 
I 

7 

41 
479 

—  59 
-h  2  66681 

—  63397 
+  97  78141 


4 
120 

3024 

I  5 I 200 

79200 

15135  12000 

15135  12000 

97  77287  52000 


iV4J4 

JV4»» 
iV42« 


=  + 


=  + 


=  + 


I 
I 

7 

41 
479 

—  59 
+  2  66681 

—  63397 
+  97  78141 


240 

7560 

4  53600 

2  77200 

60540  48000 

68108  04000 

488  86437  60000 


N,'  -  + 

I  : 

I 

* 

I  : 

I 

y,'  =- 

I  : 

3 

N,^ 

1  • 

4 

.V,«  -  + 

13  ' 

144 

iVe'o   + 

13 

240 

Ar,H  -  - 

»39  • 

6048 

AT««  =  - 

139 

12096 

AV^   + 

37  ' 

6480 

iV«'*  -  + 

37  : 

15120 

N,''  -  - 

4201  : 

29 

93760 

iV«'«   - 

4201 

79 

83360 

iV^n  -  + 

37 

39217  : 

I  08972 

86400 

i\V^  -  + 

57 

39217  : 

3  26918 

59200 

iV,i«  -  - 

3 

64919  : 

43589 

14560 

iVa^»  -  - 

3 

64919  ; 

I  45297 

15200 

Zähler 

• 

Nenner 

M 

^4 

Zähler 

Nenn 

er 

Ay  -  + 

I  : 

• 

1 

iVs-  -  + 

I  : 

I 

A",»  — 

5  : 

12 

A","' 

I  : 

3 

iV,"   + 

31  : 

240 

A-^«  -  + 

31  • 

360 

N^i■i  — 

3'i  : 

8640 

A,"  —  — 

311  : 

15120 

yy^-  + 

2473  : 

2 

592CX) 

a;'«  -  + 

2473  ' 

5 

18400 

A7"  — 

4679  : 

19 

00800 

a;»--- 

4679  : 

42 

76800 

iV,i'.'  -  +  58 

39219  : 

93405 

31200 

AV'"'  -  + 

58 

39219  : 

2  335 

13 

28000 

a:,«  =  + 

I  : 

I 

AT,«"»   4- 

1  : 

I 

iV5." 

I  : 

2 

Ai«'2  _  - 

5  •• 

12 

a:,'^'-4- 

7  •• 

40 

AI«"   + 

I  : 

8 

.  a:,'-^  =  - 

67  : 

1260 

AT,»""   - 

67: 

2016 

'%"-  + 

2021  : 

I  34400 

A,„'^-  + 

2021  : 

2 

41920 

AV«=- 

21713  : 

53*  22240 

A-,«-^»   - 

21713  : 

106 

44480 

A^."  + 

I 

:              I 

Aijii   + 

I  : 

I 

A'.i'^-- 

/ 

12 

A.jU   - 

1  : 

2 

An'*   + 

41^ 

180 

Ali'«  -  4- 

41  : 

240 

■  A^."   - 

757 

:           10080 

AT,.,'^  -  - 

757  • 

15120 

A-,,'"   + 

5473 

2  41920 

Nypo       + 

5473  : 

4 

03200 

A^13"    + 

I 

:              1 

ATu»  =  + 

I  : 

I 

AI:»'*   - 

2 

:              3 

Nu'"       - 

7  • 

12 

A^n"   + 

23 

:             80 

Ah'"  -  + 

161  : 

720 

JV,;,'«  -  - 

619 

6048 

A,,-^«-- 

619  : 

8640 

AT,*'*   4- 

I 

:             I 

AT,«'«  -  + 

I  : 

I 

Ar,5"  -  - 

3 

4 

M,'»   - 

2  I 

3 

A/i5'»    + 

17 

4« 

Ar,«2»  -  + 

17  : 

60 

AI,"   + 

I 

:              I 

Ar,s">  -  + 

I  : 

I 

A,,'«   - 

5 

:              6 

Ai,M  =  _ 

3  : 

4 

Stellt  man   in   den   (jleichnngen   4)  pag.  17    statt   /  den    Werth  a  +  'V  +  il«'' 
ein,  indem  hicbei  w  =  o  vorausgesetzt  ist.  so  finden  sicli  die  DiflFerentialquotienten 
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..  •'•f-'«+4i?4Ii|i  =  /,«+,+ii«.;-^^/'".:«+i.+jj.,  + 


J;ö4-[i+.Jlttj) 


+  .^^4^.%^^»/^.+[v+iw,-  ^ii:;^  +.. 


+ 


""-rfl^H^-T+iK*    --^    i"  +  [*  +  i]«'!-^     »»(4)!       ^    l«  +  t»  +  il«'' 

Cä{l2..Sn      V,      ,,.,,,     ,  Ca{ii...7«}    -Till,     ,,.,,,         , 

+  *  ■■  •  24 (6]!       -^    ^"  +  l'  +  il«''-»-l6(8y—   /      («  +  [«+.JlM',  ^-... 
,»i«A(tt+i.  +  41w)        „IV,    ,,.,,,    ,  6''{i--i...s'-'}    -VI,     .,...,    ,    , 


44«; 


^g±ji+i-^   =  /»(«+[,• +i],.)    +    JV+./>m.,„^.    ,-+.iJ„J    + 


In  ähnlicher  Weise  wie  früher  erhält  man  allgemein 

Die  in  diesem  Ausdrucke  enthaltenen  il/-(Joefficicnteij   folgen  hier,    wie   vor- 
her die  xV-Coefficienten.  im  Zähler  mid  Nenner  als  relative  Primzahlen  mitgetheilt: 


M^  =  - 

31;.*  =  + 

3V  =  — 

3V^  =  + 
3/«'*  =  - 
M^^^  =  + 
3fo'>  =  - 


Zähler 

I 

I 

3 

5 

35 

63 

231 
429 

6435 
12155 

46189 


Nenner 

I 

8 

128 

1024 

32768 

2  62144 

41   94304 

335   54432 

21474  83648 

1    71798  69184 
27  48779  06944 


M,^   =  + 

My'^  =  — 
3/,^   =  + 

m:-^  =  + 

3fii»  =  — 

3/1^3  =  + 
itfl»5  =  — 


Zähler 

I 

I 

3 

5 

35 
63 

231 

143 

^435 
12155 


Nenner 

I 

24 
640 

7168 

2   94912 

28   83584 

545   25952 

1677   72160 

3  65072   22016 

32  64175  14496 


3f.2^« 


=  + 


=  + 


=  + 


-  + 


^  + 


Zähler 

I 

5 

259 
3229 

I  17469 

71  56487 

24308  98831 

609  97921 

«4  14330  03757 

2558  72967  81661 


Nenner 

I 

24 
5760 

3  22560 

516  09600 

1  36249  34400 

1983  79044  86400 

211  60431  45216 

20  72029  44779  55072 

13747  42380  32458  54720 


Zühler 

Nenner 

# 

M.^   -  + 

I 

I 

Jfji 

I 

8 

M^-'   -  + 

37  : 

1920 

M«  =- 

3229  : 

9 

67680 

i»^,'»  -  + 

10679 

172 

03200 

Jlfa'»  -  - 

5  50499  : 

45416 

44800 

J/3"  -  + 

24308  98831 

:       9918  95224 

32000 

3f."  -  - 

35  88113  : 

70  53477 

15072 

M,'«  =  4- 

74438  42303 

:    6  90676  48259 

85024 

Jf4*  -  + 

I 

I 

3/4«  — 

7 

24 

Jlf4*  -  + 

47 

640 

i1f4»«  — 

• 

17281 

9 

67680 

ilf4«  =  + 

19  97021 

4644  86400 

Jtf4»  =  — 

12  06053 

11678 

51520 

ilfl'«  —  + 

2 

46157  17239 

9918  95224 

32000 

^4«"  — 

42 

65404  47313 

7  14164  56151 

04000 

ilf4*'  —  + 

7992 

35115  02753  : 

5550  07887  80236 

80000 

3^.5   + 

I 

I 

M.i  -- 

5  : 

24 

M^  -  + 

47  : 

1152 

Jf,it-_ 

1571  : 

I 

93536 

Jlf,t3  -  + 

I  53617  : 

928 

97280 

3^,'''  =  - 

12  06053  : 

35035 

54560 

M,^'  -  -f- 

M479  83367  : 

1983  79044  86400 

JW,'»  -  — 

2 

24494  97227  : 

I  42832  91230 

• 

20800 

3/e«  -4- 

i  : 

I 

iW«*  -- 

3  • 

8 

3li»«-  + 

209 

1920 

3fo<'^  -  - 

28067  : 

9 

67680 

3fe"  -  + 

2  30443  • 

309 

65760 

iMii'«  -  - 

153  13957 

:           81749 

60640 

M,:^  -  + 

24 

99387  65093  : 

53562  34211 

32800 

Mß^o  -  — 

/ 

07268  85883  : 

61214  10527 

23200 

25 


Zähler 


Nenner 


JMi'  -  + 

I 

I 

JW,"  — 

7 

24 

Jf,»  -  + 

133 

1920 

Mj*^  =  — 

2159 

I   38240 

• 

jlf,'*-  + 

■2  30443 

663   552OÜ 

M^" 

9  00831 

II678  51520 

3f7>»  —  + 

I  31546  71847 

— 

7651 

76315  90400 

i 

M,^   -  + 

I 

if«"  -  - 

II 

24 

JMh«  -  + 

871 

5760 

JfgU 

8521 

I  9353^ 

itf.«  -  + 

55  99613 

4644  86400 

jlf,H 

3910  80857 

12 

26244  09600 

Jlf,»»  — + 

31  61002  58731 

— 

38258 

81579  52000 
I 

.V,«  —  4- 

I 

-Mi" 

3 

8 

3f«'=»  =  4- 

67 

640 

JM,'* 

8521 

3  22560 

M,^-  -  + 

3  29389 

•    • 

516  09600 

M,'«  — 

205  83203 

I 

36249  34400 
Zähler 

Zähler 

Nenner 

Nenner 

iW,»"'  -  +       l 

I 

3f„'t 

+ 

I  : 

1 

M,,^^--                  13 

:          24 

ilf,,'» 



II  : 

24 

J/io"   +       77 

384 

Jlf„i* 



+ 

847  : 

5760 

^lo"'—        4097  : 

64512 

Mn" 

2651  : 

64512 

-«■10'"  —  +  5  74123  ; 

309  65760 

Jlf,,«« 



+ 

3  32387  : 

309  65760 

JI/,„2o__  34,  3021  ; 

66178  25280 

- 

+ 

I  : 

^,1«=+        I  : 

I 

M.s" 

I 

i»f,2"   -        5 

8 

if.s'* 

13  : 

24 

üfn'"   +      493  •■ 

1920 

Mis" 

+ 

377  : 

1920 

^„is 85177 

9  67680 

3f,:,>" 

= 



58279  : 

9  67680 

JfjjW  =  +   6  04841  ; 

221  18400 

— 

+ 

I  : 

Jfu"  — +        I  : 

I 

Mn'-' 

I 

3/m«« 17 

:          24 

Mu." 



5  : 

8 

Mu*"  —  +     1843  : 

5760 

MrJ' 

+ 

97  : 

384 

3f,4*" 16333 

I  38240 

iippolzrr,  HRhnbeUimroungcii    II 


Zähler 

Nenner 

Zähler 

Nenner 

itf,«'«  -  + 

I  : 

I 

3f,:»'-  + 

I  : 

1 

3/,«'*  -  - 

19  : 

24 

j»ft7»«—    • 

24 

Mt.^o  -  + 

749  ■• 

1920 

Jlf,."  —  + 

1  : 

I 

i»fi«^«  -  + 

1  : 

i 

3f,s2"       - 

7  •• 

8 

Schliesslich  muss  noch  hemerkt  werden,  ilass  die  hisherigen  Entwicklungen 
sofort  auch  die  Möglichkeit  an  die  Hand  gehen,  eine  Funktion  nach  steigenden 
Potenzen  von  w  oder  m  zu  entwickeln.  Am  hequemsten  werden  die  Formeln,  wenn 
man  von  (nnem  Argumentwerthe  oder  dem  Mittel  derselhen  ausgeht,  denn  es  ist 
nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsätze: 

/  '/+  '-h«l»d  =/(fl4-ifr)   -h    fuc     :],\;,J     +  -TT-       .//.  .T.-7->      + 


d[a-{-iir, 


1-2       f/(tf  4-<V;2 


und  analog: 


/ftf-h  i-f '+»"!"•    =  F(rt-f  i4-i|fr;  -\-  »nr 


c/(a-h[i>}]iiy 


-h 
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wohei  zu  heachten  ist.  dass  in  der  letztem  Formel  statt  /"//+['  + i  I  *^)  geschriehen 
wurde  2^(a+  [?+  Jj  w*),  da  nach  der  Idee  des  Taylor'schen  I^dirsatzes  offenhar  unter 
dieser  Funktion  der  Werth  der  vorgelegten  Funktion  für  das  Mittel  der  Argumente 
zu  verstellen  ist ;  denn  durch  die  Hezeichiumg  mittels  des  Buchstahens  f  könnte 
eine  Verwechshnig  mit  dem  arithmetischen  Mittel  »zweier  Fiuiktionswerthe  eintreten ; 
in  der  unten  folgenden  Formel  17)  ist  auf  diesen  l^mstand  Rücksicht  genommen 
und  in  der  'fliat  imter  y  (o -|- [« +  i !  *^;  <la^  arithmetische  Mittel  zweier  Funktiims- 
wertlie  zu  verstehen. 

Man  findet  leicht,  dass  mit  Rücksicht  auf  die  früher  gewählten  Bezeichnungen 
'pag  21  ^13/i)   und  pag.  2yii^f/j)  die  folgenden  Relationen  hestehen: 


/•tf-h[/-h;/;*r;  =J(M  +  ifr]  4- 


"If  («-!-»>) 


-h  ^\^f'''fi-\-nri-\-X^^/'a-j-itr]     4-.. 


I 


+  -^/'(^'4-«'t^,  4--^V/';«4-i»/')4- AV\/''{e/4-»Vi4-...  \ 

1-2  (  ) 

4-  ;:^|/'v/-f  ifD  4-A'4«/ 'v/4-ör)  4-AV/"''/i-h<>}  4-...| 


m6) 


und : 


27 


f'.a+[i  +  i  +  m]w) 


=  {/(« 


II 


4-  [«■  4-  11  «r)  +  ^W  f  («  +  [«  +  i]  M^)  + 


.IV 


4-  ibToV*  {«  4- [» 4- 1]  w'J  4-  .. 


} 


f 


+  3[ii/{a+[i+i]w)  +  .... 

« 


} 


1*2 


.VI 


+  M^/    {a  +  [i  +  i]u>)  +  ... 


1»2«3  ^ 


-VII 


+  i«/-3'/    («+l»  +  i]fr)  +  .. 


\ 
/ 


} 


>7) 


wobei  die  hier  auftretenden  N  und  3/-Coefficienten  der  oben  angeführten  Zusammen- 
steUung  zu  entnehmen  sind  und  wie  schon  bemerkt,  unter y(a+ [t+J]««?)  in  der 
That  das  arithmetische  Mittel  zweier  Funktionswerthe  zu  verstehen  ist. 

Es  sollen  nun  die  vorstehend  entwickelten  Formeln  durch  ausführliche  Bei- 
spiele erläutert  werden. 

Ich  benütze  hiefür  die  Störungen,  die  der  Planet  @  Erato  in  der  X-Coordi- 
Tiate  erfährt,  die  mit  ^  bezeichnet  werden  sollen  und  in  Einheiten  der  7.  Decimale 
zu  verstehen  sind.  Die  angeführten  Zahlen  können  leicht  aus  den  später  bei  der 
Störungsrechnung  gegebenen  ausführlichen  Heispielen  hergeholt  werden.  Man  hat 
so,  wenn  man  die  IMfferenzwerthe  bildet : 


/ 


/ 


II 


.111 


/ 


/ 


/ 


.VI 


/ 


.VII 


/ 


.VIII 


1871  April  26  4-230820.18 
Juni  5  4-  186549.80 
Juli  IS  4-  13339718 
Aug.  24  4-  73057-64 
Octob.3  4-  8119-85 
Nov.  12  —  58031.82 
Dec.  22  —  121501.23 

1872  Jan.  31  —  i78339-*6 
Mars  II  — 225100.54 


44*70.38 

—  8882.24 

53i5a-62  ^,        4- 1695.3*    .   , 

—  7186.92  4-893  35 
60339.54  ,        4-2588.67    , 

—  4598.25    .       „         4-  795.70 
64937.79  ,„  4-3384.37    . 

—  1213.88  4-  511.77 
66151.67  4^3896.14    , 

4"  2682.26  •     4-  52.98 
63469.41        4-3949.12 

CO    o  +  6631.38  —  503.75 

56838.03  4-3445.37 

,  .    o  "*"  »0076.75 

46761.28 


97.65 
283.93 

458.79 
556.73 


186.28 

4-11.42 

174.86  4-65.50 

4-76.92 

97.94 


Um  vorerst  die  Formel  13:  (pag.  20)  durch  ein  Beispiel  zu  belegen,  soll  der  erste 
und  zweite  Differentialquotient  von  ^  für  187 1  October  3  ermittelt  werden.  Da  hier 
das  Argiiment  für  §  die  Zeit  ist,  so  ist  es  klar,  dass  diese  Differentialquotienten 
nach  der  Zeit  verstanden  sind,  und  um  sofort  in  den  obigen  Formeln  w  der  Ein- 
heit gleich  setzen  zu  können,  soll  für  die  Zeiteinheit  in  den  hier  folgenden  Bei- 
spielen stets  das  gewählte  Intervall  von  40  Tagen  angenommen  werden;  es  ^vird 
daher,  wenn  mau  die  Di^ereutialquotienten  auf  den  mittlem  Sonnentag  als  Einheit 
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beziehen  will,  der  erhaltene  erste,  zweite,  dritte Differentialquotient  beziehungs- 
weise durch  40,  40^,  40^ zu  dividiren  sein. 

Für  den  ersten  Differentialquotienten  stellt  sich  also  die  Rechnung  wie  folgt : 

/'  [a  +  iw)  =  —  65544.73 

yi^f"  {a  +  iw)  =  —  606.71 

N^^f{a  +  it€)  =—  12.38 

jVrj7/^"(a+«ir)  =—  0.32 

10'   -,       =  —  66164.14 

Für  den  zweiten  Differentialquotienten  wird : 

/«(a  +  tttj)  =  —  1213.88 

N2'f^-(a+iw)  =—  42.65 

N2^r;[a  +  ito]  =—  1.94 

y^Hfyiit  (a  + 1  tr)  =  —  0.12 


^^'•"S"  ~  1258.59 

Zur  Erläuterung  der  Formel  14)  (pag.  23)  wählen  wir  als  Datum  1871  Sept.  13,  also 
ein  Zeitmoment,  welches  in  die  Mitte  eines  Intervalls  fällt;  man  erhält,  indem 
man  wieder  als  Zeiteinheit  40  Tage  ansetzt,  für  den  ersten  Differentialquotienten: 

/'(a+L«+iJtt?)  =  —  64937.79 
Mt^f"{a+[i+\]w)  =  —  141.02 
M,^/'  (a  +  [i+{]w]     =-  1.33 

^1 V'"  (« + i« + 1]  to]  =  —      0.01 
10' --^ —       —  65080.15 

Für  den  zweiten  Differentialquotieuten  stellt  sich  die  Rechnung  wie  folgt: 

/"  ia  +  [»  +  i]ir)  =  —  2906.06 

i«/i*/"   ;a+[t+l]tr;  =  —     136.19 

J/j«/"   >  +  l»  +  i>;  =—        8.12 

Jtf2**y""  /»+L«+i]tt')  =  —         0.66  ...(die  8.  Differenz  constant  vorausgesetzt^ . 

,o7.-^--j         _  3051.03 

Um  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Formel  6;  (pag.  18;  zu  erhalten,  soll  der 
erste  Differentialquotient  der  oben  hingeschriebenen  |  Funktionen  entwickelt  werden 
für  das  Datum  187 1  Sept.  23.  Es  ist  also,  indem  man  von  October  3  als  nächst- 
liegenden Werth  ausgeht,  n  =  —  0.25  anzunehmen;  man  gelangt  hiermit  bis  an  die 
Grenze  der  JNT  Tafeln  (Tafel  I)  und  man  sieht,  dass  mit  derselben  Berechtigung  als  Aus- 
gangspunkt das  arithmetische  Mittel  zweier  Argumente,  nämlich  8ept.  13  hätte  ge- 
wählt werden  können ;  in  der  That  winl  in  der  Folge  von  dieser  Wahl  Gebrauch  ge- 
macht werden.  Die  Rechnmig  stellt  sich  wie  folgt,  indem  die  8.  Differenz  als  constant 
angenommen  und  überall,  wo  die  Bildung  der  arithmetischen  Mittel  auf  eine  halbe 
Einheit  der  2.  Decimale  führte,  dieselbe  fortgelassen  wurde  : 
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^ 3        5        7 

log/^(a  +  iM?|    3.  561 131  2^569737  1. 64513 

log  iV;^(— 0.25)  Qn^3'672      8.409656      lnll^029 

d 4  6  8 

logy'(a+*«?)  2.709075     2,124269       1.816 

log  iVi^(— 0.25)  8,^862827     7-97348       7ni73 

f'[a  +  %w)  =  —  65544.73  f''[a+iw)  =—  1213.88 

iV53(-o.25)/"'ia  +  ttt?)=—       492.95  iV,4(_o.25)/^v,;^  +  ,-^)    ^_       3^.3^ 

jV,5(_o.25)/v(a  +  itr)  =—  9.54         N^^[—o,2^)f-^[a  +  iw)    =  -         1.65 

i>ri^(— o.25l/'"(a  +  «M?)  =—  0.24         iVi^(— o.25)/^"'((i  +  »tt?)  =—        o.io 


Ä^    =  —  66047.46  Ä'^     =  — .   1252.95 

^Sg  =+      313-^4  log'S'^    =      3n097933 

10'.-^       =—65734.22  loR'*     =       9ii397940 

Es  ist  hiebei  klar,  dass  die  hier  und  in  den  folgenden  Beispielen  logarithmisch 
ausgeführte  Multiplikation  von  Sg  mit  n  nur  der  Allgemeinheit  halber  durchgeführt 
ist,  während  in  dem  speciellen  hier  vorliegenden  Falle  natürlich  die  directc  Division 
von  Sg  durch  4  kürzer  wäre. 

Zur  Erläuterung  der  Formel'  10)  (pag.  19)  soll  der  zweite  Differentialquotient 
der  §- Funktion  für  das  Datum  1871  Sept.  23,  October  3  als  Ausgangspunkt  ge- 
nommen, berechnet  werden.     Man  erhält  mit  Benutzung  der  Tafel  III: 

d 4  6  8 

\o^  f^[a-\-iw]      2.709075         2^24269         1.816 
log  N^^  (—0.25)         8^716699       7. 78287        6^961 

d 5  7 

\o^f^  [a  +  iw]         2n^tqTn         1.64513 
log  iY/  (—0.25)         9«379457         8-73952 


f"a  +  iw)  =—  1213.88  f'"{a  +  iw)  =+  3640.25 

Ay(— o.25i/'^(a+t?rj  =—       26.65  Ni^i^o.z^)/"^  [a  +  iw)  =+       88.96 

A^/(— -o.25)/^'[a  +  tw?;  =—          1.06  N2'^  {—o.2s)f''''{a-^tto)  =+         2.42 

^2^(— 0'2  5j/^'"(«  +  »^gi  =—        o-o6  Sg      =  +  373^^63 

Su    =—1241.65  log  aS^       =      3-57^898 

/*  Sg    =  —     932.91  log  n        =      9^397940 

lo^-j^  =—  2174.56 

Will  man  nun  dieselben  Differentialquotienten  beziehungsweise  nach  8;  und 
12  ;pag.i9,  20;  rechnen,  so  wird  man  für  den  ersten  Differentialquotienten  haben,  in- 
dem man  beachtet,  dass  der  Ausgangspunkt  Sept.  13,  also  m  =  -{-  \  anzunehmen  ist 
mit  Hilfe  der  Tafel  H: 


30 


log  J/i'' 1+0.25; 


3.5^9478 
8^017729 


5 

2n4532i 

6.97498 


7 
1.0577 


log  3f,^  (+0.25; 


2.815398 
9^296482 


6 
2„25665 
8.62283 


8 
1.8162 
7^9665 


/'    («  +  [»+  Jl to]  =  —  64937.79 

J/,*»  ;-|-o.25)  ^^11   a  -h  [»  4-  i]  tc)  =  —  35.^5 

.V,5  (4-0.25; /v  (a4- [14- i]tr;  =—  0.27 

jr,7  (4-0.25;  />•"  (a4-  It  4-  j;  w)  =  o 


/"    'tf+iJ-i-ijM?,  =—2906.06 

.V,<(4-o.25)/iv     a4-[*4-iJfc)  =—    129.38 

.V,6{4-o.25  /VI   (,i4-i,-4-l]fr,  =—        7.58 

.1/,«  (4-  0.25)  /VI"  (a  4-  1*  4-  1]  tt7y  =  —  o.6i 


6\ 


m  6^,    =  — 


=  —  64973  3 > 
760.91 


10' • 


dt 


=  —  65734." 


*, 

=  —  304363 

log  &V 

=      3*483392 

lug  m 

=      9  397940 

Für  den  zweiten  Differentialquotienten  für  dasselbe  Datum  hat  man  zu  rechnen 
nach  12)  fpag.  20)  unter  Zuziehung  der  Tafel  IV  :  # 

d 4  6  8 

lüg/'';a+[t+f:tt?;         2.815398        2^25665         1.8162 
log  3/2rf(+o.25)  9n248i7«         8.55646         7^8908 


log  3/2^  (+0.25) 


5 

2n4532I 

9«059i2 


7  • 
1.0577 

8.2338 


/"  (ci4-'t4-l]'r; 
.V24{4-o.25;/iv(rt4-[,-4-ij,f; 

.W(4-o.25;/vi  fa4-[i4-iltr, 

-W  (4-0.25)  /vi"  .'rt  4-1  «4-  ^1 T) 

6„ 


—  2906.06 

—  115.76 

—  6.50 

—  0.51 


/iii  a-{'[i-^lfr,  =4-  3384.37 
J/'2''^(4-o.25;/v  ('<4-[i4-il'r,  =4-  32-53 
J/27(4-o.25)  /vii(rt4-iV4-j]if:      =  4-       0.20 


—  3028.83 
4-    854.2« 


«, 

= 

4-  3417.10 

log 

«» 

= 

3.533658 

log 

m 

= 

9.397940 

10' •  ,-., 

dt' 


=  —  2174.55 


Vergleicht  man  die  nach  den  beiden  Formclsystemen  erhaltenen  Resultate,  so  wird 
man  die  befriedigenstc  Uebereinstimraung  finden. 

•Schliesslich  sollen  die  Formeln  16)  und  17)  pag.  26.  27)  an  dem  gewählten 
Beispiele  erläutert  werden;  indem  man  187 1  Octob.  3  als  Ausgangspunkt  annimmt 
und  sich  überall  auf  die  zweite  Decimalc  beschränkt,  stellt  sich  die  Rechnung  wie  folgt : 

d  =1  2  345678 

/''.:«4-tir,  =  —  65544.73—  1213.884-  3640.254-511.77  —  371.36—174.864-44.174-65.^0 

y^^+d)j'{::+d)'a-\-  iir,  =■ —      606.71 —      42.654-      92.844-   29.14—    14.72 —    16.37 
\^ii+d)j'u-i'd\  a  4-  itc,  =  —         12.38  —         1.94  4-         2.58  4-     1.91 
AV^+<*)/(^+rfi:a  4-  iw:  =  — -  0.32  —        o.  12 


Divibor 


—  66164.14  —  1258.59  -f  3735-674-  542.82—  386.08  —  191.234-44.174-65.50 
1  2  6  24-120  720  5040     403x0 
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Dividirt  man  durch  die  entsprechenden  als  Divisoren  angesetzten  Factoriellen,  so  wird, 
wenn  man  auch  hier  nicht  über  die  2.  Decimale  hinausgeht,  indem  man  bei  solchen 
Entwicklungen  t  selten  die  Einheit  überschreiten  lässt: 


+  8119.85  — 

66164.14^ 

629.29^-^ 

+ 

t22.(i\  P 

+ 

22.62O 

1,22  f-* 

0.2'jt^ 

4- 

O.Ol  /^ 

für  /  gilt  als  Einheit  40  Tage; 
f  =  o  für  1871   Oct.  3. 


Als  Probe  kann  man  ilen  Werth  ^  für  Aug.  24  (/  =  —  1)  und  Novbr.  12    ft  =  4-  i- 
berechnen;  man  erhält 

Aug.  24  =  +  73057-65 
Nov.   12  =  —  58031.83, 

was  mit  den  zu  Gninde  gelegten  Werthen  hinreichend  nahe  stimmt. 

Nimmt    man    aber    als   Ausgangspimkt    1871  Septbr.    13.    so    hat   man   nach 
Formel  17)  (pag.  27:  zu  rechnen: 


/**  {n-{'[i-\-  i]»r       +40588.74 
f^^+rf)/(»+«'»(a4-[/-f-J!tr)  -h     363.26 

/^6-4-#/j/(6+rf)(«  4.. 1-1-  «],/•.  4-         0.88 
/^34-'')/<8+'/l>+[f +.I'fri  -f.         0.07 


64937.79 
141.02 

«•33 

0.01 


*  3  4 

2906.064-  3384.374-653.73 

136.19+  35.49+  5^.67 
8.12+  0.22+  4.81 
0.66 


5  6  7        -    « 

283.93-     180. 57  +  11. 4* +65. 50 
2.38—  24.56 


Divisur 


Ks  ist  also  ^  = 


+  40968.27 
I 


65080.15  —  3051.03+  3420.08  +711.21 
I  2  6  24 


286.31  -205.13  +  11.42+65.50 
120  720  5040     40320 


+  40968.27  —  65080.15/ 

—  1525-51  '-^ 
+    570.01  P 

+     29.63  t* 

—  2.39  /•» 

—  0.28/^» 


für  /  gilt  als  Einheit   ^o  Tage ; 
t  =  o  für  1871   Sept.  13 


Rechnet  man   als    l^robe   die    Werthe    der   Funktion   fiir  Aug.  24    (/  ^= 
Dctober  3    7  =  +-  o*  5}   so  findet  sich  in  guter  Uebereinstimmung 

Aug.  24  =  +  73057-^4 
Octob.  3  =  -f     8119.84   . 


o.s;  und 
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§•  5.    Ermittlung  der  numerischen  Integrale  einer  Funktion. 

A.  Einfache  Integrale. 

Integrirt  man  die  Gleichung  4]    !pag.  15).  nachdem  man  links  mit 

rf/  =  rf  fa  -f-  [f  +  w"!  w]  , 
rechts  mit  dem  gleichwerthigen 

wdn 
multiplicirt  hat,  so  findet  sich  sogleich 


wobei  unter  /,,'  die  Integrationsconstante  zu  verstehen  ist.  Es  ist  klar,  dass  bei 
dem  vorliegenden  Probleme  die  Integration  zwischen  bestimmten  Grenzen  nur  eine 
praktische  i^edeutung  hat,  dass  demnach,  wenn  man  sich  auf  die  einfache  Inte- 
gration beschränkt,  die  Integrationsconstante  aus  dem  Resultate  herausfällt;  geht 
man  aber  auf  die  doppelten  und  mehrfachen  (eigentlich  iterirten)  Integrale  über,  so 
wird  mau  die  Bestimmung  von  /„^  nicht  umgehen  können.  Zu  ihrer  Bestimmung 
kann  man  leicht  die  Bedingung  heranziehen,   dass  für  w  =  o 

d.  h.  die  Integrationsconstante  /„*  erhält  stets  den  AVerth  des  integrales,  den  das- 
selbe für  die  Grenze  a-^iw  annimmt,  eine  Bedingung,  die  weiter  unten  eine  Be- 
stimmimg  der  Constante  ennöglichen  wird. 

Behandelt    man  in  ähnlicher  Weise  die  Gleichung  5)  (pag.  1 5)  und  beachtet, 
dass 

rf/  ==  rf  (a -f-  [* 4-^*]  ^)  +  ^  (0+  [*+  J  +'w|  w)  =  wdm  , 
so  wird 


~  //(«+! +  wltr)e//  r=  m/(ö-h[t>i].tr)  -f 


<2=^    o=d  j  j  j 


'■«TT  ^TT       (—  I )  ^^^  m  2]>  +  l  ^'—^  2  '^ 


I 


Für  die  Auswerthung  der  Integrationsconstante   hat   man.    ähnlich   i;\-ie  früher,  für 
»1  =  0  die  Bedingung 
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Es  sollen  vorerst  die  einfachen  bestimmten  Integrale,  die  sich  aus  den  obigen 
Relationen  (i)  und  (3)  (pag.  32)  ergeben,  vorgenommen  werden.  Man  wird  zuerst  zu 
beachten  haben,  dass  man  sowohl  für  n  als  auch  für  m  ohne  Nachtheil  für  die  Ge- 
nauigkeit der  Rechmmg  die  Grenzen  — i  und  +1  nicht  überschreiten  darf,  denn 
sonst  würde  jeder  Fehler  in  dem  Differenz werthe  vergrössert  auf  das  Resultat  über- 
gehen. Nimmt  man  aber  für  n  und  m  als  Grenzen  —  ^  und  -f-  ^ ,  was  offenbar 
möglich  ist,  so  wird  dadurch  die  Genauigkeit  der  numerischen  Rechnung  wesentlich 
gefordert  erscheinen. 

Die  obigen  Formeln  wird  man  im  Allgemeinen  nur  anzuwenden  haben,  sobald 
für  n  und  m  willkürliche  Angaben  vorliegen,  dieselben  werden  sich  aber  wesentlich 
vereinfachen,  wenn  man,  wie  dies  meistens  in  der  Anwendung  gestattet  ist,  nur 
von  speciellen  Werthen  für  n  und  m  Gebrauch  macht.  Setzt  man  die  Grenzen  —  ^ 
lind  -f-  J  ein,  so  findet  sich  sofort  aus  i)  und  3;   (pag.  32) : 

a  +  li+il» 

--Jf{c^+[i  +  n]w)dl=f{a+tw)  + 


a+l«— -ilw 


^  (-,,rf-;,e{2'i,42....(2r/-2)2;}  «'' 


^  ff  («  +  ['■  +  «1 »":  dl=f[a-\-  [t  +  il  w)   + 

d=.\     y=o 

Man  wird  aber  in  der  Anwendung  meist  gezwinigen  sein,  die  Integration  auf  viel 
weitere  Grenzen  auszudehnen,  als  dies  oben  geschehen  ist,  und  zu  diesem  Ende 
wird  man  für  «  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  eintreten  lassen  und  sich  erinnern, 
dass  für  die  vorgelegte  rontinuirliche  Funktion  ist: 

u+|i+}|tP  «+4«'  ^«+i»  o+I»+4|m 

J/(l)dl  =  lf[l)dl  +J/(l)dl  +  ....  +jf{l]dl  , 

f/[l)  dl  =f/(l)  dl  +ff{l}  dl  +  ....     +  //(/)  dl    . 

*  u  a  a+tc  a+(*— i)«» 

Wenn  man  von  diesen  Relationen  in  5)  und  6)  Gebrauch  macht  und  beachtet,  dass 
durch  diese  Zerlegung  die  Factoren  der  Differenzwerthe  nicht  abgeändert  werden 
und  dass  nur  die  Differenzwerthe  selbst  verschieden  sind  ,  je  nach  der  Wahl  der 
Grenze,  so  erhält  man  Summen  von  Differenzwerthen  derselben  Ordnung  mit  einem 
gemeinsammen  Factor  multiplicirt.  Erinnert  man^ich  aber  der  Relation  5)  (pag.  5), 
wo  allgemein  nachgewiesen  wurde,  dass: 

/'  (a  +  [i„  +  AJ  w]  -/'(«  +  [i,  +  k]  w)==y^f(aA-  [i  +  k  +  f  !  w) 

Uppulzer,  Bahnb«» iimmangen.  II.  5 
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so  fiiulet  sich,  sofort  statt  der  Relationen  5)  und  6)   (pag.  33) : 

/{a+[i+n]te)dl=  '/{a+[i  +  {]w)  + 
«-i 


+  2  2^=^Mf^=^  /'^'+  '■•+«  "■) 


(1  =  1       fissi 

d—p 


_     ,_„...  (2p4-i) 
und 

/(a  +  [t  +  »1  w)dl=  'f(a  +  itc)  + 

,    ""v  V  (-')''->'('1"'^.3^-(»rf-i)*)    /.^"J.  ,vi 

+    ^     ^ X»-(2rf)!(2«+,) /(«+»«') 

«/=i     p=o 

—  /  {«J  —  ^  ^  TiTdd  !  (2P+1)  ^  ^'''  **' 

Die  Bestimmung  der  einfachen  Integrale  erseheint  demnach  mit  Hilfe  der  ersten 
sumniirten  Reihe  aiisgeführt;  die  erste  summirte  Reihe  wird  man  aber  ohne 
Schwierigkeiten  bilden  können,  sobald  nur  ein  Werth  in  derselben,  etwa  \f[a — ^«7), 
gegeben  ist,  wobei  man  wegen  der  Formel  8)  sich  zu  erinnern  haben  wird,  dass  ist 

Die  Wahl  für  diesen  Anfangswerth  in  der  ersten  summirten  Reihe  ist  völlig  will- 
kürlich, wie  man  dies  auch  sofort  bei  Betrachtung  der  Formeln  7)  und  8)  sieht, 
denn  durch  die  nachträglich  noth wendige  Subtraction  von  ^f[a — \w)  oder  ^f  (a)  ver- 
schwindet der  angenommene  Werth  der  Anfangsconstante  im  Integrationsresultate. 
Es  möchte  auf  den  ersten  Anblick  am  bequemsten  erscheinen,  derselben  den  Werth 
=  o  zu  ertheilen ,  und  in  der  That  wird  diese  Wahl  häiifig  genug  angewendet 
werden  dürfen.  Doch  in  der  Anwendung,  die  bei  den  astronomischen  Rechnungen 
von  dieser  Methode  gemacht  wird,  wird  es  meist  bequem  sein,  diese  willkürliche 
Anfangsconstante  so  zu  wählen,  dass  das  Integral  für  eine  bestimmte  untere  Grenze, 
etwa  für  das  Argument  oder  das  Mittel  zweier  Nachbarargumente,  verschwindet; 
für  den  ersten  Fall  wird  man  haben: 

d=.i     p=i  "^ 


und  für  den  zweiten  Fall: 


**   '"    **  j(— 1)^-1' C'{72,32,...(2rf— I)«}      »*'-' 


^f{a-\w)  =  -  i/(«  -^  2 iTTÜ^,  (27+0 •  /  W  '°) 

womit  also  an  die  Anfangsconstante  die  oben  gestellten  Bedinguiigen  geknüpft  sind. 
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Bezeichnet  man  die  Coefficienten ,  mit  denen  die  Differenzwerthe  verbunden 
sind,  in  der  Formel  7)  mit  P,  in  der  Formel  8)  (pag.  34)  mit  Q  und  ertheilt  diesen 
Buchstaben  2  Index,  wo  der  obere  den  Hinweis  auf  den  DifFerenzwerth,  der  untere  den 
Hinweis  auf  die  Anzahl  der  Integrationen  enthält,  also  in  dem  vorliegenden  Falle 
durchaiis  der  Einheit  gleich  zu  setzen  ist,  so  wird  man  die  folgenden  Formeln  für 
die  Combinationen  der  verschiedenen  Grenzen  haben : 

Grenzen :  a  —  \w  und  a  +  [*  +  4]  w' 
t/ 1 

a    fw 

Grenzen :  a  und  a  -\-  iw 

„>f(a—\w)  =—  to{\f(d]  +  Q,«/-  [a]  +  Qi»/"'  (a)  +  Qi»/v  («)  +  ...  ) 

a+im 

J/{l)dl=io{'f[a-\-iw)+Q,^f'(a-i-iio)+Qi^f"<{a-\-iw)  +  Qi<>f^a  +  iw)+...}B^) 


a 


Grenzen :  a —  \w  und  a  +  iw 
^'f[a—{w)  =  —w{P,^f^[a—\w)+P,^f^^^(a-\w)  +P,^f^a—\w)  +  ...} 

f/{l)dl=w{'/(a  +  iw]  +  Qi^/'(a  +  iw)  +  «,'/■"(«+  iw) +Qy^/^a+iw)  +  ...}  C\] 

Grenzen:  a  und  a  +  [t4-i]<^ 
i£,y(a-Vi^)  =  -u;{4/(a)+  Qi !/'(«) +  QtV'"W+  Qi^/M«)  +  •  •  } 

Jf[l]dl=w{lf{a  +  [i+^]w)i-P,^f^{a  +  [i-i{\tc)  +  P,^f-^{a+[i+{]w)  + 

Die  Bestimmung  der  Coefficienten  Q  und  P  hat  keine  Schwierigkeit ,  wenn 
man  die  eben  hingeschriebenen  Formeln  mit  7)  und  8)  (pag.  34 j  vergleicht;  es  wird 
sein: 

d- 


^   ^      '       ^  ^  2^d{2d)\   {20-+- I) 

Die  numerischen  Werthe  dieser  C/oefficienten  sind  in  der  hinten  angehängten  Tafel  V 
aufgenommen,  in  einer  Ausdehnung,  die  weit  die  Grenzen  der  gewöhnlichen  An- 
wendung übertrifft,  indem  bis  zum  20.  Differenzwerthe  vorgeschritten  wurde.  Ausser- 
dem sind  die  Logarithmen  der  Coefficienten  2osteUig  angesetzt,  wobei  die  Un- 
sicherheit   der    letzten    Stelle    eine    Einheit  betragen    kann.     Die    diesbezüglichen 

5* 
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Rechnungen  sind  mit  gro8ser  Sorgfalt  unter  Benützung  zahlreicher  Controllen  durch 
die  Herren  Anton  und  Schräm  durchgeführt  worden. 

Um  die  eminenten  Yortheile  dieser  Methode  anschaulich  zu  machen,  will  ich 
dieselbe  zur  Berechnung  der  Gammafunction : 

t 
-"  dt 


f 


anwenden.  Man  gelangt  durch  eine  sehr  einfache  Rechnung  zur  numerischen  Tafel 
dieses  bestimmten  Integrales,  während  die  Anwendung  der  Reihen  zur  Auswerthung 
dieses  Integrales  ein  sehr  beschwerliches  Verfahren  ist;  in  der  That  verdient  die 
eben  auseinander  gesetzte  Methode  zur  Auswerthung  numerischer  bestimmter  Inte- 
grale viel  häufiger  angewendet  zu  werden,  als  dies  sonst  geschieht,  besonders  wenn 
es  sich  um  die  Anlegung  einer  Integraltafcl  handelt.  Ich  werde  die  Rechnung  so 
anlegen,  dass  nur  Fehler  von  wenigen  Einheiten  in  der  lo.  Decimale  auftreten 
können,  eine  Genauigkeit,  die  durch  Anwendung  der  sonst  üblichen  Reihen  nur 
mit  einem  ungeheuren  Aufwände  von  Arbeit  erlangt  werden  könnte;  ausserdem 
habe  ich  das  Intervall  (to  =  o.i]  verhältnissmässig  sehr  gross  gewählt,  um  zu  zeigen, 
wie  bald  der  Einfluss  der  höheren  Differenzwerthe  verschwindend  klein  wird.  Bei 
der  symmetrischen  Form  der  Funktion  ist  es  klar,  dass  die  Anfangsconstante  gleich 
o  gesetzt  werden  kann,  wenn  man  die  Funktionen  für  die  Argumente  0.05.  0.15, 
0.25  ....  berechnet.  Um  nicht  nachträglich  bei  der  Bildung  des  Integrals  mit  w 
multipliciren  zu  müssen,  habe  ich  diese  Multiplication  sofort  bei  der  Berechnung 
der  Differentialquotienten,  die  in  der  mit  tve"^^  =f  überschriebenen  Columne  an- 
gesetzt sind,  ausgeführt  und  das  folgende  Zahlensystem  erhalten,  wobei  jedoch 
wegen  des  Formates  die  8.  und  9.  Differenzwerthe  fortgelassen  werden  mussten,  die 
übrigens  für  die  Integration  keinen  wesentlichen  Beitrag  mehr  leisten  und  leicht 
von  Fall  zu  Fall,  wenn  zur  Uebuiig  ein  Beispiel  ausgerechnet  wird,  nachgetragen 
werden  können. 

Mit  Hilfe  dieser  Summations-  und  Differenztafel  ist  es  ein  Leichtes,  den 
Werth  des  Integrales  für  eine  obere  Grenze,  die  zwischen  oder  auf  ein  Argument 
fällt,  anzugeben,  indem  die  untere  Grenze  der  gewählten  Bestimmung  der  Anfangs- 
constante nach  nothwendig  =0  anzunehmen  ist;  so  erhält  man  z.  B.  für  t  =  o.^o 
nach  der  Formel  -4,)   (pag.  35)  : 

]f      [a+[i+^w)  =  +  0.461  6059  810 
Px'f    [a+\i  +  \]ic)  =  -  3238249.8 

p^'6fm    (a+[i^^]w]    =   -                         U    375.6 
p^l  /v..   (,,  +  ^i_^  J]  ,^)    _ 2.1 


I  e~^^dt     =  +  0.461    2810  064 


für  /  =  0.75  nach  der  Formel  C»)   (pag.  351  : 
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442 
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34* 
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38* 
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72 
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27 

«3 
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00 
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-f 
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257 
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279 

478 
884 
448 

437 
239 
932 

074 

5»5 

109 

688 

527 
506 

606 

466 

028 

434 
032 
089 
007 
901 
016 

3" 
>«3 
371 
464 

47: 
40 

3- 

2 
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/      (a+iw)  =  +  0.629  5325  964-3 

QiV     (a  +  w)  =  +  7077  889.9 

öiV"  («  +  »■«')  =  +  48  313-9 

Qi*/'  («+««'>  =  +  532-8 

Qi '/"'(«+»■»<')  =+  5-8 

QjS/«  [a+iio]  =  +  o.i 


'=0,75 

j  e"^^  dt  =  +     0.630  2452   707 


Will  man  aber  für  die  untere  Grenze  nicht  o  haben,  sondern  ebenfalls  einen  Werth, 
der  entweder  mit  einem  Argiimentwerthe  oder  dem  Mittelwerthe  übereinkommt,  so 
wird  man  einfach  nach  Ai]  oder  Di)  einerseits,  imd  B^  oder  d]  (pag.  35)  andrer- 
seits, den  Werth  des  Integrales  für  diese  Grenze  berechnen  und  von  der  oberen 
Grenze  in  Abzug  bringen ;  es  wird  also  sofort  mit  Benützung  der  Zahlen  der  obigen 

Beispiele :  ^'=**-75 

/  e^^^dt  =  +  0.168  9642  643  . 

Wendet  man  altemirend  die  Formeln  Ai]  und  C,)  an,  indem  man  von  Inter- 
vall zu  Intervall  fortschreitet,  so  gelangt  man  zu  der  im  Anhange  als  Tafel  X 
enthaltenen  Integraltafel,  die  ich  deshalb  in  extenso  mittheile,  da  dieses  Integral 
in  so  vielen  Untersuchimgen  eine  wichtige  Rolle  spielt  und  eine  Tafel  für  dasselbe 
in  der  hier  gegebenen  Genauigkeit  meines  Wissens  nicht  besteht.  Indem  so  durch 
die  Formeln  Ai)  C,)  die  Werthe  des  Integrals  von  0.05  zu  0.05  des  Argumentes 
erhalten  waren,  wurden  die  zwischenliegenden  Werthe  für  das  Intervall  o.oi  durch 
einfache  Interpolation  abgeleitet. 

Schliesslich  kann  in  diesem  Falle  die  Richtigkeit  der  Rechnung  leicht  geprüft 
werden,  denn  das   vorgelegte   Integral  zwischen  den  Grenzen  o  und  00  nimmt  den 

Werth  -?— -  an ;  der  numerische  Werth  desselben  ändert  sich  aber  nicht  mehr  von 
der  Grenze  4.6  ab  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeitsgrenze.     Es  ist  also 


je^^^dt  =  0.886  2269  254  , 


während  andererseits  bis  auf  die  11.  Decimale  richtig  ist 

■I —  =  0.886  2269  254.5  , 

so  dass  der  durch  die  numerische .  Integration  erhaltene  Werth  auf  eine  halbe  Ein- 
heit der  letzten  mitgenommenen  Stelle  stimmt,  was  eine  bessere  Uebereinstimmnng 
ist,  als  im  Allgemeinen  erwartet  werden  kann;  doch  würde  eine  Abweichung  von 
4  Einheiten  bei  sorgfältiger  Rechnung  wenig  Wahrscheinlichkeit  für  sich  haben, 
denn  bezeichnet  man  die  Anzahl  sämmtlicher  Werthe  mit  w  und  beachtet,  dass 
durchschnittlich  die  Unsicherheit  der  letzten  Stelle  des  angesetzten  Funktionswerthes 
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etwa  0.25  Einheiten  beträgt,  so  ist  der  durchschnittlich  zu  erwartende  Fehler  bei 
der  Anwendung  der  einfachen  Integration: 

also  im  vorgelegten  Falle,  wo  tr  =  46  anzunehmen  ist : 

w  =  1.7  . 

Man  wird  demnach  behaupten  dürfen,  dass  selbst  am  Ende  in  der  angeführ- 
ten Integraltafel  die  eingesetzten  Werthe  selten  um  2  oder  mehr  Einheiten  falsch  sein 
werden;  ein  Fehler  von  4  Einheiten  hat  aber  kaum  mehr  eine  beträchtliche  Wahr- 
scheinlichkeit für  sich. 

Es  kann  aber  unter  Umständen  erwünscht  sein,  von  den  oben  angenommenen 
bestimmten  speciellen  Grenzen  abzugehen,  wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  hiebei  die 
Herstellung  einer  Integraltafel  selbst  nicht  beabsichtigt  ist.  Man  wird  ähnlich,  wie 
dies  bei  der  Differentiation  hervorgehoben  wurde,  stets  jene  Form  anwenden,  die  es 
ermöglicht,  dass  man  n  oder  m  kleiner  als  ±  \  anzunehmen  im  Stande  ist^  um 
die  möglichste  Convergenz  in  die  Formel  zu  bringen,  wobei  also  von  den  Formeln  i) 
und  3J  (pag.  32)  Gebrauch  zu  machen  wäre.  Die  Rechnung  würde  aber  recht  beschwer- 
lich werden  und  es  wäre  viel  einfacher,  in  der  Nähe  der  Grenzen  durch  alteniirende 
Anwendung  der  Gleichung  A^  und  C^  (pag-  35)  sich  kleine  Integraltafeln  herzustellen, 
nach  denen  man  den  Werth  des  Integrales  für  die  obere  und  untere  Grenze  nach 
den  Regeln  der  Interpolation  ermittelt.  Es  wird  sich  aber  wieder  ein  Ausweg  finden 
lassen,  der  in  bequemerer  Weise  das  Ziel  erreichen  lässt.  Es  sei  die  vorgesteckte 
Grenze  so  gelegen^  dass  die  Grösse  n  vortheilhaft  wird  [n<^zh  \) ;  es  liegt  also  das 
geforderte  Argument  näher  an  einem  berechneten  Argumentwerthe  als  an  dem  Mittel 
der  letztem.  Mari'  wird  dem  entsprechend  das  Integral  nach  Formel  6',)  bis  zum 
Argumentwerthe  bestimmen  und  dann  die  erforderliche  Correction  hinzufügen.  Es 
wird  also  sein: 

WO  /|  eine  willkürliche  Integrationsconstante  ist  und  nach  Einsetzung  der  Grenzen 
verschwindet;  ich  will  auf  dieselbe  daher  nicht  weiter  Rücksicht  nehmen.  Multi- 
plicirt  man  die  Gleichung  16)  (pag  26}  links  mit  (//,  rechts  mit  wdn^  was  nach  der 
Eingangs  dieses  Paragraphen  gemachten  Auseinandersetzung  erlaubt  ist,  so  ergibt 
sich,  wenn  man  integrirt : 


-+- 


] 


vo 


wobei  die  Integmtionsconstaiitc  gleich  fortgelassen  ist.  Setzt  man  in  dieses  Inte- 
gral die  Grenzen  n  inid  o,  und  führt  den  so  erhaltenen  Werth  in  die  Gleichung 
12)    (pag.  39;  ein,   so  erhält  man  leicht: 


-|-/-(a4-M.)JQ,»  +  -";.AV  +  7:^j  «3) 

.  1 

ein  Ansdnick,  dessen  Coefficienten  leicht  in  Tafeln  gebracht  werden  können ;  doch 
nm  die  Ijogarithmen  derselben  tabuHren  zu  können,  wird  es  sich  empfehlen,  in  den 
C/oefficienten  d«»r  geraden  DifFerenzwerthe  w-*  als  gemeinsamen  Factor  herauszuheben 
und  zii  schreiben : 

ff{lHn  =  ic  ,f(a  +  itc)  +nf(a  +  iw)  +  Q,^  In)/' [a+iw]  +  Q,  »(«)/■»  (a  +  itp) 
+  Ö,  *  '»)/'■  [a  ■\-itr]  +....+  «3  JQ,  2  .>,)/"  [a  +  iw)  +  Q,  <  (w)/»  [a  + 1  w) 

+  Qi";«)/^ '(«+»>)  + j]      jy.) 

wo  also  Qi''«),  Qi^  h).  Q\^{h    die  folgende  Bedeutung  haben  werden: 


Q,3(«) 


=  Q.'  + 


»/•^ 


l'Z 


'  +  i-l  ^^   +  47  ^^*  +TT  ^'  +-»r 


•      •     •     • 


C2i«  (»1 
Ci,«(«) 


1 

"3~ 


F  ^•' + "' 


3I         ^  S  5  7- 


Q.*  {«)  =  jr  ^V  +  ff  AV  +  ff  a;^  +  ff 


M) 
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Diese  (^oefficienten  ftind  von  Herrn  F.  K.  Ginzel  in  ähnlicher  Weise  wie  in  §  4  die 
N-  und  3f-Coefficienten  berechnet  worden  und  als  Tafel  VI.  ira  Anhange  aufge- 
nommen.    Der   constante  Ooeflficient  Q\'^{n)  hat  hiebei   keine  Aufnahme  gefunden. 

Zu  der  Gleichung  £,)  wäre  zu  erwähnen,  dass  die  Integrationsconstante  fortge- 
lassen werden  konnte,  weil  vorausgesetzt  wird,  dass  eine  bestimmte  Annahme  für  die 
untere  Integrationsgrenze  gemacht  ist.  Gewöhnlich  wird  aber  die  untere  Grenze  be- 
stimmten Hedingungen  zu  genügen  haben,  die  bereits  durch  die  Annahme  über  [f  [a  — ^tv  , 
der  willkürlichen  Anfangsconstante,  erfüllt  sind;  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist.  so 
müsste  man  nach  derselben  Formel  jB,)  den  Ausdruck  für  die  untere  Grenze  be- 
rechnen und  von  dem  obigen  in  Abzug  bringen. 

Der  Fall,  dass  die  vorgelegte  Grenze  näher  dem  Mittel  zweier  Argumente 
liegt,  erledigt  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  der  vorige,  man  wird  hiebei  m<C±\  zu 
wählen  haben.     Es  wird  zunächst  sein 

a-|-li+|m|fr 

dl  +  J;  15' 

die  durch  /  angezeigte  Integrationsconstante  beachte  ich  nicht  weiter,  weil  dieselbe 
durch  die  Einfühnmg  der  untern  Grenze,  über  die  aber  vorerst  gar  nichts  festge- 
setzt ist,  versch^nndet. 

Multiplicirt  man  die  GL  17;   (pag.  27)  links  mit  rf/,  rechts  mit  wdm,  was  auf 
dasselbe  hiiuiuskommt;   und  integrirt.  so  erhält  man 

-f    ifcf,5/  (^4-[f-f  i]tt7;    -f    ....        i 

4- 3/2« /' (« -H  [t -f -1]  «^)  +  ..-  I 

1 

Setzt  man  hier  die  Grenzen  m  und  o  ein  und  substituirt  in  die  obige  Gleichung  15;. 
»0  findet  sich  , 


»H-' 


Oppolzf  r.  Bahnbotitiininungen.  II.  ^ 
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I  •   •   •   • 


....       J 


In  diesem  Ausdrucke  kann  m  theilweise  als  Factor  herausjB^hoben  werden  und  man  erhält : 

ff  [f)  dl  =  w^f  [a  +  [t+4»  +  P, '  W/'  (a  +  \t+\]w)  +  P,  »(«)/"■  (a  +  [,•+«]«>)  + 

+  »w  {/(«  +  li+\W:  +  P, !(«)/"  (a  +  [i+\]w)  +  P,«  lm)f-  (a  +  [i+\]tc)  +  ••■•}] 

wo  die  Coefficienten  Pi'(in),  Pj'f»»)    folgenden  Ausdrücken  gleichkommen: 

p,';«)=p,'+'^ 


6! 


P,«(i»)=3fo»  +  fr 

P.«  [m]  =  JI/„«  +  'i?  JMi*  +  ^ 


17) 


Die  Logarithmen  dieser  Coefficienten  findet  man  in  Tafel  XU. 

Trägt  man  nun  die  für  die  willkürlichen  Grenzen  geltenden  Formeln  zusam- 
men, so  erhält  man  die  Werthe  der  Integrale  für  die  oberen  Grenzen,  je  nachdem 
man  von  den  Formeln  £,)  oder  Fi)  Gebrauch  macht: 

'»+|«+w|«r 

jfl  ül=w\y[a +itc)+ nf  [a  +  «r;  +  Q,  ^  («)/'  (a  +  iV)  +  Q,  ^  (»)/"'  fa+H  +  • .  •  • 

+n»|j/'  ia  +  iw)  +  Öl*  («)/^  (a  +  iw)  +  Q,«  '«)/'  (ö+w)  +  .}] 


yG^i 


a+U+i+wk 


Die  Qi -Coefficienten  finden  sich  in  Tafel  VI, 

»         Pl'  Ä  »  »  M  i>  VII. 


Für  die  untere  Grenze  erhält  man  daher,  wenn  man  an  dieselbe  die  Bedingung 
knüpft,  dassdas  Integral  für  dieselbe  versehwindet,  zur  Berechnung  der  Anfangsconstante 
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a-^Hw 


W 


W 


«<±i.  jf[r)di=o 

!/(«— i«')=-«'[(»+i)/(«)  +  QI'(«J/'[«)+Ql•♦(«)/^■(«)^-Ql*(«J/'!«i+.... 
+  »»{i/"  («)  +  Qi*  (»)/"  »  +  Qi«  ■.»)/"  («)  +  ••  •)] 

/(a— I«»)  =  — trfp,»(»»)/'(a-i«')+P|»W/"'  (a-^iol+P, *(«)/'  (»-1«))+  .... 

+  m[/(a-l«>)  +  PiJ(m)/"(a  — ito)  +P,M»«)/'"  («—4«»)  +  ••••) 

Die  Q|-Cdi^cienten  finden  sich  in  Tafel  VI, 
»     P«~  *  »  »      »       »       VlI. 


Ä.) 


Für  die  Anwendung  der  vorstellenden  Formeln  soll  abermals  das  Beispiel  der 
weiter  iinten  folgenden  Stöningsrechnung  für  den  Planeten  Erato  entlehnt  werden. 
Aus  der  Summationstafel  für  die  X-Coordinate  findet  sich  : 


"/ 


'f       f       f 

+13320.20 


— 1205.10 


/'"    /" 


yv  yv.         yN.,        y 


^Mai   30 — 281174.16  +13320.20  —1205.10  +187.76  —40.87 

-   7345.00  —1570.89  +418.56  ,  —138.17  ,  o"+"6^-*5 

Juh      9—288519.16  +11749-3«  —   786.54   ,-    ^        +49.59  ^        +ii-38   , 

000    +4404.3«    .  oo-'*357.43  ^        +468.15  —116.79    ,  +32.1* 

Au«.  18— 284114.85  +  939». 88        ,       „    —  3»8.39   ,  —67.20  +53-50   , 

o  ^^+"3796.19   ,     .     .     .— *675.82  ,+400.95  —63.29  +1.60 

^ept.a7 — 270318.66  +  6716.06  +    82.56  — 130.49  +55.10 

^^  +20512.25  —2593.26  +270.46  —     8.19  —19.46 

Nov.    6 — 249806.41  +  4122.80  +  353.02  —138.68  +35«o4 

^+»4635.05    .      „^  —2240.24  +13». 78  +27.45    ,  —24.09 

l>ec.  16 — 225171.36  +1882.56  +484.80  — 111.23  +11.55 

-  ^^  +26517.61  —1755.44   .  +  20.55  +  39.00  —13.97 

71  Jan.  »5— 198653.75    ,    .,  -h     i*7.i»  +505-35  ^«"72.23  „—  2.4* 

+26644.73  —1250.09  —  51.68  +  36.58  —  7.16 

Marx  6—172009.02  ^  —  1122.97  ^        +  453.67       ^         —  35.65    .  —  9.58 

+25521.76  —  796.4»   ,      ^,        —  87.33  o  ^    +  *7.oo  —  0.54 

Apr.  15— 146487.26  —  1919.39  0+  366.34  „—     8.65  —10.12 

[  +23602.37  —  430.08  —  95.98  +  16,88       „     „+  1.34 

Mai   25 — 122884.89  -    2349.47  +  270.36  +8.23  —  8.78 

+21252.90  —  159.7»  .      o    ^   —  ^7-75  ,      ,       +    8.10  ^+  3.22 

Juh     4 — 101631.99  —  2509.19  +  182.61  +16.33  - 

+18743.71  +    22.89  —  71.42  + 

Aug.13 —  82888.28  —  2486.30  +  111.19  +  18.87 

1+16257.41  +  134.08  —  52.55  — 

$ept.22 —  66630.87  —  2352.22  +     58.64  +  17.43 

V  .„+«3905.19  +   >9».72  —  35.12  — 

Nov.    1—52725.68  —»159.50  +     23.52  +   13,51 


VIZI 


—  5.56 

».54          „+  1.58 

—  3.98  , 

1.44  „  +  1.50 

—  2.48 

3.9»         .  +  1.87 

—  0.61 


—30.13 
— 30.S» 

—21.06 

—  4.63 

+10.12 

+  6.81 
+  6.62 

+  1.88 
+  1.88 

—  1.64 

—  0.08 
+  0.37 


Zu  dieser  Summationstafel  ist  in  Erinnerung  zu  bringen,  dass  für  dieselbe  als 
Zeiteinheit  40  Tage  gewählt  sind.  —  Wir  wollen  vorerst  durch  Anwendung  der  For- 
mel Ai)  (p.  35)  eine  Integraltafel  für  die  einfachen  Integrale  zwischen  den  Gren- 
zen 1872  Oct.  17  bis  1873  Mai  5  herstellen.     Man  erhält  so: 


'/  («+1»+««^) 


1872  Oct.  17»  1872N0V.26,     1873  Jan. 5,    1873  Feb.  14,  1873  Mz. 26,     1873  Mai  5 
+  20512.250+  24635.050+26517.610+  26644.730+  25521.760+  23602.370 

—  108.052—        93.343—        73.143—        52.087—        33.184—        17.920 

—  0.798 —  0.389 —  0.061+  0.153+  0.258+  0.283 

—  0.003+  0.010+  0.015+  0.014+  0.010+  0.006 


+ 


0.001  + 


O.OOI + 


0.001 


0.000 


0.000 


0.000 


+  20403.40  +  24541.33  +  26444.42  +  26592.81  +  25488.84  +  23584.74 

6* 
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bestimmt  man  nach  Formel  Bi]  (]).  35)  den  Werth  des  einfachen  Integrales 
zwischen  den  Grenzen  1872  Sept.  27  his  1873  Mai  25.  so  wird  man  haben: 

i872Sept.27,    i87»Novb.6,  i872Dec.i6,    1873  Jan. 25,     1873  Mz. 6,    i873Aprilis,    i873Mai25 

7'(«-h«/r)  4-  i7i54.a2o+  »»573.650-1-  »5576.330+  »6581.1704-  »6083. »45+  »4562.065  +  22427.635 

^1'/'    {a-{'iw)-\-       219.545 -+-       201.396+       166.487+       125.230+         85.271+         51.104+         »4.575 

Qi3/'"(<t  +  4«r)  +  5.129+  3.073+  1.164— •  0,238 —  1.062—  1.400 —  1.403 

Qv*f^   i'tf  +  »»r)+  0.113 —  0.030 —  0.105 —  0.119 —  0.100 —  0.069 —  0.039 

Qi^^^"(<i  +  i»c) —  0.006 —  0.015 —  0.013 —  0.007—  0.003 0.000  + 0.002 

+  17379.00    +  22778.07    +  25743. 96    +  26706.04    +  26167.35    -f  2^611.70    +  22450.77 

Stellt  man  die  beiderseitigen  Resultate  zusammen ,  so  erhält  man  eine  voll- 
ständige Tafel  für  das  vorgelegte  einfache  Integral  innerhalb  der  gestellten  Grenzen ; 
ich  setze  dieselbe  hier  an,  nebst  ihren  Differenzwerthen ,  um  nachträglich  die  aus 
der  Formeln  fcr,]  (pag.  42)  residtirenden  Wcrthe  einer  strengen  Prüfung  unterziehen  zu 
können. 

40  5I  f'  /"  /"'         /'^         f         f^' 

1872  Septb.     27  +17379.00 

^^.    t^  .  4-3024.40 

Octb.       17  +20403.40  _  649.77     .    o    . 

Novb.        6  +..778.07  -[''l'-'l   -  6„.4.  t''t  -^--3-' 

^        .  +1763.26  ^         +50.68  ^  -4-24 

n  \      1  T''''t  +---53   -  5'°-^^  +58.76  +  «"^  -3.8.  +°-^^ 
Decb.      16+25743.86  -"^   _   501.97     /^  +4.27  +0.60 

Ol  .         ^  +       700.56  *^  ^'       +63.03  —3.21 

1873  Jan.  5+26444-42    ,     '       ^      —438.04     ^/    ^  4-  ,.06  +0.68 

,     ,      ,       .+    261.62  ^^    ^^  +64.09  —2.53 

,.      .5  +^6706.04  _         _  374.85  -  1.47  _.     +0.56 

M             '1  TlT      -  4^5.46  -  '''-''  +59..8  -  3-44  _,.3,  +0.65 

Marz          6  +26167.35  _   253.05  ,  —  4.76          ^     +0.47 

^    .         00  o     —  678.51  ^^    -^  +5442                  —0.85           ^' 

26+25488.84  J  —198.63  ,11    —5.61                 +0.46 

4-1  .  .1  —      877.14  ^  ^      +48.81  -"  —0.39  ^ 

Apnl        15  +24611.70  IT    —    149.82     .        „     —6.00 

y.     '  •  O  —1026.96  ^^  +42.81 

Mai  5  +23584.74  ^      _    ,07.01 

25  +22450.77  '"''  ^' 

Es  soll  nun  zur  Erläuterung  der  Formeln  Gi]  (p.42)  die  directe  Berechnung  des  Integral- 
werthes  für  1873  Jänner  15  vorgenommen  werden,  wobei  beide  Formeln  verwendet 
werden  sollen.  Die  Rechnung  nach  der  ersten  stellt  sich,  wenn  man  n  =  — 0.25 
setzt,  wie  folgt: 

(l  I  3                       3                       7 

/^   (a  +  ttt?,  —1502.765  —15-565          +37790         —10.565 

^ogfia  +  iw  3nJ7689i  i»i92i5              1-5774             in0239 

logQi^f— 0.25;.     8^716699       8.00997 7w3338 6.6760 

d  468 

logf^ia  +  iw)  in^5^7  On3838  0.8331 

loRÖt'^l  — 0.25)  8^1261  7-2-4^9  M5^2 
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lf'(a+iw\  =4-  26581.170                        J/"(«  +  «tt?)  =+  84.22 

nf{a  +  tw)='—  31.780  Q\\f''' [a  +  tto)  =  +     0.97 

ö|*  [n]ß'{a+iw)  =  +  78.26Q  Qi«/^'  (a  +  ew)  =                o 

QiHn)ß''{a  +  tw)  =  —  0.159                                        '^g  =+  ^S-iQ 

ü,  5  (w)/v  (a  +  ue?;  =  —  0.082 

Q,'  (»)/^"  («  +  tt<?)  =—  0.005 

S^  =  +  26627.413 

1873  Jan.  15 
//(/)  dl        =  +    26626.08 

Benutzt  man   aber   die  zweite   der   Formeln  Cr,)    (pag.  42),  so  hat  man  m  = +0.25 
anzunehmen  und  erhält: 

d  1357 

\ogf'^'a  +  [i+{]tc]         3ii244386         1.3128         1.59"  inM52 

log  P,**  (+0.25)  8.862827         7n6ii8         6.7039         5n896o 

d                                24  6  8      . 

f'^(a+[i+^]w]      +495.075  —  91.730  +4-565  +8.465 

log/^(a+[t  +  |lt<?j              2.69467         in9625  0.6594  0.9276 

log  Pi^  (+0.25) ^^_59i2 8.3284  7>t6458  6.9851 

y{ö+[*+i]w')  =  +  26517.610  /(«4-i*+iitr)  =  +  1004.840 

Px'\fn)f^   («+[»+il^)  =—  128.001  PxHm]ß'  (a+[i+\]w)  =  —  56.727 

P,^  m;/"'(a+  [i  +  i]  «?;  =  —  0.084  P,4  ;;n)/iv  ^a+[i+-^]w)  =  —  1.954 

^1*  Wf  (ö+  [«+  11  w?)  =  +  0.020  P,«  fm)/^'  {a+  |t +11  f<?)  = '  —  0.020 

^iM»»;/''"(ö  +  [*+  1] «?;  =  +  o.ooi  Pi''{m)f'[a+  [t+H  70)  =  +  0.008 

^tt  =  +  26389.546  Sff  =  +      646.147 

w_Ä^r=jf_  236.537 

1873  Jan.  15 

dl  =  +  26626.08 


ßii) 


Man  könnte  zur  Kcnntniss  des  eben  ermittelten  Wcrthes  auch  gelangen,  indem  man 
die  obige  Integraltafel  benützt  und  man  findet  durch  Interpolation  aus  derselben 
einen  Werth  des  Integrales,  der  völlig  mit  dem  obigen  Resultate  stimmt. 

Hätte  man  die  Aufgabe,  das  einfache   Integral   für   das  Datum  1873  Jan.   21 
zu  ermitteln,    so  wird  man  hiezu  nur  die  erste  Formel  von  Gi)    pag.  42)  benütze 
können.     Da  n  =  — o.io  ist,  findet  sich: 

d  13  5  7 

f^'a+iw]  —  1502.765         —  15.565  -f  37- 790  —   10.565 

\ogf^{a  +  %w)  311176891              ini92i5  1-5774  in0239 

log  Qi^'f— 0.10)  8^893947             8.15983  7w476o  6.8147 


d  468 

log/(«+»tr;  1^8587  0^3838  0.8331 

%öi'';— o.io;  8„i40i  7  2643  6^4701 
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'/[a  +  iw]  =   4-  26581.170         1/"  (a  +  iw)   =  +  84.22 
^if((^  +  ito)  =   —    12.712      Qi^in)/^"  (a  +  ito)   =  +  i.oo 

QiM^*)/'  [a  +  iw)  =   +   1 17.717  Sg  =  +  85.22 

öi^  (»)/"' («  +  »«?)  =  —     0.224 
Qi^[n)f^  (a  +  iw)   =  —     0.113 

Q\Un)f"[(i  +  itc)=—  0.007 

S^  =  +   26685.831 
n'^Sg  =   —     0.085 

1873  Jap.  31 
Jf(l)dl  =    +    26685.75 

"welchen  Werth  die  Interpolation  in  der  obigen  Integraltafel  bestätigt. 

Für  1873  Jan.  9  müsste  die  zweite  der  Formeln  G,)  (pag.  42)  angewendet  wer- 
den; es  ist  m  =  4-o.  10  und  die  Rechnung  wird: 

d  1357 

log/**  (a  +  [«4-i]w?)         3n244386         1.3128         1.5911  inMS^ 

log  Pi^'t+o.io)  8.669007         7n499'         6.6044         5^8020 

d  2468 

/"^{a+li+llw)  +  495-075  —  91.730     +  4.565     +  8.465 

^og /"^{a +[%+{]  w)  2.694671         in9625         0.6594         0.9276. 

log  P,^ (4-0. 10)  9^091080         8.3634         7^6820         7.0218 

'/(«+l»-f-l]M^)  =+»6517.610  /(a-M»-i-i]«^)  =+  1004.840 

Pi»(m)/'    (tf-f-[»-f-ilt^}  =—         81.9*1  PiHm)/"  {a -{-[%-{- i]w)  =—  61.059 

P,3(w)/i"(a-f[i-|-i]ic;  =—          0.065  P2*W/'^(a4-l»-i-il«<^)  =—  a.ii8 

Pj^tw)/^  (a-H[»H-4lM?)  =  H-         0.016  Pi«(w)/vMo4  [»-fllw)  =—  0.022 

P,7(w)/^"(a+[»-f-i]«r)  =+          0.001  Pi8(w)/ri"(a  +  ri4-i]M?)  =4-  0.009 

iS„     =  -f-  »6435.641  ^/y  =  +      941.650 

w5p     =4-        94.156 

1873  Jan.  9 

dl         =  H-     »65*9.80 


./>'" 


Die  Interpolation  in  der  obigen  Integraltafel  bestätigt  dieses  Resultat. 

Die  eben  angeführten  Beispiele  mögen  genügen  und  zeigen,  wie  die  einfachen 
Integrale  mit  Hilfe  der  Qy  und  Pj -Tafeln  (Tafel  VI,  VII)  durch  eine  sehr  ein- 
fache Rechnung  erhalten  werden. 

In  den  bisherigen  Beispielen  wurde  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  für  die 
untere  Grenze  des  Integrales  bereits  eine  Bestimmung  getroffen  ist.  Um  aber  auch 
für  die  Bestimmung  der  untern  Grenze  ein  angemessenes  Beispiel  zu  haben,  wähle 
ich  die  Störungen  in  der  mittlem  siderischen  Bewegung  (Zeiteinheit  40  Tage)  der 
Erato  zur  Zeit  der  Jupitemähe  im  Jahre  1873  —  74.  Es  eignet  sich  nämlich  ein 
Beispiel  aus  der  Variation  der  Constanten  viel  besser,  weil  die  Störungen  in  den 
(/oordinaten  selbst  abhängig  sind  von  der  Wahl  der  Osculationsepochc  in  Folge  der 
indirecten  Glieder;  durch   die  Wahl   dieses  Beispiels  jedoch  bleiben  die  Störungs- 
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werthe  unabhängig  von  dieser  Epoche.  Aus  der  Stönmgstafel  entlehne  ich  die 
folgenden  Werthe: 

"^dW  ff  ff  f  f         f 

1873  Aug.  13  —    8^3841  4-  0.6164  —  0.0671  4-  0.0039 

-f-  0.9235  -f-  0.0493  —  0.0428  -|-  0.0232 

Sept.  22  —  7.4606  4-  0.6657  —  0.1099  -+-  0.0271 

-f-  1.5892  —  0.0606  —  0.0157  4-  0.0199 

Nov.    I  —   5.8714  -|-  0.6051  —  0.1256  4-  0.0470 

_.  -H  2.1943  —  0.1862  4-  0.0313  —  0.0036 

l>ec.  II  —   3.6771  4-  0.4189  —    0.943  4-  0*0434 

4-  2.6132  —  0.2805  4-  0.0747  —  0.0386 

1874  Jan.    ao  —    1.0639  4-  0.1384  —  0.0196  4-  0.0048 

4-  *.75i6  —  0.3001  4-  0.0795  —  0.0390 

März    I  4-    1.6877  —  0.1617  4-  0.0599  —  0.0342 

4-  2.5899  .  —  0.2402  4-  0.0453  —  0.0072 

Apnl  10  4-   4.2776  —  0.4019  4-  0.1052  —  0.0414 

__  .  4-  ».1800  —  0.1350  4-  0.0039  4-  0.0068 

Mai    20  4-   6.4656  —  0.5369  4-  0.1091  —  0.0346 

Es  soll  nun  für  die  erste  summirte  Reihe  nach  der  Formel  -4,)  die  Anfangscon- 
stante  so  bestimmt  werden,  dass  das  einfache  Integral  für  die  Grenze  1873  Uec.  31 
verschwindet,  man  hat  daher  den  Werth,  der  für  Jan.  20  angesetzt  ist,  als  f  [a)  an- 
zusehen und  es  kommt  der  Werth  ^f[a  —  \w)  zwischen  die  Zeilen,  die  zu  1873 
Dec.   II  und  1874  Jan.  20  gehören.     Man  findet  nach  Ai)   (pag.  35): 

^r   [a-\w]     =  -  o'/io88,8 

-  £i-of  (g-jt.)     =-  0,3 

'f(a  —  \w)     =  —  o''i097 

Will  man  aber,  dass  das  einfache  Integral  für  1874  Jan.  20  verschwindet,  so  gibt 
die  Formel  B,)  (pag.  35)  für  den  Anfangswerth  der  ersten  summirten  Reihe,  der 
zwischen  die  Zeilen  1873  Dez.   11  und  1874  Jan.  20  zu  setzen  ist: 

^ — /     (ö)      =  +  o:'53i9,5 

./'    (a)      =  +  0.2235,3 

/"■(«)   =+     44,3 

f^  (a)      =  +  2,4 


2 

+ 

I 

12 

II 

720 

+ 

191 

60480 

*497 

Setzt  man  diese  Anfangswerthe  in  die  erste  summirte  Reihe  ein  und  bildet  das 
Summationsschema  und  nachher  die  einfachen  Integrale  für  dieselben  Grenzen,  so 
wird  man  sich  überzeugen  können,  dass  das  gebildete  Integral  je  nach  der  ge- 
setzten Bedingung  für  die  gewählte  Epoche  verschwindet. 

Als  Beispiel  der  Anwendung  der  Formeln  Hi)  (p.  43)  soll  die  Anfangsconstante 
so  bestimmt  werden,  dass  das  einfache  Integral  für  die  Grenze  1874  Jan.  10  ver- 
schwindet:   der   für  If  a — \wi  nach  ff,)  berechnete    Werth  ist  natürlich  zwischen 


48 


die  Zeilen  1873  Dez.  11  und  1874  Jan.  20  zu  setzen,  innerhall)  welcher  Grenzen 
das  oben  gewählte  Datum  fällt,  ^'e^mög(»  der  Wahl  dieser  Grenze  wird  mau  mit 
gleichem  Vortheil  sowohl  die  erste  als  die  zweite  Formel  anwenden  können;  ge- 
braucht man  die  erste,  so  hat  man  »  =  —  0.25  und  die  Rechnung  stellt  sich  mit 
Hilfe  der  Tafel  \I  wie  folgt : 

3  5  7 

—  o.  29030 

91146285 

8.00997 


log  /rf  («] 
log  Q/ (0.25) 


-f-  2.68240 
0.428524 
8„ 7 16699 


-|-  0.07710 
8.8871 

7n3338 


—  0.03880 
8„5888 
6.  6760 


d 
logQ,^;o.25) 


4 
8^2923 

8^1261 


6 
7.6812 
7.  2469 


W+\)f   W  =  —  o''2659,7 

Q\^Wf'  (ö)  =  —  0.1397. 1 

üi^v^*)/"' (ö)  =  —  0.0029,7 

ül^(w)/^  (ö)  =  —  0.0001,7 

Ol' (w)/''"(a)  =  —  0.0000,2 


i/"  («;  =  +  o['o2^o,7 
Q\V  >i  =  +  ü.0002,6 
Q,«/vi  r^)    ^  _|_  0.0000,1 

Sg  =  —  0.0233,4 


S^^  =  —  0.4088,4 

n'^Sg  =  —  0.0003,6 


lf'[a—\w)  =  +  o'.'4092 
Wendet  man  dagegen  die  zweite  Formel  an,  so  wird  man  zu  setzen  haben  »1  =  4-0.25 
und  erhält  mit  lienützung  der  Tafel  VII; 

«?  1357 

\ogJ^(a  —  {w]         0.417173  9>i44793  ö.  8733  8„5866 

log  iV  (0-25)  8.862827  7,|6ii8o  6.7039  5118960 


d  24 

f^(a  —  \w)  +  0.27865       —  0.05695 
log  f^  (a—^w)         9. 44506  8„7555 


log  P/(o.25) 


9^05912 


8.3284 


+  0.02410 
8.3820 

7/16458 


P,'(m)p    (a-{w]  =  +   o'.'i905,5 

P,^(w)/"'(a  —  -\w)  =  +  0.0011,5 

P\^[fn)f'^   [a  —  \w\  =  -f-  0.0000,4 

P,7(m)/^";a  — i«?)  =  0,0 

Ä^  =  +  0.1917,4 

^Sg  =     0.6009.4 


n 


=    —  2.3705.0 

=    —  0.0319.3 

=    0.0012,  I 

=   O.OOOI,  I 

Sa     =  —  2.4037r5 


lfia  —  {w)     =  +  0:4092 
in  völliger  Uebereinstimmung  mit  dem  obigen  Werthe.     Man  kann  sich  auch  durch 
Einsetzung   dieser  Anfangsconstante   in   die  erste   simimirte  Reihe  und  Itildung  des 
Integrales  für  die  Grenze  1874  Jan.  20  leicht  überzeugen,  dass  die  Bestimmung  der 
Anfangsconstante  richtig  ausgeführt  worden  ist. 
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Kj  Doppelte  Integrale. 

Integrirt  man  die  Gleichungen  i)  und  3)  des  vorliegenden  Paragraphen  (pag.  32  j 
nochmals,  so  wird  man  vorerst  zu  beachten  haben,  dass  man  für  J^^  und  J^  die  durch 
die  Gleichungen  2)  und  4]  (pag.  32]  definirten  Werthe  einzusetzen  hat;  es  ist  aber  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  8)  und  7)  (pag.  34)  anzunehmen: 


a«<«  (arf)!  (ap-fi) 


Es  wird  also  aus  i)  und  3),  nachdem  man  links  mit  dl^  rechts  beziehungsweise  mit 
wdn  und  todm  multiplicirt  hat,  durch  nochmalige  Integration  erhalten: 

^Jff^hdV'  =  n]f(a  +  ito)  +  ^/(a+tir)  + 


'''^  '^   '-  i)^"^na/»+»  Cf/s,  4^    ■.  {2d-ir^}     =^ 


aa(d-i»)  (a d) !  (*p-|-i)  ia/i-|-2) 


/(a  +  iw) 


{ 


d-i 


i8) 


und 


d=9D  pssd 


— iS(-=föird-i)i»»(ip+i) — V  (o + 1» +41 «»; 


l)l»p(»p+l) 
J>=' 

tf=i  p=o 

Die  Werthe  der  auftretenden  Integrationsconstanten  bestimmen  sich  leicht  aus: 


19) 


^fjmm  =  j. 


und  würden  gebraucht  werden,  wenn  man  auf  dreifache  Integrale  übergeht,  die 
ich  jedoch  hier  nicht  mehr  zur  Untersuchung  aufgenommen  habe,  da  dieselben  in 
der  praktischen  Anwendung  wohl  «kaum  je  gebraucht  werden.     Man  kann  demnach 

Oppolz«r,  B»hnbebtimmnngen    II.  7 
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diese  Integrationsconstanten  vorerst  ganz   ausser  Acht  lassen,    da  der  später  noth- 
wendige  Uebergang  auf  bestimmte  Integrale  dieselben  verschwinden  macht. 

Geht  man  sofort  auf  bestimmte  Grenzen  über,  so  empfiehlt  es  sich,  für 
n  die  Grenzen  — ^  und  +1?  anzunehmen;  unter  dieser  Voraussetzung  verwandelt  sich 
die  Gleichung  i8]  in: 

a+U— il»  20) 


+  2:2: '    '  ,^MM,>Tfr^/(«+*«') 

11=1   p=o 

Wendet  man  auf  diesen  Ausdruck  die  Reductionsformel  20    :pag.  12)  an,  indem  für 
das  letzte  Glied  gesetzt  wird: 

||=0  p=si 


so  erhält  man  sogleich: 


Vergleicht  man  die  Ausdrücke  21)  und  7)  (pag.  34)  so  findet  sich,  dass  die  nume- 
rischen Werthe,  mit  denen  die  Differenzwerthe  in  den  beiderseitigen  Formeln  multi- 
plicirt  sind,  identisch  Sindbis  auf  den  Factor  (i — 2d),  Die  zu  gleichen  d  gehörigen 
Factoren  werden  daher  aus  den  für  21)  erhaltenen  Werthen  gefunden,  wenn  man 
dieselben  einfach  mit  dem  Factor  (1— 2rf)  multiplizirt.  Die  Rechnung  dieser  Coef- 
ficienten  wird  mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  sehr  einfach,  doch  erwähne  ich  gleich 
hiör,  dass  die  unten  mitgetheilten  Coefficienten  zur  Controle  auch  nach  der  obigen 
Formel  20)  berechnet  wurden. 

Ehe  ich  an  die  weitere  Transformation  von  21]  gehe,  will  ich  die  Gleichung  19] 
ähnlichen  Reductionen  unterziehen  und  die  Entwicklungen  für  dieselbe  auf  denselben 
Standpunkt  bringen.  Setzt  man  in  Gl.  19)  (pag.  49)  die  Grenzen  — |  und  +1  für 
m  ein,  so  findet  sich  sofort : 

+  2t  2i 2«i(,rfM(i»+i) /(«+L»+i]«'; 

Zur  Zusammenziehung  dieses  Ausdruckes  wende  ich  die  Gleichung  18)  (pag.  12) 
an.    £r8et9^  man  das  letzte  Glied  nach  derselben,  so  resultirt  sofort: 
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."+"■*■"•  <*=»  '"'   ■    .  <— .,.j    •>  -otTT 


0  I       flrf— I 


a+i»  **="*     '=='  22) 

womit  leicht  die  Coefficienten  für  die  Doppelintegrale  berechnet  werden  können. 
Es  zeigt  sich  nach  diesen  Formeln  kein  so  einfacher  Zusammenhang  zwischen  den 
('oefficienten  der  einfachen  und  Doppelintegrale  und  doch  besteht  ein  solcher ;  der 
sehr  zweckmässig  zur  Controle  der  numerischen  Entwicklungen  benutzt  werden  kann. 
Gebraucht  man  nämlich  die  Gleichung  12]  (pag.  10} ,  und  beachtet,  dass  in  derselben 


d={d —  i)  geschrieben  ist,  so  erhält  man  für  den  Coefficienten  von  /"(«  +  [•  +  i]  ^) 
sofort : 

^     l         *;  \     »     /       29dl2d)\   [ip-i-l] 

Die  rechts  stehenden  (Coefficienten  sind  aber  völlig  identisch  mit  jenen,  welche  bei  den 
einfachen  Integralen  gefunden  wurden;    bezeichnet  man  demnach  einen  Coefficienten 

der  vorgelegten   Reihe  mit  ^^J?  so  besteht  die  Relation  für  ein  bestimmtes  d: 

welche   Gleichung  zweckmässig  zur  Controle  benützt   werden   kann   und   auch   be- 
nützt wurde. 

Beachtet  man,  ähnlich  wie  bei  dem  einfachen  Integrale,  dass  ist: 

//l/)  dP  =   lff[t)  dP  +    fjf[t)  dP  + +///!')  ^^ 

ff/(l)dfi^  jJmdP+  JJ/(l)dP  +  +jf/{l)dP 

a  *    a  a+M"  a+f/— i|ir 

und  erinnert  sich  der  Relation  5)   [pag.  5),  so  kann  man  aus  21)  und  22J  ableiten: 


'  23 


•'*'  «1=1     J»=I 


#1=1  p=i 

Die  Ausmittlung  der  Doppelintegrale  in  Bezug  auf  die  gewählten  Grenzen  erscheint 
somit  bestimmt,  sobald  die  2^  summirte  Reihe  gebildet  ist.  Um  aber  diese  zu  er- 
halten, muss  eine  Anfangsconstante  zur  Bildung  der   ersten   und   eine  weitere  An- 

7* 


52     

fan^constante  zur  Bildung  der  zweiten  summirten  Reihe  angenommen  sein,  so  dass 
in  der  That.  wie  es  die  allgemeine  Forderung  eines  Doppelintegrales  mit  sich  hringt, 
zwei  willkürliehe  Constanten  in  dem  Probleme  auftreten,  deren  Bestimmung  aber  nur 
durch  anderweitige  Bedingungen  des  Problems  vorgenommen  werden  kann.  liiese 
Bestimmung  wird  gewöhnlich  dadurch  geleistet  werden  können,  dass  das  vorgelegte 
Doppelinte^^l  die  Eigenschaft  haben  muss.  für  einen  bestimmten  Argumentwerth 
einen  gewissen  Werth  zu  ergeben,  und  dass  das  zugehörige  einfache  Integral  eben- 
falls einer  solchen  Bedingung  genügen  muss.  Bei  den  astronomischen  Rechnungen 
in  der  Störungstheorie  nird  es  sich  wohl  meistens  empfehlen,  der  Bedingung  zu 
genügen,  dass  sowohl  das  einfache  als  auch  das  doppelte  Integral  für  die  untere  Grenze 
verschwindet.     Diese  Annahme  soll  nun  weiter  verfolgt  werden. 

Nimmt  man  die  Formel  23)  (pag.  51)  vor,  so  wird  zunächst  die  Bedingung,  dass 
das  Doppelintegral  für  die  Grenze  (a—^w)  verschwindet,  ausgedrückt  sein  durch: 

dass  aber  das  einfache  Integral  für  dieselbe  Grenze  verschwindet,  nach  Formel  j) 
pag.  34    des  vorliegenden  Paragraphen: 

f[a-^ici  =-  2,2t ,»^(,rf)i(»y  +  .) /  (a-itt>;  26) 

Genügen  die  Anfangsconstanten  der  summirten  Reihe  diesen  Bedingungen,  so  ist 
die  gestellte  Forderung  erfüllt.  In  der  That  gibt  die  Formel  26)  unmittelbar  jenen 
Werth  an,  den  man  an  der  betreffenden  Stelle  in  das  Summationsschema  einzu- 
tragen hat,  um  die  erste  summirte  Reihe  bilden  zu  können.  Die  Formel  25)  da- 
gegen entspricht  nur  einem  arithmetischen  Mittel  zweier  Werthe,  nämlich  von 
'[/"(a — w)  und  y(a) ;  da  aber  ]f[a — \w)  durch  26)  gegeben  ist,  so  kann  man  ohne 
Schwierigkeit  berechnen: 

'/(«)  =y(a-it^) +!/(«-»    1 

oder     ''f[a—w)    =''f[a  —  \w)—\'f[a  —  \u>)    J  '' 

welche  beiden  Formeln  nach  Belieben  gewählt  werden  können.  Wenn  sich  auch 
gegen  diese  Art  der  Bestimmung  der  Anfangsconstante  nichts  einwenden  lässt,  so 
zieht  man  es,  soweit  mir  der  Gebrauch  bekannt  ist,  vor,  eine  unmittelbare  Bestim- 
mung der  Anfangsconstante  "/(a — w)  oder  ^\f[a)  zu  erlangen.  Schreibt  man  in  den 
Formeln  25).  26) : 

ad — 2  ad — 9  9d — 2 

f[a  —  \w)  =  \f[a—w)  +1/(0) 

rd — I  3if — «  sd — 9 

f[a-{w)=f[a)  -fia^w) 

und  beachtet,  dass  je  nachdem  die  erste  oder  zweite  der  Formeln  27)  verwendet 
wird,  der  letztere  Werth  mit  plus  oder  minus  ^  multiplicirt  werden  muss.  so  findet 
sich,  wenn  man  in  27)  die  Werthe  aus  25)  und  26)  einsetzt: 
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Man  kann  also  die  Anfangsconstanten  '^(0)  und  "f(a  — «?)  ohne  Schwierigkeit  nach 
28)  ermitteln.  Zur  Controle  kann  man  nach  26)  berechnen  lf(a — {tc] ,  wobei  die 
Relation  bestehen  muss: 

Hiermit  erscheint  die  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  für  die  Grenze  — 4  er- 
ledigt  und  es  soll  nun  die  analoge  Bestimmung  für  die  Grenze  o  vorgenommen  wer- 
den, d.  h.  die  Constanten  sind  so  zu  bestimmen,  dass  das  einfache  und  doppelte 
Integral  für  diese  Grenze  verschwindet. 

Die  Bedingung,   dass  das  einfache   Integral  für  die  Grenze  o  verschwindet, 
ist  nach  Formel  10)   (pag.  34)  ausgedrückt  durch: 

dieselbe  Bedingung  für  das  Doppelintegral  ergibt  aus  24)   (pag.  51): 


nfia)  =  -    yy  (-i)ä'P  >(l^»)    C{7?3«,...Ucf-3)M  y.Jr 


2«rf(2rf]!    (2p-f-l)(2|i  — I) 


30) 


I^a  die  beiden   hierdurch   bestimmten  Werthe  im  Summationsschema  auftreten,    so 

^ccnnen  dieselben  ohne  weitere  Transformation  zur  Bildung  der  ersten   und  zweiten 

^ximmirten  Reihe  verwendet  werden  und  es  ist  die  gestellte  Aufgabe  hiermit  erledigt. 

Bezeichnet  man  die  Coefficienten.    mit  denen  die  Differenzwerthe  verbunden 

^ind  in  der  Formel  23)  (pag.  51)  mit  P,  in  der  Formel  24)    (pag.  51)  mit  Q,  und  er- 

theilt  diesen  Buchstaben,  wie  dies  bei  den  einfachen  Integralen  (nach  pag.  35)  geschehen 

ist,   zwei  Index,  wo  der  obere  auf  den  Differenzwerth.  der  untere  auf  die  Ordnung 

der  Integration  hinweist ,  welch  letzterer  Index  also  in  diesem  Fall  gleich  2  ist .  so 

Mrird  man  die  folgenden  4  Formelsysteme  für  jdie  Combinationen  der  eben  abgehandelten 

Grenzen  haben: 

Grenzen  :  a  —  \v:  und  a  +  [*  +  4]  «^ 

Grenzen:  a  und  a-^-itc 
«*»"/(«)  =  -  ic2  {  Q2«/(a!  +  Qi^f"  («)  +  QjV"  («1  +  •• ..  } 

w«  'f{a—\tD)  =  -  »Mi/W       +  Qi'/'  («)  +  Ol'/'"  («)  +  Q.*/Ma)  4-  •••  } 


/ 
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Grenzen:  a — \u>  und  a-^iu> 

IT»  'f(a—\w)  =  -  tc2  {  P,«/'(a-l«;)  +  P,  V" (a— i»)  +  P, »/"(«— i«"^  +  ••••  )  , 
fff(l)dP  =  «'»  {'/(«+»»)  +  QjY(a+i«7)  +  Q2V"  («+»«'}  + } 

Grenzen :  a  und  a  +  [»  -|-  ^1  tc 
«,2  ./(«)  =  -  «,2  (  Qjoy(a)  4.  Qjy.  („1  +  q,4/.t  (a)  +  . . . ,  ) 

w'  /(«-4«')  =  —  tp2  (     J/(a)  +  Q,!/«  (a)  4-  Qi'/'-la)  +  •  •  •  •  } 

a+|«+}|ir 


Du) 


a 

Die  numerischen  Werthe  der  hier  auftretenden  P-  und  Q-Coefficienten  sind,  wie 
früher  die  bei  der  einfachen  Integration  vorkommenden  Werthe,  in  der  hinten  an- 
geführten Tafel  y  aufgenommen;  in  derselben  ist,  indem  ich  die  mit  dem  Index  i 
unten  versehenen  Huchstaben  (vergl.  pag.  35 j  noch  einmal  anführe,  gesetzt  worden: 


\       I       /  ^  2«rf(2lf)!     2f>-+-l) 


p^d 


d— p 


psso 


(■ 


pr=i 


li— p 


f2rf— »\    _  ^^  (— i)rf-i>a(2</— I)  Cffg,  3^    .■  (»rf— 3)^? 


p=i 


31) 


fic/— a\    _    v^   (~i)^"^  (i-i<^    C  {  >^  4^,  ...  (2ci— 2)«  } 

2»d  {2d)\   (2/1  4-1) 

d-p 

liil 

2a<;2rf)!   (2/>-f-l)  (2p— I) 

Die  bisher  entwickelten  Formeln  sind  an  specielle  Grenzen  gebunden.  Es 
kann  aber  unter  Umständen  erwünscht  sein,  von  denselben  abzugehen,  wiewohl  dies 
selten  genug  der  Fall  sein  wird ;  ich  setze  wie  bei  den  einfachen  Integralen  voraus^ 
dass  nur  ein  specieljer  Werth  nöthig  ist ,  und  hierbei  die  Herstellung  einer  vollstän- 
digen Integraltafel  nicht  beabsichtigt  wird. 

Um  wieder  eine  möglichst  rasche  Convergenz  herzustellen,  wird  man  n  und  m 
stets  kleiner  als  \  annehmen  müssen  und  die  Benützung  der  Formeln  18)  und  19) 
(pag.  45)  wird  sofort  das  gewünschte  Ziel  erreichen  lassen.  Die  Anwendung  dieser 
Formeln  wird  jedoch  sehr  beschwerlich  sein  und  man  würde  jedenfalls,  wenn  sich 
nicht  andere  Hilfsmittel  beschaffen  Hessen,  wesentlich  an  Zeit  ersparen,  wenn  man  in 
der  Nähe  der  geforderten  Grenze  durch  altemirende  Anwendung  der  Gleichungen 
A„)  und  Bit]  (p^*  53)  sich  kleine  Integraltafeln  herstellen  würde,  nach  denen  man 
den  Werth  des  Integrales  für  die  obere  und  untere  Grenze  mit  Hilfe  der  Inter- 
polation ermitteln  könnte.  Hierbei  wäre  nur  zu  beachten,  dass  die  Berücksich- 
tigung der  Bedingungen  für  das  einfache  Integral  noch  einer  besonderen  Aufmerk- 
samkeit bedarf.  Es  wird  sich  aber  die  vorgelegte  Aufgabe  durch  Transformation  und 
Herstellung  von  allgemeinen  Hilfstafeln   in  bequemerer  Weise  lösen  lassen. 

Es  soll  zunächst  die  willkürliche  Grenze  so  gelegen   gedacht   sein,    dass   die 
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Wahl  von  n  vortheilhaft  ist,  also  diese  Grenze  näher  an  einen  Argiimentwerth  zu 
liegen  kommt  als  \w,  Integrirt  man  die  Gleichung  JSh]  bis  zum  Argumentwerthe 
und  legt  die  wegen  n  nöthige  Correction  hinzu,  so  erhält  man: 

jjf{t^  dp  =  w»  {  "/(«  +  «•«?)  +  QiOfia+iu,)  +  Q^iß^  [a  +  iv>)  + )  + 

<i+|i>Hjir  j2) 

WO  J2  eine  willkürliche  Integrationsconstante  ist,  die  nach  Einsetzung  der  unteren 
Grenze  verschwindet  und  vorerst  ausser  Acht  gelassen  werden  kann.     Multiplicirt  man 

die  Gleichung  16)  [pag.  26)  links  mit  — j,  rechts  mit  dn^  und  integrirt  zweimal,  so  er- 
hält man : 

+  -ri^  (/"  i«+»«')  +  ^»V  («+*'«')  +  ••••}  33) 
"'    {/'"(«+»«')  +  N»'f  («+»«') +....} 


i.2-3*4*5 
+ 

+  n  /,  +  Ji  J 

wo  /|  und  J2  die  durch  die  Doppelintegration  auftretenden  Constanten  sind.  J2  zu 
bestimmen,  ist  nicht  nöthig,  da  es  nach  Einsetzen  der  Grenzen  wegfällt;  Jj  aber 
mu88  berücksichtigt  werden.  Es  ist  aber  offenbar,  wenn  man  das  Resultat  der  ersten 
Integration  ins  Auge  fasst  (pag.  32) : 

Ji  =^J'f(a  +  [i:\-n]w)dl 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Formel  Bt)   (pag.  35) : 

Ji  =  'f[a  +  iw)  +  Q,»/'(a  +  tM?)  +  Qj^/"' (a  +  tw^i  +  Q,^f^(a+itc)  +  .... 
Setzt  man  in  33)  die  Grenzen  n  und  o,  sowie  «/|  ein,  so  findet  sich: 

,   ö+l»-*-«)«' 


a-fttp 


+  7}-/ («  +  «■«') 

+  n*f"{a  +  iw)  \    jj-  j 

"y*     •  •  •  • 

Führt  man  diesen  Werth  in  32)  ein  und  beachtet,  dass  J2  durch  die  Einführung  der 
Grenzen  verschwindet,  so  erhält  man  das  Doppelintegral  für  die  Grenze  (a+  [i  +  ^]u>) : 
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a-|-la-H»}w 


+f   ia+iw)   {  QjO_,_^  j 

+f"  {a  +  itc)    I  Qj»  +  J  iVj«  +  J  iV,«  +  f,   { 
4-  w^H  [  /(a  +  .w)  +/■  (a+.w)   I  0,'  +  j^   j 

+ ••] 

Das  vorstehende  Doppelintegral  lässt  sich  daher  leicht  in  die  folgende  Form  bringen : 


a+|<^»j» 


-h 


-h»|  '/(a+w)  4-  Q2M«)/'  (a+w)  -f  Qs» (»)/'" («+»«?)  +  Qr^lnj/v  (a+wr)  +  ...  |J 

34a) 

wo  die  hier  auftretenden  Coefficienten  die  nachstehende  Bedeutung  haben: 

02»  («)  =  02«  4- ^ 

Qj-^  («)  =  Qj»  +  J7 

Oj*  W  =  «j*  +  ^ -ZVb*  +  S 


Q»»(») 
Q2»  («) 


Q.'+- 

«1    -Tj! 


a  -_         K« 


35) 


Diese  Coefficienten  finden  sich  in  der  Tafel  VIII.  Zu  der  Formel  34)  wäre  nur  zu 
bemerken,  dass  die  Integrationsconstante  fortgelassen  wurde,  weil  die  Annahme  ge- 
macht ist,  dass  bestimmte  Bedingungen  für  die  untere  Integrationsgrenze  gelten,  die 
bereits  durch  die  Einführung  der  ersten  Summationsconstanten  "f[a)  und  '/(a — ^w] 
erfüllt  sind.  Es  gibt  somit  die  Formel  34)  den  vollständigen  Werth  des  Doppel- 
integrales unter  den  eben  angeführten  Voraussetzungen. 
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Durch  die  bisherigen  Erörteningeu  ist  für  die  Fälle  vorgesorgt,  wo  das  Inte- 
gral für  die  speciellen  Grenzen  a  oder  a  —  \w  verschwindet;   es  soll  jetzt  die  Be- 
stimmung  der  Anfangsconstanten ,    "f{o]    "iid    y(ö  — Jw?),     vorgenommen    werden, 
wenn    der    Bedingung    genügt     werden     soll,     dass     das     einfache     und     dopj)elte 
Integral  für  eine   willkürliche   untere  Gn^nze   verschwindet,    wobei  vorerst  mir   die 
Beschränkung  stsitt  hat,  dass  die  Wahl  von  w<|  möglich  ist;   die  Bestimmung  der 
Anfangsconstante  ]f{a — ^w)    für  diese  Bedingung   bietet   die  Formel   H,'    (pag.  43). 
Denkt  man  sich  für  "/(a)  vorerst  Null  geschrieben,  so  gibt  die  Gleichung  34a),    auf 
die  betreffende  Anfangsconstante  angewendet,  einen  Werth   für  das  Doppelintegral, 
der   v(m  Null  verschieden  ist.     Derselbe,  mit  umgekehrten  Zeichen  angewandt,  gibt 
aber  den  Werth  dieser  (konstante ;  man  hat  also : 

M'omit  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  erscheint. 

Ist  die  \^nllkürliche  Grenze  so  gelegen,  dass  sie  dem  Mittel  zweier  Argumente 
näher  ist,  so  hat  man  m^\  und  ähnlich  wie  vorher: 


dP  36) 


wobei  die  Integrationsconstante  fortgelassen  ist.     Multiplicirt  man  die  Gleichung  17) 
ipag.   27)     links    mit   -^  ,  rechts  mit  dm^  und  integrirt  zweimal,  so  erhält  man: 

1.2.3    \  ) 

4-  -^^//"{fl4-[»4-lW  4-  iMiVMa4-[»4-iM  4-  ift»/^M«4- i'4-iW  +  ....  \ 
1.2.3.4  y  ) 

4"  •  •  •  •  ....     I  37y 

-h  m(J)x  4-  (Jh 

Es  i^-ird  wieder  die  Bestimmung  der  Integrationsconstante  (J  ,   nothwendig  werden; 
man  wird  dafür  mit  Rücksicht  auf  Gl.  4)    (pag.  32)   und  Ai)    (pag.  35)  finden: 

./j,  =  /(a  +  [i  +  \]w)  +  P,  1/«  (a  +  [i+\]w)  +  P, y'"  [a  +  [i+  \]w)  + 

Setzt  man  diesen  Werth,  sowie  die  Grenzen  m  und  o  in  37)  ein,  so  erhält  man  statt  36)  : 


+/(«+[«+iH  j  A"  +  -it! 


üppolzor,  Btthnbectimmungeii.  IL 
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+/'  'a+\i+^w)  jp,iw+^} 


K 


+ 

mit  Hilfe  welches  Austlnickes  sich  der  Werth  des  Doppelintegralea  36}  auf  folgende 
Gestalt  bringen  lässt: 

4-  /^i' '»»)/'"  («  +  i«  +  il«')  +  •  •  •■  j]      38; 

wo  die  hier  vorkommenden  Coefficienten  P2^(m],  Pj^f»»)  Pj'fjn),  Pi^im)  

durch  nachstehende  Ausdrücke  definirt  sind: 


PjO  !m) 

Pj2  (m) 

Pi* » 

Pi*  (»») 

P2'  [m] 

P-i"  W 

=  P2«  + 


>»: 


=  P,^  +  ^M„^  +  ^ 


P,*+'f,   M,^  +  ^M,*+'^ 


6! 


=  P|>  + 


3! 


m-* 


Pi'4-Yr3f,^  + 


TT 


w*6 


39) 


Die  in  der  Fonnel  38)  auftretenden  (/Oefficienten  sind  wie  die  vorhergehenden  von 
Herrn  F.  K.  Ginzel  berechnet  und  in  der  Tafel  IX  aufcrenommen.  es  bietet  daher 
keine  Schwierigkeit,  mit  denselben  das  Doppelintegral  für  eine  willkürliche  Grenze 
zu  berechnen.  Die  Int^grationsconstanten  sind  wieder  wie  früher  fortgelassen,  weil 
die  Annahme  gemacht  ist,  dass  bestimmte  Bedingungen  für  die  untere  Grenze 
gelten,  die  bereits  durch  die  Einführung  der  ersten  Summationsconstanten  "/(a)  und 
lf{a — Jw?)  erfüllt  sind;  es  gibt  demnach  die  Formel  38)  den  vollständigen  Werth 
des  Doppelintegfales. 

Soll  das  Doppelintegral  für  eine  willkürliche  Grenze  verschwinden,  für  die 
w<;dbj  gewählt  werden  kann,  was  in  Verbindung  mit  der  Formel  34b)  die  Mög- 
lichkeit an  die  Hand  gibt,  die  Lage  der  untern  Orenze  ganz  willkürlich  annehmen 
zu  dürfen,  so  erhält  man  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  früher  die  Relation : 


w 
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Hierbei  hat  man  sich  zu  eriimeni,  dass  ist: 

Die  für  die  Doppelintegrale  gestellte  Aufgabe  erscheint  hiermit  erledigt  und  es 
erübrigt  nur  noch,  die  Formeln  zusammenzutragen  und  durch  Heispiele  zu  erläutern. 

Man  hat  für  den  Werth  des  Doppelintegrales  für  die  ivillkürliche  obere 
Grenze  die  Formeln: 

jjfiljdtt  =  w»['y(a+»tr)  +  Qt'>{n)f(a+iw)  -\- Qi^n)f»  (o-f»tt.)+Qj<(»l/"'  (a+«o)+. ... 

+  «jy(o+»«;)  +  Qj' (»)/(« +  »tc)  +  Qi»(«}y^"(a-|-etc)  +  ....   j] 

+  Pi*  Hf^  («+  [»+  {]tc]  4  ••..+»»!  '/{a  4-  [i+{]tc]  +  Pj'  [m]/'  («+  ^«+1]«') 

+  A"  («)/"'  (a  4- 1»  + 1  j  tc)  +  . . ..    j  ] 

Für  die  untern  Grenzen  wird  man  haben,  wenn  an  diese  die  Bedingung 
Reknüpft  ist,    dass  das  einfache  und  doppelte  Integral  für  dieselben  verschwindet: 

n<±\,  J'fil)  dl  =  fffilj  dp  =o 

n>^'f[a-\u,!=-w^[(n+^)/[a]  +  Ö, '(«)/'(«)  +  öi'(»)/"'(«;  +  QiHniJ^{a)+.... 

+  n\'/(a-^w)  +  lf(a]  +  Qj'(»;y^(o)  4-  0,» («)/'"(«)  + |] 

a—iw^mw  a—iw+mw  |-"") 

m<±i,  Jf(l)dl=fff{l^dP  =  o 

1ei'f(^^—^u))  =— to^f  ^,1(^^(0-4«,)  4-P,»(»»l/^"(a— 1»)  +Pii{m\f<a—^W;  + .... 

+  »» {/(o-lw)  +  P,M"»)y"  («-iH  4-  Px*  \m}f  i<^{tt>)  +  ■■■•   j] 
toi^f[a—{w)  =  -  to^rPjO  (m)/(a— i«?)  +  A^'»»)/'(a— Ji/?;  +P2*(ml/''^  (a— ^1«?)+... 

"/ w  = '/  («-l«')  + 1  /{«-H 

Die  Qi-Coefficienten  finden  sich  in  Tafel  VI, 

n        Pj  »  »  »  »  I)  VII, 

»     Q2  *  *  »      »      I)      VIII, 

»     P2  »  »  »      »      »      IX. 

8» 


Gn) 
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Nehmen  wir  zur  Erläuterung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln 
das  auf  pag.  43  angeführte  Erato - Heispiel  vor,  in  dem  bereits  die  zweite  sum- 
mirte  Keihe  gebildet  ist.  Wir  wollen  zuerst  durch  die  Anwendung  der  Formel  Au^ 
(pag.  53)  eine  Integraltafel  für  das  Doppeliutegral  zwischen  den  Grenzen  1872  Oct.  17 
bis  1873  Mai  5  herstellen.  Bei  diesem  und  den  folgenden  Beispielen  ist  wie  oben 
die  Zeiteinheit  40  Tage  gewählt,  so  dass  to  der  Einheit  gleich  zu  setzen  ist.    Man  erhalt : 

1872 Oct.  17,    1872N0V.  i6,     1873  Jan.  5,    i873Feb.i4,     1873MZ.  26,      i873Mai5 
"/(ö-M«-M]m^)    —260062.53s  —237488.885  — 211912.555  —185331.385  —159248.140  —134686.075 
^oV      (««+[»+ll«<^)   —       225.810  —       125. 112  —        41.868  -I-        2». 747  -f         63.382  -H         «8.93s 


P2V"  (ö+[»+ilf^) 

+ 

1.928  + 

3-709  -f 

4.383  4- 

4.246  4- 

3.630  4- 

2.819 

PH'"  («+[»+iltr) 

+ 

o.*55  -h 

0.237  -f 

0.174  4- 

0.102  4* 

0.042 

0 

P,6/vi   (a+[,-4-Jl,r) 

4- 

0.019  4- 

o.oio  4- 

0.002  — 

0.003  — 

0  004  — 

0.004 

P2»/^'"(«+[«4-J]tr) 

H- 

O.OOI 

0  — 

O.OOl    

0.001 

0 

0 

— 260286.14    —237610.04    — 211949.86     —185306.29    —159181.09    — 134594.32 

Bestimmt  man  nach  der  Formel  5,',)    (pag.  53)  den  Werth  des  Doppelintcgrales  zwi- 
schen den  Grenzen  1872  Sept.  27  bis  1873  Mai  25,   so  wird  sich  ergeben: 

i872Sept.  27,   1872NUV.  6,   i872Dec.  16,    1873  Jan.  25,     1873MZ.6,    1873  Apr.  15,     i873Mai25 
"/   (ü-k-i^)  — 270318.660  —249806.410  — 225171.360  — 198653.750  — 172009.020  —  146487.260  — 122884.8« 
W/    (a-Htw)  +      559.6724-       343.5674-       156.880 -h         10.593—        93.581—       159.941—       195-7' 
Q^f^^{a-\-iw] —  0.344 —  1.471 —  2.020 —  2.105 —  1.890 —  1.526 —  1.1: 

Qi^f^^{a-\-%w)  —  0.067  —  0.071  —  0.057  —  0.037  —  0.018  —  0.004  4-  o.a 

Q-]!^f^^[a-\'%w)  —  0.004  —  0.003  —  0.001  o  -|-  0.001  4-  o.ooi  -|-  o.o< 

— 269759.40    —249464.39    — 225016.56    — 198645.30    — 172104.51    — 146648.73    — 123081.8c 

Man  ist  nun  in  der  Lage,  durch  Vereinigung  der  vorstehenden  Werthe  die  unten 
folgende  Integraltafel  herzustellen,  aus  der  man  den  Werth  iles  Integrales  für  eine  be- 
liebige, innerhalb  der  Ausdehnimg  der  Tafel  gelegene  Grenze  durch  Interpolation 
bestimmen  kann.  Den  Werth  des  Integrales  für  eine  solche  beliebige  Grenze  auf  dem 
eben  gezeigten  Wege  zu  erlangen,  wäre  indess  sehr  umständlich  und  es  wird  deshalb 
die  Formel  G,i)  zu  diesem  Zwecke  durch  passende  Beispiele  später  erläutert  werden. 

^  /•  /"  /'"  /'"  f       f" 

1872  Sept.  27  —  269759.40 

+  9473.26 
»      Oct.  V 17  —  260286.14  4-   1348.49 

T.T  +10821.75  —315.89 

»      Nov.     6  —  249464.39  4-  1032.60  +22.42 

+  11854.35  —293.47  ,+514 

»  »      26  —  237610.04  +     73913         ,  +27.56    ,  —2.15 

+  12593.48  — 265.91  +2.99 

»      Dec.    16  —  225016.56  +     473-22  ,+30-55    ,  — 1-59 

+  13066.70  — 235.36  +1.40 

1873  Jan.      5  —  211949.86  +     237.86  +31-93  — 1.62 

+13304.56  —203.41                   — 0.22 

»       25  —  198645.30                       +  34.45               ,Q  +31-73            o""°-96 

_  .                                      +13339-01  — 171.68                   — 1.18 

»    Febr.    14—185306.29                       —  13723                    +30.55              — 0.94 

+13201.78  ^     ^  — 14*. 13                   — 2.12 

»    März       6  —  172104.51                        —  278.36                     +28.43               — 0.50 

+  12923.42  — 112.70                   — 2.62 

«  »  26    —    159181.09  —       391.06  +25.81  oi.~^'^^ 

.      .,  +12532.36  —    86.89  — 2.86 

»    April     15  —  146648.73  —     477-95         ^  +22.95 

T.C  .  +12054.41  —    63.94 

„    Mai         5  —  134594.32    ,  —     541-89 

+11512.52 
»       »  25  —  123081.80 
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Wählt  man  als  obere  Grenze  für  den  Integral werth  1873  Jan.  15,  so  können 
hierfür  sowohl  die  erste  als  auch  die  zweite  Formel  G„)  (pag.  59)  mit  gleichem  Vortheil 
zur  Anwendung  gebracht  werden.  Man  findet  mit  Hilfe  der  ersten,  indem  man 
»  =  —  0.25  setzt: 


d 

log  «2*  In] 


o 
2. 104214 
9.059121 


2.70359 
7^60248 


4 
1^8587 
6.6984 


6 
On384 


log  a,^  in) 


—  1502.765 
3nl 76891 
8^862827 


Ifla  +  iw)  —  198653.750 

Q2'*(»)/    {a-\-iw]  +  14.566 

Q2Hn)f"(a  +  itc)  —  2.023 

Qi^  {^*) /*""  (ö  4-  ito)  —  0.004 

Sg     198641.211 

nS^  —  6672.631 

1873  Jan.  15  '■ 

jjf[l)dn=-  205313.84 


3  5 

15-565  +  37-790 

1^19215  1.5774 

8.13271  7n450I 


—  10.565 

I„024 

6.789 


'f[a  +  %w)  -h  26581.170 

Ö2M«)/'     [a  +  iw]   +  109.577 

Ö2* (»)/'"  [a  +  iw)  —  0.211 

02^  (n)/"    [a  +  iw)  —  o.oii 

Q2''(njf''"(a  +  iw)  —  0.001 


S^  +  26690.524 


Für  die   Anwendung   der  zweiten  Formel  G„)    (pag.  59)    ergibt  sich,    indem    man 
w  =  -j-  0.25  setzt: 

d  0246 

f^{a+[i+^]t€)  +  1004.840  +  495.075  —  91-730  +  4.565 

^ogf^(a+[i+\]w)  3.002097          2.69467        in9625i       0.6594 

logP2^(m)  8nOi7729         7-70848       7n07825       6.4385 


d 

1 

3 

5 

7 

log/^(a+[i  +  i]«^) 

3^244386 

1.3128 

1.5911 

lnM52 

log  P2*  (m) 

8. 716699 

7n5254 

6.6274 

5n8236 

'/!«  +  l»+l]«')  —  21 1912.555 

Pi'im)/    {a+[i+{]u>}    —  10.467 

P,»(m)/"(a+[»  +  l]to)    -f-  2.530 

Pi*{m)f^[a+[i+i]w)    4-  o.iio 

Pi*  («)/"  (a  +  [i+\]  w)    +  o-ooi 

Sg       211920.381 

m  S„  -{-  6606.532 

1673  Jao.  15 

(l)dP             =—  205313.85 


lf{a+[i+\]w]  =  +  26517.610 

■Pj'H/'  («+L»+1]«')  —      9«  429 

Pj»  (».)/■"  (o  +  [«W-  i]  w}  — .         0.069 

A*W/' («+[«  + Jl«')  +  0-0I7 

P2'  (w)/"'  («+  [«■  +  J]  tg)  +  0001 

S„  •+•  26426.130 


fß 
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Die  auf  beide  Arten  erhaltenen  Werthe  des  Doppelintegrales  stimmen  somit  vollständig 
innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung ;  die  Interpolation  aus  der  obigen  Integral- 
tafel bestätigt  ebenfalls  das  gefundene  Resultat. 

Soll  das  Doppeliutegral  für  das  Datum  1873  Jan.  21  bestimmt  werden,  so 
wird  man  hierzu  die  erste  Formel  6r„)  (pag.  59)  verwenden  können  und  n  = — o.io 
zu  setzen  haben.     Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 

d  0246 

^ogß(a+iw)  2.104214  2.70359  I118587  0^384 

log  Q2^{n)  .  8.946125  7n6i935  6.7095  5,^901 


d 

I 

3 

5 

7 

/"(«+»•«') 

—  1502.765 

15-565 

+  37-790 

—  10.565 

log /"(«  +  ««') 

3„i 76891 

i»>92>5 

'•5774 

l„024 

log  Qj"  («) 

8„9i2045 

8. 17612 

7ii49>7 

6.830 

'Ifia  +  iw)  —  198653.750  ]f(a  +  iw)  +  26581.170 

Q2MW)/    [a  +  ito]  -f  11.229  Ö2M'*)/'  (o  +  H   +       122.726 

Q22(«)/"(a  +  iu?)  -  2.103  Q2''(n]f''[a  +  %U))  —          0.233 

Ö2^  ('*)/'"  (o  +  i^)  —  0.037  Q2*  {n)r  («  +  »«?;-           o.  1 1 7 

Q2^(n)f(a  +  iw)  o  Q2' («)/^"(ö  +  »«')   —  0.007 


// 


Sg     —   198644.661  Su      +      26703.539 

nS^  —      2670.354 

1873  Jan.  ai 

f(l)dP  =  —  201315.01 


welches  Resultat  durch  die  obige  Integraltafel  leicht  bestätigt  werden  kann. 

Für  1873  Jan.  9  muss   die  zweite  Formel  G„)   (pag.  59)    in  Anwendung  ge- 
bracht werden  und  es  ist  m  =  +  0.10  zu  setzen: 

d  02  468 

f^(a+[i+{\w)    +  1004.840  +  495-075  —  91-730  +  4.565  +  8-465 
log/^(a+[t  +  iJtt7j          3.002097       2.694671  in9625       0.6594       0.9276 

log  P2IW 8^564271       7'9'5576         7n2504       6.5973       5n9533 

d  1357 

f^(<^+[i+{]^)  3n244386         1.3128  159"        inM52 

log  P^^  (m) 8.636822         7^4800  6.5877       5^7862 

"/(a+lt-hllw)  =—  11191». 555                                  '/{ö4-l»-|-4]w)  =  4-  16517.610 

Pf{m)f      (a -h  [i-h  1]  IT)  -          36.844  I\Hm)fi    {a-h[i-h4]w)  =-  76.069 

Wim)/"     («-h[i+llw)  -h            4.076  Pi3(m)/»»(a  +  [»4-|ltt')  =—  0.061 

P2*(m)/iT    (a4.[i-|-ilf/7)  4-            0.163  P^im)/^  {a-^[i-{-i]w)  =  +  0.015 

P2«(w)/>i    (a-h[f-|-j]tr)  -f            0.001  P2'W/^"{«-|-[»-hl]M')  =-|-  0.001 

P28  (m)/viii  (a  -f  [i -f  |]  to)  -            0.001                                                           J^  +  26441.495 

5p  —  111945.159 

miSu  4~       1644.149 


// 


^1873  Jan.  9 

f{l)dP       = —   209301.01 


Die  directe  Interpolation  bestätigt  dieses  Resultat. 
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Weitere  Beispiele  zur  Erläuterung  der  Anwendung  der  Q-  und  P-Tafeln  zur 
Berechnung  der  Doppelintegrale  erscheinen  wohl  nicht  nöthig  und  ich  gehe  daher 
auf  die  Anwendung  der  Formeln  über,  welche  zur  Bestimmung  der  Anfangsconstante 
der  2**"  summirten  Reihe  dienen,  nachdem  über  die  Anfangsconstante  der  i^^  sum- 
mirten  Reihe  bereits  früher  Beispiele  durchgeführt  wurden.  Der  Rechnung  lege  ich 
das  schon  auf  pag.  47  angesetzte  Beispiel  zu  Grunde.  Es  soll  die  Anfangsconstante 
der  2*^"  summirten  Reihe  für  verschiedene  Zeitgrenzen  so  bestimmt  werden,  dass  das 
Integral  für  diese  Datum  (untere  Grenzen)  verschvkdndet. 

Als  erstes  Beispiel  wähle  ich  für  die  untere  Grenze  das  Datum  1873  Dec.  31 
und  knüpfe  daran  die  Bedingung,  dass  das  Doppelintegral  für  diese  Grenze  ver- 
schwindet. Die  Formel  Au)  (pag.  53)  gibt  für  "/[ajj  welcher  Werth  auf  die  Zeile 
1874  Jan.  20  zu  setzen  ist: 

H ~—  f'fl—'^^  =  —  o'.'i532,i 


»4 


8.8 


+  V$^   [sZ-^l^-tr)   +  2/'v{a)]    =  -  o.oooM 

soll  aber  das  Doppelintegral  für  1874  Jan.  20  verschwinden,  so  gibt  die  Formel  Bu) 
(pag.  53)  für  *y(fl),  welcher  Werth  wieder  auf  die  Zeile  1874  Jan.  20  zu  setzen  ist: 

^  /    (a)    =  +  o'.  0886, 6 

+  -^  f'  (ß)    =  +  0.0005,8 

-  "eä^/'^W    =  +  o-oooo,i 
«/(a)    =  +  o'.'o892     . 

Setzt  man  nun  die  so  ermittelten  Anfangsconstanten  als  Anfangswerth  in  die 
zweite  summirte  Reihe  und  ebenso  die  zugehörigen  auf  pag.  47  ermittelten  Werthe  für 
die  erste  summirte  Reihe,  bildet  das  Summationsschema  für  jeden  Fall  und  berechnet 
dann  nach  den  Formeln  -4„)  und  Ä„)  (pag.  53)  den  Werth  der  Integrale  für  die  zwei 
Grenzen,  so  wird  man  sich  leicht  überzeugen,  dass  in  der  That  die  Werthe  dieser  Inte- 
grale für  die  angesetzten  Grenzen  Null  werden,  welche  Controle  für  die  Richtigkeit  der 
Bestimmung  der  Anfangsconstanten  stets  vorgenommen  werden  kann.  Man  wird 
für  den  ersten  Fall  (1873  Dec.  31),  indem  ich  nur  die  Argumentwerthe  und  die  da- 
durch gebildete  Summationsreihe  anführe  und  mich  wegen  der  Differenzwerthe  auf 
die  pag.  47  mitgetheilten  Zahlen  beziehe,  und,  um  überdies  die  Stellung  der  An- 
fangsconstanten hervorzuheben,  dieselben  in  eckige  Klammem  setze,  erhalten: 

y  /  / 

1873  Nov.     1    —  3"6i39  —  5"87H 

+  3.5674 
»      Dec.    II    —  0.0465  —  3.6771 

[—  0.1097] 
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y  /  / 

1874  Jan.    20  [—  0.1562]  —  1.0639 

»      Mär/      I    —  1.3298  +  1.6877 

Man  findet  dann  dureli  Anwendung  der  Fonnel  Ai)   (pag.   35)  für   das   einfacht 
tegral  für  die  Grenze  1873  Dec.  31  : 

/(«  +  [»+i]w?)    =  —  0.1097 
+  —-/'  {a+[i+\]tc:    =  +  0.1088,8 

-  7^6- /'"(«+ ('+11  »'')=  + 0.0008,3 

+  ^yVtö-^'  («+[»+41«^)     =  +  0.0000,3 


1873  Dec.  31 

ff  Iß  dl  =         o"oooo  ; 

für  das  Doppeliiite^i^ral  nach  A„]    (pag.  53) : 

'/  (rt+i'+ii«^;     =  —  0^1013.5 

^/"  («  +  ['■+  i]  tc)       =  +  0.0987.7 

+  .9L  •^"  («+['+4»     =  +  0.0024,6 

-  j^j^^e /"■  ("  + ' ' + il  «'■'      =  H-  o.oooi ,  I 

i873D«(.  31 

ff/il)dP  =         o'.oooo       , 

so   dass    in   der   That    die   Anfangswerthe    der    sumrairten    Reihen    als    richtig 
wiesen  sind. 

Für   das   Datum    1874  Jan.   20  wird   mit  Rücksicht   auf  die   obigen   Wc 
(pag.  47  u.  63)   das  folgende  Summationsschema  sich  ergeben : 

V  \f  f 

1872  Novbr.      1     —  5'.' 1083  —  5''87i4 

+  4''4373 
»     Decbr.  11     —  0.6710  —  3-6771 

L+  0.7602] 

1874  Jan.   20  1^+  0.0892]  —  1.0639 

—  0.3037 

»     März        I     —  0.2145  +  1.6877 

Mittelst  der  Formel  B^.  pag.  35  findet  man: 

'/[a-^iw]  =  +  o'.'2282.5 

J7— Z'    [a  +  iw]      =  —  0.2235.3 

+  —^f'''[a  +  iw)       =  —  0.0044,4 


191 


60480 


f^  [a-\-iw]      =  —  0.0002,4 


2497_ 

1873  Jan.  ifi 


+  i6^/"'(«+"'')      =  -  °-°°«>'3 


ff{l)dl  =        o'.'oooo 
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and  durch  Anwendung  der  Formel  Ä„)  (pag.  53)  : 


+ 


12 
I 


+ 


240 
31 


60480 


"f(a  +  iio) 

=  +  o'/o892,o 

/  (a  +  tw) 

—  —  0.0886,6 

/"  {a  +  ito) 

=;• —  0.0005,8 

/■»(a+H 

=  —  0.0000,1 

1873  Jan.  90 

fiDdP 

=        o'/oooo 

Als  Beispiel  der  Anwendung  der  Formeln  Ä*„)  (pag.  59)  endlich  soll  die  An- 
^ngsconstante  so  bestimmt  werden,  dass  das  einfache  und  doppelte  Integral  für  die 
Grenze  1874  Jan.  10  verschwindet;  die  Bestimmung  der  Anfangsconstante  y  [a — \  tr] 
ist  bereits  dieser  Bedingtmg  gemäss  auf  pag.  48^  durchgeführt  und  es  erübrigt  nur 
«lie  Bestimmung  von  "f  (a).  Man  erhält  hierfür  nach  Hu)  (pag.  59),  indem  man 
trachtet,  dass  beide  Formeln  mit  gleicher  Berechtigung  in  Anwendung  gezogen  werden 
können,  zuerst,  wenn  man  n  =  —  0.25  setzt: 

d  o  i  3 

'or/'W  0^026901         9i4<i4        V923 

1ok02''W        9.059I2I         7^60248        6.6984 

d  1357 

y^(a)         -t-  2.68240   —  0.29030  +   0.07710   —  0.03880 

log /''(«)  0.428524       91146285         8.8871  «„589 

loR  Qi^i^)  8^862827  8. 13271  7ii450»  6-  7^9 

Qt'{n)/    [a]   =  -  o:'i2i9,i 

QiM«)/"  («)  =  —  0.0005,5 
0/  («)/'^  (ö)   =  —  0.0000, 1 

Sg    =    —    Öl'l  224,7 

n^Sii  =  -f-  0.0806,3 


/(«■ 

-k^]+i/    W  =  —  o"i227,5  (pag.  48), 

QiHn)/'    (0)  =  —  0.1955,9 

Qj»  («)/"•(«)   -  -  0.0039,4 

Qj'(»)/^  (0)   —  —  0.0002,2 

QiM«) /""(«) 0.0000,2 

Ä^  —       0.3225,2 

•/(•)  =  +  OC'041» 

Durch  Benützung  der  zweiten  Formel  (m  =  +  0.25)  findet  sich : 

d  024 

/*(<!— J«?)  •—  2.37050      +  0.27865      —  0.05695 
\og  f^  (a—iid)        ön374840  9-445o6  8n7555 

log  B/^  (m)  8»o*7729  7-70848  7nQ783 

d  i  i  3  5 

^og  f^{a—\w)        0.417173  9ii44793  8.8733 

\ogP^^{fn)    .  8.716699  7fi52542  6.6274 


Oppolf«r,  BakahMtimmuBC«!!.  U. 
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AM^)/    («— i«')     =  +  o:'o246,9  y    (o— i«^)  =  +  o:'4092,o  (p.  48) 

Pi^[m)f'  [a—\w)     =  +  0.0014,2  PiHm)/'    («  — iir)  =  +  0.1361,0 

Ri*[m)p''  [a—\w]     =  -f-  0.0000,7  P2^[m)f{a  —  ^w]  =  +  0.0009,4 

S^    =  +  ö:'o26i,8  A*  W/'  {a  —  -\w)  =  +  0.0000, 3 


'fl' 


mS^    =  +  0.1365,7  ä;     =  +  ö:'5462,7 

'/(«— i^)     =  —  0:1627,5 
i  />  — i«^)     =  +  0.2046,0 


'/(«)    =  +  oro4i8  , 
mit  dem  obigen  Werthe  völlig  übereinstimmend. 

•    Das  Siimmationsschema  wird  also,  mit  Weglassung  der  Differenzwerthe : 


y 

'f 

/ 

1873  Nov.   I 

—  4-'4537 

+  4''o863 

-  5"87i4 

»     Dec.  1 1 

—  0.3674 

—  36771 

[+  0.4092 

\ 

1874  Jan.  20 

[+  0.0418 

—  0.6547 

—  1.0639 

»     März  I 

—  0.6129 

+  1.6877 

Bestimmt  man  nun  nach  den  Formeln  ö,)  und  G,i)  (pag.  42,  59)  die  Werthe  der 
Integrale  für  1874  Jan.  10,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  das  einfache  uüd 
doppelte  Integral  in  der  That  für  die  angesetzte  Gtenze  verschwindet. 


Anhang. 

Es  wird  sich  bei  der  Ermittelung  der  speciellen  Störungswerthe  häufig  der 
Fall  ereignen,  dass  man  den  Werth  eines  einfachen  oder  doppelten  Integrales  kennen 
muss,  der  die  Grenzen  der  durch  die  vorausgehenden  Rechnungen  erhaltenen  Stö- 
rungswerthe überschreitet;  es  ist  klar,  dass  eine  genaue  Annahme  in  diesem  Falle 
nicht  gemacht  werden  kann,  doch  genügen  in  den  meisten  Fällen  ganz  beiläufige 
Nähenmgen.  Wie  die  letzteren  erhalten  werden  können,  ist  der  Gegenstand  der 
folgenden  Auseinandersetzungen. 

Sei  /^  (m)  irgend  ein  Differenzwerth  der  d^^  Differenzreih^,  so  wird  der  diesem 
Werthe  in  der  Richtung  der  Fortschreitung  folgende  Werth  sein: 

d  d  d4>x  <f+3  d+3 

/  (m  + 1)  =/  W  +/  (m-i)  +/  (tn—  i)  +/  {m-|)  +  ...., 

welcher  Ausdruck  völlig  bekannte  Differenzwerthe  enthält,  und  eine  genügende  An- 
näherung erreichen  lässt,  da  ja  vorausgesetzt  wird^  dass  die  Berechnung  der  vorge- 
legten Funktion  innerhalb  hinreichend  enger  Intervalle  ausgeführt,  oder  allgemein, 
dass  die  Funktion  nach  Potenzen  des  Argumentes  entwickelt  ist. 

Wollte  man  die  Rechnung  rückwärts  fortsetzen^  so  wird  man,  öich  auf  be- 
kannte Differenzwerthe  beschränkend,  haben: 

d  d  d+i  d-\-9  tf+3 

/(m—i)=/H—/(m  +  i) +/(«,  +  !)  -/(«,  +  !)   +    .... 
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d 

Indem  man  auf  das  Intervall  y  (m  dz  2),    wo  das  Zeichen  je  nach  der  Richtung  des 
Fortschreitens  zu  nehmen  ist,  übergeht,  hat  man  vorerst  für  das  obere  Zeichen: 

....  .  .  y. 

d  d  d+x  <i+2  <i-|-3 

/(m-f2)=/(in  +  i)+/(in  +  i)  +/W-f/(m-i)   ... 

wo  jetzt  rechter  Hand  noch  unbekannte  Differenzwerthe  vorkommen.     Man  beachtet, 
dass  ist: 

d  d  (M*i  <i+3  d'h3 

f[m  +  i)=f[m)  •\^f(m—\)  -f/(m-i)  +/(w-|)  +  .... 

<l+i  <l+x  rf+3  <i+3 

/(»»+i)=  f[m-\)+f[m-i)-\-f[m—\)+  .... 

<l+3  d+3  rf+3 

«1+3  <*+3 

/(m-i)=  /(m_|)+  .... 

Und  findet  daher  leicht: 

d  d  d-^i  d+2  <i+3 

f{m  +  2)  =/  (m)  4-  2/  (m-  {j  +  3/  (»*—  0  +  4/  (»*~i)  +  •  • . 
Und  für  die  Fortsetzung  der  Funktionswerthe  nach  rückwärts: 

d  d  d+i  d+s  d+3 

f  (m-2)  =f  [m)  -  2/  (m  +  ^)  +  Xf  (m+i)  -  4/  (m  +  i)  +  ... 
oder  allgemein  zum  Uebergang  auf  einen  beliebigen  Differenzwerth : 

y  (Win)  =/H±:n/(inzp|)  +  — -^/(>»qii)±       T.1.3       /(^^^i)  +  -     ^^^ 

welches  Resultat  übrigens  sofort  aus  der  Newton' sehen  Interpolationsformel  erhalten 
werden  kann.  Mit  Hilfe  dieser  Formel  wird  man  sich  also  ohne  Schwierigkeit  die 
im  Differenzschema  noch  fehlenden  Differenzwerthe  direct  bilden  können.  Ich  ziehe 
dieses  Verfahren  dem  sonst  üblichen  vor,  die  Differenzen  mit  Rücksicht  auf  den 
Gang  der  Funktion  im  Voraus  zu  bilden. 

Ein  specieller  Fall,  der  bei  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  in  Be- 
tracht kommt,  lässt  sich  direct  noch  etwas  einfacher  erledigen,  indem  man  unmittel- 
bar zur  Kenntniss  des  geforderten  Integralwcrthes  gelangt. 

Es  sei  die  Rechnung  bis  zu  dem  Intervalle  {a-^-iw)  vorgeschritten  und  es 
wird  das  einfache  Integral  der  vorgelegten  Funktion  für  das  Argument  (a-|- [t+ijt^?) 
gefordert.     Man  hat  hierfür  zunächst  die  Formel: 

ff(l)dl  =  w\]f(a+[i+i]w)-^J^(a+[i+i]w)-}^-^^^^  j 

lÄsst  man,  was  völlig  gestattet  ist,  in  diesem  Falle  die  aus  den  dritten  Differenzen 
resultirende  Correction  des  Integrales  weg  und  beachtet,  dass  ist,  indem  wir  mit  im 
Differenzschema  wirklich  vorkommenden  Grössen  zu  thun  haben : 

'/{a+[i+i]u>)  =  l/(fl  +  [.-  +  i]tr)  +  l/(a+[»+|]w) 

/•  («+  [»■+ 1]  w)  =  1/'  («+[»■+*] «»)  +  i/' («+  [•+!]«')  , 

so   erhält  man   leicht  uach  (i),    da  ]f  (a-{-[i-i-^]u>)    schon  durch   die   Summation 

9» 
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selbst  gegeben  ist,  die  vorkommenden  Fiinktionswerthe  durch  bekannte  Zahlen  aus^ 
drückend : 

y{o  +  [»4-|]w)=/(a+[»+i]«')   +/(«+»•«')  +/'(«+t»-i]«')  4- 

+  f"{a  +  [i—i]v>)  +  •••• 
ß{a+[i-\-\]to)  =/'(a  +  [i— lltc)  +f"[a  +  [i—i]w)  +f"{a-^[i—i]w)  +  .... 

/'  («+  [»■+  n «")  =/'  («+  [»-i]  w)  +  2f"(a+  [i-i]w)  +  3/"'(a+  [,-_|l «,)+... 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  obige  Iiitegralformel  ein,  so  findet  man : 

+  S  {  •"/'(«+[*-ll«')  +9/"(«+l»— i]»")  +8/"' («  +  («-5]*")  + 

+  7 f"{a  +  [i-2]w] -{-....  ^  (; 

Würde    man   dieses  Verfahren   für   die   Fortsetzimg   der  Rechnung  nach   rückwärt 
benutzen,  so  erhielte  man: 

+  g  /  lo/'  (a+  [t+l]  H  —  g/"  («+[«>  I]  trj  +  8/'"  {o  + 1«+|]  w)  — 

welche  Formeln  in  der  Anwendung  wegen   der  einfachen  Zahlencoefficienten  Voi 
theile  bieten. 


ErmittiTing  der  specielleu  Störungen. 


§  I.    Allgemeines  und  Eutwicklang  der  Urundgleichungeti, 


Die  Methoden  der  Bahnbestiramiing,  die  im  erstell  Bande  vorgetragen  wurden, 
iheii    die    störende    \A'irkung    der   l'laneten    anf   die   liewegmig    de«   in   Betracht 
kommenden  llimmckkcirperK  nicht  bcriiekstchtigt ;  der  Einflusa  dieser  letzteren  wird 
loch,   wenn  man  <lie  Bewegung  desselben    durch    eine  längere  Zeit   verfolgt,  nehr 
lerklich,  nnd  kann  dann  ohne  Nachtheil  fiir  die  Genauigkeit  der  Bahnbestimmnng 
nicht  übergangen  werden.    Die  Berechnung  dieser  störenden  Einwirkung  kann  aber, 
wie  es  in  der  Einleitung  zum  ersten  Bande  angedeutet    wurde,    nach    zwei    wesent- 
lich verschiedenen  Formen  durchgeführt  werden ,    indem   man   einerseits  von  einem 
inkte  der  Bahn  ausgehend,   an  dem  der  Ott  und  die  Bewegung  (gleiche  Tangente] 
m    der  gestörten    nnd    ungestörten  Bahn  identisch    sind,    die  Störungen  Schritt    für 
Schritt  verfolgt  und   deren  Anwachsen  successive   berechnet;   man   nennt   diese  Art 
der  Bererhnung   die  Methode  der  «pecieUcn  Störungen,    nnd  diejenigen  Elemenlfl, 
die  für  einen   gegebenen   Augenblick   den   Ort   und    die  Bewegung   des   Ilinunels- 
fcorpers  identisch  mit  der  gestörten  tinden  lassen,  die  osculirenden  Elemente.     An- 
deremeits  kann  man  aber  die  Zeit  unbestimmt  lassen,   indem   man   die   in  Betracht 
kommenden   Ktorungswerthc  als   Fiuiktionen   der   unbestimmt  gelassenen   Zeit   dar- 
Ulellt.     Die  Ermittlung  «Icr  Cocfficicutcn  dieser  Funktionen  stoset  aber  in  der  Regel, 
lic  Exceutricitaten  luid  Neigungen   der  Bahnen   nicht  klein   sinrl,    auf  ganz 
rhebliche  Schwierigkeiten  und  deren  Ermittlung  ist  nach  den  bislicrigen  Methoden 
sehr  Keitraubend   und    kann    bisweileu   in   Folge   des   Anwachsens   der  Kechnungs- 
operationen  zu  einem   übermässigen  Umfange,    als   tuihezu   unausführbar  bezeichnet 
werden.     Jedoch  bieti;t  diese  Methode  in  ihrer  Anwendung  auf  die  grossen  Planeten, 
es   sich   darum  handelt,  die  Störungen  durch  Jahrhunderte  zu  verfolgen,  gane 
itliche    Vortheile    nnd   gewährt    manchen  Einblick    in    den    Mechanismus    des 
Sonnensystems,    der  bei   der  Anwendimg  der   speciellen   Störungen    nicht  möglich 
wäre.     Da   aber  fiir   die   nächsten    Zwecke   des   vorliegeiiden   Lehrbuches   die  Aus- 
HOandersetHmig  der  s]>eciQUen  Stünuigen  genügt ,   ho  werde   ich  uüak  biet  auf  äittr 
le  beschriinken.  i.  utnitutnüt    -•1>  tt4\tM 


^ 


•»111 


^^werdei 
^MO  es 
^Htasenl 
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Auf  pag.  40  des  ersten  Bandes  wurden  die  Kräfte ,    mit  der   die  Sonne  und 
der  in  Betracht  kommende  Himmelskörper  auf  einander  wirken,  gefunden: 


Ao- 

— *»(i 

+ 

m 

/ 

X 

n- 

-*»(i 

+ 

m) 

^0 

A»{» 

+ 

m) 

z 

wobei  gesetzt  ist: 

r^  =  a;2  -|-  y2  -j-  ;2;2  ^ 

überdiess  stellt  m  die  Masse  des  Himmelskörpers  in  Einheiten  der  Sonnenmasse  und  i 
die  bekannte  Constante  des  Sonnensystems  vor. 

Tritt  nun  ein  dritter  Körper  hinzu,  dessen  Coordinaten  j;|,  ^i,  z^  sind,  und 
dessen  Masse  m|  in  Einheiten  der  Sonnenmasse  ist,  so  wird  die  Wirkung  dieses 
störenden  Planeten  in  der  Entfernung  q  und  in  der  Zeiteinheit  sein: 

wobei  Q  berechnet  wird  nach: 

p2  =  (x,  -  x)2  +  (y,  -  y)2  +  (z,  -z)K 

Zerlegt  mau  die  eben  hingeschriebene  Gesammtwirkung  nach  den  Coordinaten- 
Achsen  und  bedenkt,  dass  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Linie  q  mit  den  drei 
Achsen  einschliesst^  der  Reihe  nach  durch: 

xi—x     yx—y     zx—z 
, —     

dargestellt  werden,  so  erhält  man  die  Kräfte,  die  der  störende  Planet  auf  den  ge- 
störten Himmelskörper  direct  ausübt,  für  die  drei  Achsen 

Doch  muss  noch  eine  weitere  indirecte  Einwirkung  berücksichtigt  werden;  da  die 
Bewegung  auf  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  bezogen 
wird,  so  muss  man  noch  die  Kräfte  in  Kechnung  ziehen,  welche  der  störende  Planet 
auf  die  Sonne  ausübt.  Bezeichnet  man  mit  r^  die  heliocentrische  Entfernung  des- 
selben, also  seinen  Radiusvector,  so  ist: 

und  die  die  Sonne  bewegenden  Kräfte  sind: 

die  naturgemäss  von  den  obigen  in  Abzug  gebracht  werden  müssen,  um  die  relative 
Bewegung  gegen  das  Sonnencentrum  zu  erhalten;  hiermit  wird  also  als  das  Re- 
sultat der  Einwirkung  des  störenden  Planeten  zu  setzen  sein : 
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Würde  man  weitere  störende  Planeten  berücksichtigen,  so  ist  es  klar,  dass  ganz 
ähnliche  Ausdrücke  für  die  Kräfte  entstehen,  die  sich  nur  dadurch  unterscheiden, 
dass  die  entsprechend  abgeänderten  Massen  und  Coordinaten  in  Rechnung  zu  ziehen 
sind ;  man  wird  also  erhalten : 

x  =  *»,,,  {^  -,fi}  +*..»,  {«='-0}  +i>^  («^_M  +  ... 


+  ••• 


und  da : 


4fi  —  ^o  +  ^ 

'JW  =  ^0  +  ^ 

ist,  so  erhält  man  als  Gnmdgleichungen  der  gesammten  Störungsthoorie : 


d^ 


welche  man  jedoch,  in  Anbetracht,  dass  die  Massen  derjenigen  IIimmel$köri)er,  auf 
die  die  Störungsrechnung  nach  der  hier  vorgetragenen  Methode  zur  Anwendung 
kommt,  stets  der  Null  gleichgesetzt  werden  dürfen,  in  der  folgenden  einfacheren 
Form  schreiben  kann:  ' 


dfi 


d^Z        ,       79      «  ^    wo  f  S| — s  Sl   1 


d 


1/ 


—   1i  — 

Vergleicht  man  diese  Grundgleichungen  der  Störungstheorie  mit  jenen,  welche  für 
das  Problem  zweier  Körper  gelten  (Band  I  pag.  40  (ij),  so  findet  man  linker  Hand 
vom  Gleichheitszeichen  eine  völlige  Uebereinstimmnng ,  rechter  Hand  aber  steht 
anstatt  der  Null  die  Summe  der  störenden  Kräfte.  Je  kleiner  aber  die  störenden 
Massen  m^  sind,  um  so  mehr  wird  sich  det  Ausdruck  rechter  Hand  der  Null  an- 
nähern, und  da  die  Massen  der  Planeten  in  Theilen  der  Sonnemnasse  genommen 
kleine  Grössen  sind,  so  wird  diese  Ueberlegung  sofort  den  SchlusB  erlauben 9  daas 
in  der  That  in  der  ersten  Annäherung  die  Störungen  vernachlässigt  werden  kcmneni 
ohne  dass  das  erlangte  Resultat  allzusehr  von  der  Wahrheit  abweichen  wiivde*  Mati 
wird  jedoch  hierbei  noch  in  Erwägung  ziehen  müssen,  dass  die  Ausdrücke  rechter 
Hand  selbst  bei  der  Kleinheit  der  Massen  bedeutende  Werthe  erlangen  können, 
wenn  die  Nenner  q  und  r^  sehr  klein  werden ;  die  Kleinheit  von  ri  hat  vorerst  keine 
Bedeutung  in  unserem  Sonnensystem,  wohl  aber  kann  besonders  für  Kometenbahnen 
unter  Umständen  q  gaoiz  ausserordentlich  klehi  werden;  in  der  Thai  findet  man 
Heispiele,  wo  Kometetibahnen  durch  die  störende  Einwirkung  der  Planeten  total 
geändert  wurden ;  es  ist  sogar  einigermassen  wahrscheinlich ,  dass  die  Kometen 
von  kurzer  Umlaufszeit  ihre  stark  von  der  Parabel  abweichenden  Bahnen  hier- 
durch erhalten  haben.  Die  für  die  Kometen  gemachte  Bemerkung  gilt  ebenfalls 
für  die  Trabanten,  bei  denen  in  Folge  der  Kleinheit  von  q  nicht  einmal  die  Dif- 
ferentialgleichung für  die  ungestörte  Bewegung  um  die  Sonne  eine  Näherung  ab- 
geben würde,  und  man  bei  Weitem  brauchbarere  Näherungen  erhält,  wenn  man  die 
Gleichungen  so  umsetzt,  dass  die  Sonne  als  störender  Körper  auftritt,  dessen  Ein- 
fluss  in  der  ersten  Näherung  übergangen  werden  kann. 

Die  Gleichungen  i  (pag.  71)  lassen  sofort  erkennen,  dass  man  dieselben  in  zwei 
wesentlich  verschiedenen  Formen  für  die  Rechnung  benützen  kann;  einerseits  wird 
man  die  Störungen  in  den  Coordinaten  selbst  berechnen   können,   wobei  die  Wahl 
der  Coordinaten  noch  dem  Ermessen  überlassefl  bleibt,  andererseits  weiss  man,  dass 
die  obigen  drei  Differientialgleichuligen  zweiter  Ordnung,  falls  keine  Störungen  vor- 
handen sind,  sechs  Constanten,  die  Elemente,  enthalten,  durch  deren  entsprechende 
Variation  offenbar  erreicht  werden  kann,  dass  den  Stönmgsgleichungen  genügt  wird. 
Beide  Arten  der  Lösung  sollen  im  Folgenden  auseinandergesetzt  und    vorerst^  die 
Störung  in  den  Coordinaten  entwickelt  werden,    wobei  die  zwei  Hauptmethoden  in 
Betracht  kommen,  je  nachdem  man  die  rechtwinkligen  oder  die  polaren  Coordinaten 
wählt. 


A).  Encke's  Methode  der  Bereohnong  der  speoiellen  Störungen. 
§  2.  Trmisformatiotf  der  Gmndgleiclinngetf. 

Encke's  Methode  der  Störungsrecknung  beruht  auf  der  unmittelbaren  Ver- 
wendung der  obigen  Störungsgleichungcn;  dieselbe  wurde  durch  Encke  unabhängig 
von    Bond    aufgefunden;     wiewolil    Bond    in    der   Auffindung    der   Methode    das 


IS 


Prioritätsrecht  unbezweifelt  in  Anspruch  nehmen  kann,  so  geben  doch  die  lichtvolle 
Darstellung  der  Methode,  die  vorgenommenen  zweckentsprechenden  Transformationen 
und  die  glückliche  Anwendung  Encke  das  unbestrittene  Verdienst,  dieselbe  der 
Praxis  zugeführt  zu  haben ;  man  kann  daher  diese  Methode  in  der  gegenwärtigen 
^orm  wohl  an  Encke's  Namen  knüpfen. 

Encke' s  Methode  ermittelt  die  Störungen  in  den  rechtwinkligen  Coordi- 
naien.  Bezeichnet  man  die  ungestörten,  auf  ein  fixes  in  den  Sonnenmittelpunkt  ah 
Anfangspunkt  gelegtes  Coordinatensystem  bezogenen,  Coordinaten  mit  a:^,  y^,  z^, 
die  Stöningen  in  den  einzelnen  Coordinaten  mit  ^,  iq,  t!,  so  sind  die  thatsächlich 
stattfindenden r  also  gestörten,  Coordinaten  x^  y,  z  dargestellt  durch  : 

^  =  «0  +  f     ] 
^  =  ^0  +  ?      I 

Die  zweimalige  Differentiation  dieser  Oldchungeft  nach  der  Zeit  giebt: 


dix 

d^XQ           cP| 

dt^ 

dfi  ~  dr- 

d^y 
dt^ 

dt^           di* 

d^z 

cPco           d^C 

dt*' 


dfi 


dti 


2) 


Bezeichnet  man  mit  r,)  den  ungestörten  Radiusvector,  so  ist 

^0^  =  ^0^  +  Vo^  +  ^^  ) 
"'^cl  nach    Hand  I  pag.  40   hat    man  für  die  ungestörte  Bewegung  die  Diffei^ential- 
IT*  Hebungen : 

5§  =  -*Mi+'»)^ 


dfi 


ra' 


^=-*M.+-)^; 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (2)  und  führt  in  denselben 
Hir   die   zweiten   Differentialquotienten   der    gestörten   ('oordiiiaten   die   auf   pag.  71 
gefundenen    Gleichungen    ein,    so    findet    man    sofort   die    Encke' sehen    Grund- 
gleichungen : 


i) 


Die  Berechnung  der  ersten  Glieder  rechts  vom  Gleichheitszeichen  bietet  im 
Allgemeinen  wenig  Schwierigkeit,  doch  sowohl  in  diesen  Gliedern,  als  auch  in  den 
zweiten  sind  die  Stöningswerthe  f ,   t],  c,  also  jene  Werthe  selbst  enthalten,   die  man 

Oppolier,  Bakabefliiminascen.  U.  |0 
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ZU  bestimiQen  sucht;  doch  ist  es  wesentlich  zu  bemerken,  dass  in  den  ersten  Glie- 
dern wegen  des  Factors  tni  die  Substitution  rr^ ,  y^,  Zq  für  x,  y,  z  erlaubt  erscheint, 
ohne  dass  man  mehr  als  Glieder  zweiter  Ordnung  vernachlässigt.  Man  kann  dem- 
nach diese  ersten  Glieder,  wenn  man  die  Störungswerthe  zweiter  Ordnung  über- 
gehen will,  direct  berechnen,  und  bezeichnet  dieselben  deshalb  als  die  directen 
Glieder;  später  vnxA  aber  gezeigt  werden,  wie  man  in  diesen  directen  Gliedern 
auch  die  Störungswerthe  zweiter  nnd  höherer  Ordnung  ohne  Mühe  aufnehmen  kann. 
Eine  wesentliche  Schwierigkeit  bieten  aber  die  zweiten  Glieder;  vorerst  stehen 
dieselben  in  einer  Form,  die  eine  genaue  Iterechnung  ohne  Anwendung  sehr  grosser 
Tafeln  nicht  gestattet,  und  femer  bedarf  man  zu  ihrer  Ermittlung  einer  verhältniss- 
mässig  genauen  Kenntniss  der  Störungswerthe ;  da  diese  Glieder  in  Folge  des  letz- 
teren Umstand  es  nur  durch  eine  indirecte  Rechnung  erlangt  werden  können,  bezeichnet 
man  dieselben  als  die  indirecten  Glieder. 

Der  erstere  oben  angeführte  Nachtheil   kann   leicht   genug   behoben  werden; 
man  kann  nämlich  leicht  finden,  dass  ist: 


4; 


und  es   ist  dadurch   zunächst    der  Vortheil  erreicht,    dass  für  alle  drei  ('oordinaten 

das   schwierig   zu   berechnende   Glied    auf  den   allen    drei  gemeinsamen   Ausdruck: 

_  s 
1 ~- ,  reducirt  erscheint. 


Es  ist  offenbar: 

r^  =  (^«  +  ?J2  -t-  (yo  +  ly;^  +  (^«  +  ?,^  • 

also  auch : 

r^  =  ro2  4-  (22-0  +  ?)  §  +  [2y,  +  ,^)  ly  +  (2z,  +  C\  :  , 

und  man  wird  daher  schreiben  können : 

ll,  =  '  +-^{('0  +  il)  I  +  (yo  +  4 »/) '/  +  (2«  +  U)  ?}  =  »  +2?r 

wobei  q  eine  Grösse  von  der  Ordnung  der  Stöningen   sein   mrd   und   bestimmt  er- 
scheint durch  die  Relation: 

es  wird  also :  ' 

-3- =  (1  +  ^9)-^ 

sein,  oder  wenn  man  nach  Potenzen  von  g  entwickelt,  so  findet  sich  sofort: 
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Setzt  man  demnach: 


f=^[^-\9'^^^-^^ 


+        ..     j 


6) 


3   *  »3  4 

8o  wird  sich  f  leicht  mit  Hilfe  des  Argumentes  q  berechnen  lassen.  Indem  ich 
vorerst  nicht  darauf  eingehe^  wie  die  Berechnung  dieser  Tafel  durchgeführt  werden 
kann,  bemerke  ich  nur,  dass  die  Tafel  XI  mit  dem  Werthe  q  als  Argument 
log  f  unmittelbar  ergibt ;  als  Grenzwerthe  für  q  sind  —  0.03  und  +  0.03  ange- 
nommen, was  für  alle  Fälle,  die  bei  dieser  Methode  eintreten  können,  mehr  als  aus- 
reichend ist.  Die  Tafel  selbst  bedarf  wohl  kaum  einer  näheren  Erläuterung;  die- 
selbe ist  auf  6  Decimalen  beschränkt,  da  diese  Genauigkeit  selbst  bei  den  umfassend- 
sten Störungsrechnungen  genügend  erscheint. 

Man  kann  daher  mit  Rücksicht  auf  (4]  schreiben: 

setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (3)  (pag.  73)  ein  und  nimmt,  da  die 
Massen  der  Ilimraelsköqier,  die  dieser  Rechnungsmethode  unter>vorfen  werden,  stets 
unmerklich  sind, 

I»  =  o 

an,  so  erhalten  die  Gleichungen  die  folgende  Gestalt: 


^-ki2m,Y-^^-^\  + 


dK 

dp 


^ 


ro^ 


fi^  —  ^ 


\ 


1) 


Ehe  ich  diese  Gleichungen  weiter  für  die  praktische  Anwendung  verwerthe, 
will  ich  dieselben  auf  jene  einfachere  Form  bringen,  die  dieselben  annehmen,  wenn 
man  nur  die  ersten  Potenzen  der  Störungen  mitnehmen  will ;  man  hat  dann  offenbar : 

n   avil +  yoi7  4-goC 


d€i 


p2  =.  [x^  ^x^]2  -4.  (yi — yo)^  +  (^1  -  ^)^ 

In  vielen  Fällen  wird  man  mit  diesen  Gleichungen,  die  also  der  /-Tafel  nicht 
bedürfen,  eine  genügende  Genauigkeit  erhalten;  doch  ist  die  Abkürzung  der  Rech- 
nung nicht  allzu  bedeutend  und  es  wird  sich  daher  wohl  empfehlen  in   der  Regel 

10» 


\ 
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von  den  strengen  Gleichungen  (7)  Gebrauch  zu  machen.  Uebrigens  lassen  sich  für 
den  Fall;  dass  man  nur  die  ersten  Potenzen  der  störenden  Massen  berücksichtigen 
will,  wesentlich  bequemere  Rechnungsformen  angeben,  auf  die  später  eingegangen  wird. 
Ich  werde  nun  zeigen,  wie  man  ohne  grosse  Schwierigkeit  die  Werthe  der 
/-Tafel  herstellen  kann.  An  sich  würde  schon  die  Anwendung  der  in  (6)  ange- 
gebenen Reihe  nicht  unbequem  sein,  doch  würde  man,  um  die  letzte  Stelle  in  der 
Tafel  XI  sicher  zu  stellen,  einer  zehnstelligcn  Rechnung  bedürfen ,  welche  wegen  der 
dabei  nothwendigen  Interpolationen  ziemlich  beschwerlich  ausfallen  würde ;  ich  werde 
demnach  die  Rechnungsoperationen  so  transformiren,  dass  man  in  der  zehnstelligen 
Tafel  jede  Iuter]^)olation  vermeidet.  Vorerst  will  ich  aber  für  f  die  geschlossene  Form 
hinschreiben,  die  unter  Umständen  mit  Vortheil  benützt  werden  kann. 


Man  erhält  zunächst: 


schreibt  man  nun,  um  die  Form  %  zu  vermeiden,    die  fiir  unendlich  kleine  Werthe 
von  ([  eintritt: 


2(/  =  (V^I    +  2q—  l)    \\\    -f    2^+1) 


so  erhält  man: 


4/=  -Z^^'"*"*^^     ' 


führt  man  nun  die,   mit  Rücksicht  auf 


{  I  -  (1  4-  2q]-\  )  :  {  Vi  +  2?  -  0  =  ^-.J=^  +  — ^ 4- 


Vi  -h  2*^  \  -\-%q  {i-|-ag)l 

geschlossen  mögliche  Division  aus,  und  setzt  der  Kürze  halber: 

I 

«  = ; 

V'  +  »7 
so  ist: 

womit  die  verlangte  Form  erreicht  ist,  welche  in  der  That  eine  bequeme  und  sichere 
Rechnung  gestattet,  aber  für  die  Anwendung  zchnstelliger  Tafeln  beschwerlich  wäre. 
Der  obigen  Reihe  fury  kann  man  aber  sofort  eine  stärkere  Convergenz  ertheilen, 
wenn  man  die  folgende  Transformation  benützt: 

Die  Entwicklung  gibt : 

f  /       I  \— i    \  I     f  **'      o    I     i'i-3      •.         ''''SS      I    •      i*i-3*5-7       r  ) 

3  ^  -*'         (         '     *^  13  ^      '     13.4  -«  »^^'S  ^  ?'3-4'S-6    ^  S 

setzt  man  also  für  den  Klammerausdruck: 

80  mrd  It  gefunden  durch  die  Vciglcichung  der  beiden  Werthe  und  es  ist: 


ler  unter  Aiiweiiiliiiif;  ilt 


-,'/'  + m' 


'  logurithiiii sehen  Reihe : 


iog3  -  jiuK  (>  +2»)  +  Jiog  (1  +  jl  +  Mwi  ( (e)  -  4  («)•  +  i  M> 


■  )■ 


^Ml 


Den 

r 


Das  let/.te  (ilied  kann  selbst  für  die  Ureiizwerthc  von  '/  mit  Hilfe  yntelliger 
Tnfeln  auf  1 1   nccinialsteUeii  genau  bestimmt  werden,  «nd  es  erscheint  demnach  die 
Kerechiiung   der  Werthe  für  lagj"  mit  Hilfe    zchiistelliger  Tafchi   uhne  jede  luter- 
lUUon   in   den  letzteren  herpestellt. 

Hie  hinten  an (fol längte y-Tiifcl  if*t  nHt^h  dieser  Fiimiel  durch  Herrn  F.  Anton 
mit  grosser  Surgfalt  lostellig  berechnet  nnd  ist  daher  völlig  uiif  euie  halbe  Einheit 
der  tetztj?n  Stelle  richtig.  Für  einen  Fall  (y  =  + 0.0251)  musste,  um  die  sichere 
Rii'htigstellnng  der  letzten  Decimalc  zn  erhalten,  der  Lügarithmus  12  stellig  berechnet 
werden.  In  Nnramer  2130  der  astronomischen  Nachrichten  habe  ich  die  Fehler  der 
Kncke'scben  ystt'lligen  Tafel,  die  »ich  nach  dieser  Rechnung  ergaben,  milgetheilt; 
die  daselbst  angeführten  Correctionen  können  dalier  benutzt  werden,  falls  das  lle- 
(iürfnisB  nach  einer  völlig  correcten  7  stelligen  Tafel  eintreten  sollte. 

Ich  werde  nnu  zeigen,   wie  man  die  Gleichungen  {7)    (pag.  75)   der  StÖrungs- 
rechnungzu  Grunde  legen  kann  imd  setze  vorerst  voraus,  das»  die  StörungBrechnung 
bereits  im  Gange  ist;  die  Vorschriften,  die  inmi  beim  Heginnc  derselben  zu  befolgen 
werde  ich  später  vornehmen. 
Die    Storungsrechiiung    selbst    gibt     die     »weiten     l)iffercntiali)uiitienten     der 
Störungswerthe ;    wendet   mau    auf   die   durch    die  Kechniing    für   gewisse  fixe  Keit^ 
Intervalle  festgestellten  Werthe  die  doppelte  Siimmation  an,   wie  dies  bei  der  mecba- 
niürhen  Quadratur  ansfiilirlich  erläutert  wurde,   so  gelangt  man  durch  diese  zu   ge- 
crten  lutegralwerthen.  die  für  die  Zeit  der  Slorungsrechnung  dtirch  Corrsktioiien, 
von  dem  Argumentwerthen  und  deren  geraden  Differenzen  abhängen,   strenge  er- 
füllten werden  können.     Man  hat  nämlich  mit  Uebergehung  von  Gliedern,  die  wohl 
merkbares  bewirken  können  nach  B„]    (p^g-   53)  ■    '"   <lfr  Einheit  gleichsetzend: 


///(^ 


dx^  = 


"fl'H 


'l  +  n/("  +  '' 


-/■■(«+■»)  +  . 


Wäre  der  letzte  Werlh  des  2''"'  Differentialqnotienten  y{a+ (1 — i)*«)  gefunden  wor- 
den, 80  findet  man,  wenn  mau  die  Summining  ausführt,  streng  'lf[a-\-iw);  ebenso 
würde,  wenn  die  Rechnung  nach  rückwärts  fortgesetzt  bis  zu  f[a^{i — \)w)  ge- 
langt wäre,  "J"a  —  iw]   erhalten  werden.      Das  Keimltat  dieser   lietrachtungen    führt 
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uns  zu  dem  Schlüsse,  dass  für  das  nächste  Intervall,  für  welches  die  Störungs- 
rechnun^  nuch  nicht  fortgeführt  erscheint,  durch  die  mechanische  Doppel-Quadratur 
der  doppelt  summirte  Werth  hekannt  ist;  man  hat  demnach  durch  die  Hilfsmittel 
der  mechanischen  Quadratur  bereits  einen  Näherungswerth  für  ^,  ry,  ^,  der  in  die 
Formeln  (7)  eingesetzt  einen  schon  sehr  genäherten  Werth  für  den  zu  berechnenden 
zweiten  Differentialquotienten  abgeben  wird;  ist  einmal  dieser  Werth  ermittelt,  so  wird 
man  denselben  benützen,  um  einen  der  Wahrheit  näher  kommenden  Integralwerth 
der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen  und  die  Operationen  so  lange  fortsetzen,  bis 
keine  Aendening  der  berechneten  Werthe  eintritt.  Dieses  Verfahren  wäre  aber  sehr 
zeitraubend  und  beschwerlich;  und  man  sieht  sofort  ein,  dass  man  das  Ziel  weit 
rascher  erreichen  kann,  wenn  man  nach  dem  Gange  der  Funktion  ,  etwa  mit  Hilfe 
der  auf  pag.  67  entwickelten  Formeln,  den  zu  erwartenden  zweiten  Differential- 
quotienten extrapolirt  und  den  so  erhaltenen  Werth  sofort  zur  Correktion  des  doppelt 
summirten  Werthes  benützt.  In  der  That  erreicht  man  dadurch  meist  schon  im  ersten 
Versuche  eine  so  bedeutende  Annäherung,  dass  die  zweite  Bechnung  bereits  die 
genauen  Werthe  ergibt,  ein  Verfahren,  welches  von  Encke  für  diesen  Fall  in  Vor- 
schlag gebracht  und  vielfach  angewendet  wurde.  Dieses  Kechnungsverfahren  ver- 
meidet jedoch  nicht  völlig  die  indirecte  Rechnung,  indem  die  Erfahrung  lehrt,  dass  es, 
weini  die  Stöningen  nur  halbwegs  anwachsen,  eben  unmöglich  wird,  den  zu  erwar- 
tenden Werth  mit  einem  solchen  Grade  der  Sicherheit  zu  bestimmen,  dass  die  Wieder- 
holung der  Rechnung  mit  dem  verbesserten  Werthe  immer  vermieden  werden  könnte. 
Es  liisst  sich  jedoch  eine  Vorschrift  angeben,  die  auch  diesen  Mangel  behebt. 

Das  Glied  —  ^h^ß^  (^  +  *  ^)  fügt  in  der  Regel  wenig  merkbares  hinzu,  und 
man  kann  den  Werth  des  Integrales  ohne  Mitnahme  dieses  Gliedes  als  genügend 
genau  ansehen;  man  kann  dieses  Glied  also  entweder  ganz  übergehen,  oder  das- 
selbe, was  vorzuziehen  ist,  überschlagsweisc  nach  dem  Gange  der  Funktion  in 
Rechnung  ziehen;  bei  der  Kleinheit  des  Factors,  mit  dem  der  zweite  Differenzwerth 
zu  multiplicireu  ist,  wird  die  Unsicherheit  über  den  Gang  der  Funktion,  die  noth- 
wendigcrweise  die  Extrapolation  mit  sich  bringt,  von  keiner  Erheblichkeit  sein  und 
man  kann  daher  die  Behauptung  aufstellen ,  dass  das  Glied  —  liv/^'  (^  "H  i  ^) 
schon  vor  Beginn  der  Rechnung  des  diesbezüglichen  Störungsintervalles  als  genügend 
genau  bekannt  angesehen  werden  kann. 

Gibt  man  den  Gleichungen  (7)  (pag.  75]  durch  Einführen  einiger  Abkür- 
zungen eine  concisere  Form,  indem  man  setzt: 


*  =  * 


9) 


SO  wird  geschrieben  werden  können : 
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<Pl      1      7 


=  2{X]+hfq:r 
=  2[Y]+hfqy 


lO) 


in  diesen  AuRtlriicken  kann  man  die  Werthe  für  die  gestörten  Coordinaten  des  Pla- 
neten als  bekannt  voraussetzen  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen;  denn  es 
genügt  für  dieselben  die  Störungen  nur  beiläufig  zu  kennen,  da  die  (/oordinaten 
selbst  durchaus  mit  Grössen  von  der  Ordnung  der  Störungen  multiplicirt  erscheinen. 
Mau  wird  also  mit  Rücksicht  auf  den  Gang  der  Funktionswerthe  und  auf  die  Re- 
geln der  mechanischen  Integration  leicht  genügende  Annäherungen  für  dieselben 
erhalten,  die  keiner  Verbesserung  bedürfen.     Setzt  man  nun: 

%)  =  '/(y)  (« + »■  «"l  +  A  -S  ( F)  -  ^0  /•(»)  («+»«')     ^  " ' 

welche  Werthe  als  völlig  bekannt  angesehen  werden  dürfen,  so  ist  mit  Rücksicht 
auf  die  obige  (pag.  77)  für  die  mechanische  Integration  angesetzte  Formel,  wenn  mau 
dieselbe  auf  alle  drei  Coordinaten  anwendet  und  statt  des  Doppel  integrales  bezie- 
hungsweise die  Werthe  ^^  ij  und  C  schreibt: 


v  =  %  +  A  rfp  ==  *(»)  +  i*j  f*f9y  —  Vi  /"/ 


12; 


man  findet  also: 

nun  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  (5)    (pag.  74): 

^0^  ?  =  (^0  +  1  ^  I  +  (yo  +  i  1?)  1?  +  (^  +  i  c)  i  ;  14) 

wo  wieder  die  in  den  runden  Klammem  stehenden  Werthe  mit  Rücksicht  auf  den 
Factor  von  der  Ordnung  der  Stönmgen  als  hinreichend  genau  bekannt  angesehen 
werden  können,  indem  die  Werthe  \  ^,  J  jj  und  J  l,  durch  Extrapolation  hierfür  mit 
genügender  Schärfe  zu  erhalten  sind.  Führt  man  nun  für  f.  1/  und  T  in  (14) 
die  Werthe  aus   (13)  ein  und  schreibt  der  Kürze  wegen: 


a 


_       ^o+il 


h=: 


V 
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welche  Wertlio  also  wieder  direct  erhalten  werden,  so  wird: 

I  —  -_/(aar-f  &y  +  c:) 

womit  der  Werth  von  q  sofort  direct  gegeben  ist,  sobald  der  Werth  von  f  bekannt 
ist;  diese  scheinbar  indirectc  Rechnung  wird  aber  durch  den  verhältnissmässig  ein- 
fachen Gang  der  y-Funktion  so  erleichtert,  dass  aus  diesem  Umstände  kein  Nach- 
theil für  die  directe  Rechnung  erwächst.     Da  überdiess  der  Nenner  oder  vielmehr 

der  Logarithmus  des  Nenners  in   (i6)   in  Folge   des   kleinen   Factors  —  selbst  bei 

1  z 

sehr  stürk  anwachsenden  Störungen  ^inen  fast  linearen  Gang  zeigt,  so  scheint  es 
zweckmässig  zur  Flestimmu^  des  tferthes  von  /  nicht  den  Gang  der  vorausgehen- 
den Werthreihe  für  f  äu  benutzen,  sondern  einfach  den  Werth  des  Nenners  zu 
extrapoliren,  und  den  so  erlangten  Näherungswerth  von  q  als  Argument  für  die  ß- 
Tafel  zu  benützen.  In  dem  weiter  unten  folgenden  Beispiele  wird  nuln  sich  leicht 
überzeugen,  dass  auch  diese  Operation  in  der  That  als  direct  bezeichnet  werden 
kann,  indem  eine  Verbesserung  und  Wiederholung  der  Rechnung  niemals  nöthig 
erscheint. 

Indem  der  Werth  von  q  hiermit  also  durch   ein  directes  Verfahren  bestimmt 
erscheint,  erhält  man  durch  die  Verbindung  der  Gleichimgen  (lo)  und  (13)  (pag  79): 


d^rj 


=  2(X)+hfq:r^-±^^   \  S^,^  +  ^  h  fq  x,\ 
;|  =  2'  (r;  +  hfqy  -  -Jt^-^  I  .%^  +  ,i,  hfqy    \ 

^  =  :^[Z     +hfqz-^^\s,,)+i,hfqz     \ 

oder  indem  man  setzt: 
so  wird  : 


i8) 


womit  die  als  direct   zu  bezeichnende  Herechnung  des   geforderten   zweiten  DiiFe- 
rentialqu«)ticntcn  erreicht  ist. 

Die  vorausgehenden  Vorschriften  sind  aber  nur  verwendbar,  wenn  <He  Stö- 
rungsrechnung bereits  im  Orange  ist  uÄd  bedürfen  einer  Modification ,  Wewn  mAs, 
von  bestimmten  osculirenden  Elementen  ausgehend,  die  Rechnimg  beginnt.  Es  sind 
nämlich  in  diesem  Falle  die  doppelt  summirteu  Werthe  y  [a  -f-  iw)  unbekannt ,  die 
der  obigen  Rechnung  als  Grundlage  gedient  haben.  Der  Umstand  aber,  dass  die 
indirecten  Glied(»r  wegen  des  kleinen  Factors  //  anfänglich  einen  sehr  geringen  Ein- 
fluss  üben,  gestattet  auch  hier,  die  nothwendigen  Näherungen  rasch  durchzufuhren. 


«< 


lerbei  mag  lipmerkt  werrteii.  ilass  A'  mit  der  Grösse  lies  gewählten  Zeitintervatles 
äclist,  weshalb  letzteres  nicht  a]lzn  ((rostj  anf^nommen  werden  darf,  lieber  die 
isse  dc6  anzuwendenden  Intervalles  entscheiden  die  speciellen  Umstände  und  e» 
köunen  hierüber  keine  allgemeinen  Vorschriften  gegeben  Mcrden ;  4otägige  Inter- 
viillf  sind  im  Allgemeinen  bei  der  Hcreohimng  der  speciellen  Stüniiigen  der  kleinen 
i'laneten  ausreichend,  wiewolil  bei  starker  Annäherung  nn  Jupiter  dieses  Intervall 
lt  sni  gross  erscheint;  im  Allgemeinen  wirkt  entscheidend  Tür  die  Wahl  des  Int<^r- 
illes  die  Masse  des  störenden  Körpers,  die  Grösse  der  Annäherung  und  die  IJe- 
wegung  des  gestörten  Körpers.  Es  kann  liaher  z.  H.  bei  Kometen  oft  erwünscht 
isi'in ,  das  Intervall  im  Verlaufe  der  Ilecbnung  abzuiLudom ,  wobei  jedoch  stets 
j^ehörig  auf  die  richtige  Kostimmung  der  lutegratiunscon stauten  zu  achten  ist. 
wird  das  Intervall  demnach  stets  so  zu  wählen  habeu,  dass  sich  die  Stö- 
hinreichend  regelmässig  gestalten  und  demnach  die  Sicherheil  der  mecha- 
:hen  Cluadraturen  nicht  in  Frage  stellen.  Man  wird  also  bei  lieginn  der  lleclmnug 
irerst  die  indirccten  Glieder  der  Null  gleich  setzen,  und  indem  man  zweckmässig 
(>8cuktion8ei)üche  so  wählt,  dass  dieselbe  in  die  Mitte  eines  Intervalles  fällt, 
'ei  Orte  vor  und  zwei  Orte  nach  der  Osculatiousepoelie  rechnen.  Für  diese  Zeit 
il  man,  ohne  Erhebliches  zu  übergehen  j  in  der  Keclmuug  der  Werthc  i  [X], 
—  {V),  —  {Zj  die  ungestörten  Coordinaten  anwenden  dürfen,  da  die  Stiinmgtm 
zweiter  Ordnung  in  derTliat  ganz  unbedeutend  sind.  Indem  mau  diese  Werthe  vor- 
erst mit  den  gesuchten  zweiten  Di fferentialquoti outen  identificirt,  wird  nmn  die  so 
erhaltene  Wertlireibe  benützen,  inn  die  Anfangseou stauten  für  die  evsli;  und  KHeite 
ftummation   (vergl.  pag.   15,   53)  nach  den  Formeln; 

kbestitnmen,  und  die  Summimng  auf  einem  gesonderten  Klatte  durchführen;  da- 
rch  gelangt  man  zur  Kemitniss  der  Werthe  der  zweiten  summirten  llrihe,  die 
rh  den  obigen  Vorschriften  zur  genaueren  llcslimmung  der  diesbezüglichen  Diffe- 
rentialquotienten verwendet  weiden ;  man  erhält  in  der  Rege]  schon  dadurcli 
hinreichend  genaue  ^Verthe  für  dieselben;  indess  kann  mau,  wenn  man  befürchten 
"dlt«^  dass  diese  Werthe  keine  völlig  genügenden  .\unähemngen  ergehen,  die  Rech- 
nung nochmals  mit  den  so  gefundenen  Wertlien  if'ie<lerh<den .  In  dem  nnten  fol- 
genden Keispiele  werden  diese  Vftrschriften  ausführlich  hes  pro  eben  und  ich  begnüge 
^nich  hier  deshalb  mit  diesen  Andeutungen;  ist  aber  einiHnl  ilie  Uechnutig  im 
Bilge,  dann  kann  man  sieh  an  die  oben  auseinander  gesetzten  Vorsehriften  gleicU- 
tBtng  halten. 


+  ; 


■^,\'fM+f{'— ")]  +  ■■ 
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§  3.    Die  Bestimmuiig  der  Coordinaten. 

Die  Berechnung  der  Coordinaten  der  störenden  Planeten  kann  meist  ganz 
umgangen  werden,  da  man  dieselben  gesammelt  in  den  Publicationen  der  astrono- 
mischen Gesellschaft  Band  I  und  VI  findet;  da  dieselben  in  dieser  Sammlung  in 
bestimmten  Zeitintervallen  fortlaufend  mitgetheilt  sind,  so  wird  es  zweckmässig 
erscheinen,  sich  bei  der  Stönmgsrechnung  an  diese  Intervalle  zu  halten,  um  jede 
Interpolation  zu  vermeiden.  Jener  Theil  der  Störungen,  der  von  dem  Einflüsse  des 
störenden  Planeten  auf  die  Sonne  herrührt,  ist  in  die  Sammlung  ebenfalls  ange- 
nommen, wobei  die  daselbst  angeführten  Massen  benützt  sind,  die  man  dann  für  die 
anderweitigen  Rechnungen  anzuwenden  hat.  Die  Coordinaten  sind  auf  bestimmte 
Aequinoctien  bezogen ;  es  ist  daher  angemessen,  auch  diese  der  Rechnung  zu  Grunde 
zu  legen. 

Es  wird  daher  von  Zeit  zu  Zeit  die  Nothwendigkeit  hervortreten,  die  Stö- 
rungen auf  ein  anderes  Aequinoctium  zu  übertragen;  indem  ich  aber  diese  Trans- 
formation auf  den  Schluss  dieses  Paragraphen  verschiebe,  will  ich  hier  die  Methode 
auseinandersetzen,  wie  man  mit  Hilfe  der  astronomischen  Ephemeriden,  speciell 
unter  Berücksichtigung  der  Einrichtungen  des  Berliner  Jahrbuches,  sich  die  Coordi- 
naten des  störenden  Planeten  verschaffen  kann,  da  wohl  hier  und  da  das  Bedürfniss 
eintreten  kann,  von  den  Angaben,  die  oben  citirt  wurden,  abzuweichen. 

Die  älteren  Bände  des  Berliner  Jahrbuches  geben  bis  zum  Jahrgänge  1867 
inclusive  die  hoHocentrischen  Längen  Jl',  Breiten  ^  und  Entfernungen  rj  der  grossen 
Planeten  meist  in  so  engen  Intervallen,  dass  die  Interpolation  für  ein  beliebiges 
Datum  ohne  Mühe  ausgeführt  werden  kann ;  die  polaren  (/Oordinaten  beziehen  sich 
dabei  auf  das  wahre  Aequinoctium.  In  den  anderen  astronomischen  Ephemeriden 
finden  sich  die  heliocentrischen  Orte  der  grossen  Planeten  in  ähnlicher  Weise  mit- 
getheilt und  man  hat  dieselben  vorerst  auf  das  der  Rechnung  zu  Grunde  liegende 
üxe  mittlere  Aequinoctium  zu  beziehen;  dieses  geschieht  nach  den  Vorschriften, 
die  im  ersten  Bande  pag.  88  auseinandergesetzt  sind;  ich  will  daher  hier  die  Bnd- 
formeln nur  übersichtlich  sammeln.' 

Ist  N  die  für  das  betreffende  Datum  geltende  Nutation,  die  ebenfalls  in  den 
Ephemeriden  Aufnahme  findet,  ist  ^  die  Zeit  des  betreffenden  Datums,  /q  die  Zeit 
der  fixen  Epoche,  auf  welche  sich  das  gewählte  fixe  mittlere  Aequinoctium  be- 
zieht ,  und  setzt  man  die  Differenz  tx  —  1^^  =  %  \xi  Einheiten  des  tropischen  Jahres 
an,  so  ist  die  heliocentrische  Länge  /,,'  und  Breite  //o'  in  Bezug  auf  dasselbe  Aequi- 
noctium bestimmt  durch : 

Ao'  =  A'  —  N—  T  {  /  4-  7r  tang  //  cos  {X'  —  IT)  } 
//o'  =  /r  +  T  TT  sin  [X  —  IT)  , 
wobei  für  die  Constanten  Werthe  anzunehmen  ist: 

/I  =  173«  o'  12"  +  32'.'847  {  H^i  +  ^ol  -  1850  } 
jt  =  o'.'4795  —  o''ooo  0062  {  J  [tx  +  ^]  —  1850  } 
/  =  5o'/23465  +  orooo  2258  {^  [/,  +  ^o]  —  1850}  ; 
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man  wird  hierbei  die  Glieder  zweiter  Ordnung  strenge  berücksichtigen,    wenn  man 

für  X'  und  ß^  in  den  letzten  Gliedern  rechter  Hand  die  für  die  Zeit  -^i--  geltenden 

Werthe  einsetzt;  für  die  Verhältnisse,  wie  dieselben  durch  die  Planeten  geboten 
werden,  genügt  es  aber,  für  X'  den  Werth 

einzusetzen  und  für  /f  den  unveränderten  Werth  anzunehmen. 

Sind  einmal  diese  Grössen  berechnet,  so  finden  sich  die  rechtwinkeligen  Co- 
ordinaten  nach  den  Formeln: 

Xy  =  ri  cos  X^  cos  ß^ 

yj  =  n  sin  Ao'  cos  ß^' 

«1  =  n  sin  ß^'  ; 
bei  dieser  Rechnung  wird  man  zweckmässig  sofort  auch  den  störenden  Einfluss  des 
Planeten  auf  die  Sonne  bestimmen  und  somit  zu  rechnen  haben: 

wobei  unter  k  die  CJonstante  des  Sonnensystems,  unter  w  das  der  Stöningsrechnung 
zu  Grunde  liegende  Zeitintervall  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  und  unter 
m^  die  Masse  des  störenden  Planeten  in  Einheiten  der  Sonnenmassc  verstanden  ist. 

Die  Massen  der  grossen  Planeten  und  die  Producte  {k  w)  ^  my  finden  sich  unter 
Annahme  des  Werthes  to  x=  40  in  der  Tafel  XII  aufgenommen  und  hierbei  ist  vor- 
ausgesetzt, dass  Alles   in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  ausgedrückt   erscheint 

Die  Berliner  Jahrbücher  für  1 868 ,  1 869  und  1 8  70  geben  direct  die  rechtwinkeligen 
Coordinaten  und  die  störenden  Kräfte,  soweit  dieselben  von  dem  Orte  des  gestörten 
Planeten  unabhängig  sind.  Vom  Jahre  1871  an  finden  sich  Angaben  für  die  he- 
liocentrischen  Orte,  die  unmittelbar  die  Grössen  r^ ,  Xq'  und  /äfo'  finden  lassen.  Der 
Logaridimus  von  ri  und  die  Grösse  ß^'  finden  sich  dirfect  unter  den  Columnen 
»log  12«  und  » Breite a,  Xq'  findet  sich,  wenn  man  zu  den  Werthen  »Länge  in  der 
Bahn«  die  Grösse  »Reduction  auf  die  Ecliptik«  mit  dem  angesetzten  Zeichen  ad- 
dirt.  Es  ist  natürlich  klar,  dass  man  sich  an  die  im  Berliner  Jahrbuche  gewählten 
Epochen  und  Aequinoctien  halten  wird,  um  die  sonst  nöthigen,  immerhin  zeit- 
raubenden, Interpolationen  und  Reductionen  zu  vermeiden. 

Was  nun  die  Berechnung  der  ungestörten  Coordinaten  Xq,  yo,  Zq  und  Tq  des 
gestörten  Planeten  anlangt,  so  wird  man  vorerst  die  der  Rechnung  zu  Grunde 
liegenden  Elemente  auf  das  mittlere  fixe  Aequinoctium  der  (Koordinaten  des  stören- 
den Planeten  beziehen  und  hierzu  allenfalls  die  Formeln,  die  im  ersten  Bande  ent- 
wickelt sind  (I  pag.  81  u.  ff.),  benützen. 

Mit  diesen  Elementen  rechnet  man  nun  vorerst  (vergl.  I  pag.  17) : 
sin  a  sin  -4  =  cos  Q  sin  4  sin  fi  =  sin  Q  C  =0 

sin  a  cos  A  =  —  sin  Q  sin  i        sin  b  cos  B  =  cos  Q  cos  i         sin  c  =  sin  i 

_        _  f,         sin  op 

'  nn  I 

A'  =  A  +  ü)         B'  =  B  +  (0  C  =  (a 

11* 
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dann  weiter  für  die  einzelnen  Intervalle: 

M=E-e"smE  \         »  P««-  47- 

r«  sin  Vo  =  a  cos  qp  sin  E  ]         j  p^^^    ^g 

Tq  cos  üjj  =  a  (cos  E  —  e)  j 

Xq  =  ro  sin  a  sin  (A'  +  ^(i)  | 

y,  =  ro  sin  b  sin  (B'  +  t?,,)  [         '  P«!?-  >7- 

5y  =  Tq  sin  c  sin  (C  +  t?o) 


I 


14-AA 


wobei  log  [wky^  =  g,()'j^2S^  (das  Intervall  w  zu  40  Tagen  vorausgesetzt)  ist,  und  erhält  so 
alle  ('oordinaten,  die  für  die  Stöningsrechnung  nöthig  sind.  Der  Umstand,  dass  es  von 
io«zu  10  Jahren  nöthig  ist,  das  mittlere  Aequinoctium  abzuändern,  um  die  Angaben 
des  Berliner  Jahrbuches  ausnützen  zu  können,  stellt  schliesslich  noch  die  Aufgabe,  die 

Störungen  f ,  ly ,  t  in   den  Coordinaten  und  deren  Geschwindigkeiten   "j;  >  "^  ?   ^jI 

von  einem  mittleren  Aequinoctium  auf  ein  anderes  zu  übertragen.  Um  diese  Auf- 
gabe vorzunehmen,  wird  man,  da  wohl  'ausschliesslich  Ekliptikalcoordinaten  bei 
diesen  Rechnungen  angewendet  werden,  die  im  ersten  üande  pag.  84  angeführten 
Formeln  als  Ausgangspunkt  benützen  können. 

Bezeichnet  man  mit  x,  y,  z  die  ("oordinaten  in  Bezug  auf  das  Ausgangs- 
Aequinoctium,  mit  ar, ,  yj ,  z^  die  auf  das  neue  Aequinoctium  bezogenen  Coordinaten, 
so  hat  man,  wenn  als  Ausgangspunkt  der  Zählung  die  Knotenlinie  zwischen  den 
beiden  in  Betracht  kommenden  Ekliptiken  angenommen  wird,  die  Kelationen: 

X  =  cos  ß  cos  {k  —  n)  \ 

y  =  cos  /i^  sin  (A  —  TI)  >  i) 

z  =  sin  ß  } 

x^  =  cos  {ß  +  d  ß)  cos  il  -\^dl  —  ll  —  l)     I 

y,  =  cos  [ß  J^dß)  sin  [l  +  dl^  n—l]      \  2) 

z^  =  mi  {ß  -Y  d  ß]  ] 

Xx=x  I 

y^  =  y  COS  n:  +  z  sin  71  \  3) 

^1  =  —  y  sin  TT  +  2  cos  ;r.  J 

Wählt  man,  wie  es  in  der  Störungsrechnung  geschieht,  die  Richtung  nach 
dem  jeweiligen  mittleren  Frühjalirspunkte  als  die  positive  X-Achse,  so  erhält  man 
leicht  aus  (i)  und  (2),  wenn  mau  die  so  gezählten  Coordinaten  durch  den  Ex- 
ponentialindex  » o «  imt^rschcidet : 
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X  ^=  x^  cos  il  +  y**  sin  U 
y  =  yo  eQg  ji  —  x^  sin  U 

ar,  =  a?!«  cos  (/!  +  /)+  y,®  sin  (/!  +  /) 
yj  =  yjO  cos  (il  +  /)  —  arjO  sin  (JI  +  /) 

werden  diese  Werthe  in  (3)  substituirt,  so  erhält  man  für  ajj®,  yi®,  Zj*^  die  Ausdrücke: 

j:iO=;i:0{cos/Tco8(n  +  /)  +  sinJIsin  (i7+/)cos7r}  +  yO{sin/Tco8  (11+/)  — 

—  cos 71  sin  (il+/)  cos/r}  —  z^sin/rsin  (il+  /) 

y,«==z0{cosi7 sin  (/!+/)  —  sin/Tco8(n  +  /)  cos^t}  +  yO{sinn  sin  (JI+Z)  + 

+  cos  71  cos  (il-f-fl  cos /r}  +  «®  sin  TT  cos  (il+/) 

2j  ti  .=^2:®  sin  TJsin  /r  —  y^^cos  ilsin  7ir+«®  cos  /r. 

Setzt  man  also: 

Xx  ==  —  2  {  sin^  I  /  +  sin  JI  sin  ( JI  +  /)  sin^  ^  /r  } 
Yx  =  —  sin  /  +  2  cos  JI  sin  (JI  +  l]  sin^  |  it 
Ze  =  —  sin  7t  sin  (JI  +  /) 

Xy  =  sin  1-^-2  sin  JI  cos  ( JI  +  ^)  sin^  ^  /r 

Fj^  =  —  2  {  sin2  J  /  +  cos  JI  cos  (JI  +  ')  sin^  i  ^  }  /  4) 

Zy  =  sin  TT  cos  (JI  +  /) 

Xj  =  sin  JI  sin  TT 
1^5=  —  cos  JI  sin  Jt 
Z;j  =  —  2  sin2  ^  TT  , 

So  sind  die  allgemeinen  Transformationsformeln ,  mit  denen  man  die  letzten  Sum- 
'tiations-,  Argument-  und  DiflTerenzwerthe  der  Störungstafeln  zu  übertragen  hat, 
Wenn  man  das  Aequinoctium  ändern  will,  bestimmt  durch: 


y,o  =  yO  +  Xy.a;OH-  Yy.yO  +  Zy.;j 


0 


5) 


'0 


Die  nachstehende  Tafel  gibt  von  10  zu  10  Jahren  für  das  gegenwärtige  Jahr- 
hundert die  Logarithmen  der  nach  obigen  Formeln  streng  berechneten  Coefficienten 
für  die  Uebertragimg  auf  das  nächstfolgende  Jahrzehnt ;  um  keinen  Zweifel  über  die 
Charakteristik  zu  lassen,  ist  dieselbe  vollständig  angesetzt: 


log  X,  log  Y^ 


logZ, 


"004,4719— 
19104,4720 — 
'«»04,4710— 

'830  4i»472i  — 
I840  4ir*72i  — 

»850  4»472i  — 
1860  4,4722— 

Ig70  4«47"- 
8804*4723  — 
890  41.4723— 
900  41.4723— 


lOgXy 

10  7,386490—10  4,4728  —  10  7.386490— 
10  7,386510—10  4,4674—10  7.386510  — 

10  7n386529— 10  4,4619—10  7.386529— 
10  7*386549—10  4,4563—10  7.386549— 
10  7,386568 — 10  4,4506  —  10  7.386568  — 
10  7,386588—10  4,4448—10  7.386588— 
lo  7,386607 — 104,4390 — 10  7.386607 — 
»o  7«386627— 10  4n433i  — »o  7-386627- 
10  7,386646 — 104,4271  — 10  7.386646  — 
10  7,386666 — 10  4»42i  1  —  107. 386666— 
10  7,386685—10  4,4149—10  7-386685  — 


log  Fy  log  Zy  log  X,  log  r,         log  Z, 

104.4720  —  105,36305—10  4.4810—105.36291  —  10  0,43—10 
104,4720-105,36308—10  4.4756—105.36294—10  0,43—10 

104.4721  —  105,36311—10  4.4702-105.36297—10  0,43—10 
104,4721  —  105,36314—10  4.4647—105-36300-10  0,43—10 
104,4721  —  105,36317—10  4-459'  — 105.36303— 10  0,43—10 
104,4722—105,36320—10  4.4535—105.36307—10  0,43—10 
10  4n4722— 10  5*36323— 10  4.4478—10  5.36310—10  0,43—10 
104,4723—105,36325—10  4.4420—105.36313  —  10  0,43—10 
104,4723—105,36328—10  4.4362  —  105.36316—10  0,43—10 
104*4723- 105*36330  — 10  4.4303— 105  36318  — 10  0,43  —  10 
104,4724—105,36332—10  4.4243—105.36320  —  100,43—10 
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Da  man  aber  wohl  auch  häufig  den  Uebergang  in  der  umgekehrten  Richtung 
oder  auch  in  anderen  Intervallen  zu  machen  hat,  8o  dürfte  es  sich  empfehlen,  ähn- 
lich wie  dies  bei  den  Präcessionsconstanten  geschehen  ist,  die  Entwickelung  der  dies- 
bezüglichen Glieder  nach  Potenzen   der  Zeit  vorzunehmen. 

Bleibt  nian  bei  den  Gliedern  2^'' Ordnung  inclusive  stehen,  so  erhalt  man 
leicht  aus  4)  : 

Xj.  =  —  {P  —  ^^Tt  sin  71)2 
Yx  =  —  l  +  yjt  cos  n.  7t  sin  n 
Zj.  =  —  TT  sinil  —  //r  cos  JI 
Xy  =  l  -{-  \7t  cobII.tc  sinJI 

Yy  =  — iP_|(^C08/r)2 


Zy  =7tcosn  —  /yrsinJI 


Xg  =  TTsinil 
Yg  =  —  7t  cos  n 
Zg   =— .|7r2. 

Die  in  diesen  Ausdrücken  erscheinenden  Präcessionsconstanten  haben  die  Form : 


6) 


TT 

JI 


Jio  +  «(<D- 1850) +/?{<, 


7) 


A)) 


wobei  die  numerischen  Werthe  sich  aus  der  Vergleichung  mit  I  pag.  8i  wie  folgt, 
ergeben : 

t 

A  =  -|-  5o"23465  +  o"ooo  22576  (^0 —  ^850)         A'  =  +  o"ooo  1 1288    \ 
y  =.+    o"47950  —  o"ooo  00624  (/^ —  1850)         /  =  —  o"ooo  00312    \        8) 
/lo  =  i73"o'  12",  a  =  +  32"847,  ß  =  -  8^694  ) 

Vor  Allem  wird  es  nöthig  sein,  die  Glieder  von  der  Form  tt sinil  und  7t cos  11 
näher  zu  entwickeln.  Es  ist  klar,  dass  hierzu  die  Band  I  pag.  77  gegebenen  Aus- 
drücke nicht  unmittelbar  verwerthet  werden  dürfen,  weil  dieselben  sich  vorerst  auf 
die  fixe  Ausgangsepoche  1850  beziehen  und  überdies  die  durch  die  allgemeine  Prä- 
cession  bewirkte  Aenderung  in  der  Zählung  von  17  nicht  enthalten. 

Man  findet  aus  7)  zunächst: 

TTsin/I  =  {ysin/Io  -|-  ya cos  JIo  (^—1850)}  (^ — t^)  +  {y'sinÜQ  -|-  y/S?cosJIo  + 

-{-ay  cos  Ho  {(^—iSso)}  (ti—i^)^ 

TT  cos  TT  =  {y  cos  JIo  —  ya  sin  JIo  (^—1850)  }  (t^ — Z^,)  +  {y' cos  JIo  —  y/^sinJIo  — 

—  ay  sinilo  (<o— 1850) }  (ii—i.)h 

führt  man  hierin  die  Werthe  aus  8)  ein,  und  lässt  diejenigen  Glieder,  welche 
Produkte  (<o — 1850)^  in  [ti — Iq)  und  (^ — 1850)  in  (^ — 1^)^  ergeben,  weg,  so  erhält 
man  Ausdrücke  von  der  Form : 


Ttsinll  =  {xo  -I-  xi  («0—1850) }  (ti—to)  +  Xo'  (<i— /«j^ 

TTCOSil  =  {^0  +   ^1  (^-1850)  }    ih—to)    +  W  ih-t^)^ 


}    " 


lO) 


87     

wobei   zu  Folge   der  obigen  Ausdrücke  die  constanten  Grössen   die   folgenden  nu- 
merischen Weithe  haben; 

Xo  =  +  o"o584i  xj  =  —  o"ooo  07655 

Co  =  —  o"47593  ^1  =  —  o^ooo  0031 1 

Xo'  =  +  0"0CXK)  1967 

Co  =  +  o"oooo  0556 
Es  wird  sich  also,  wenn  man: 

A  =  /o  4- 2^(^-1850) 

schreibt,  aus  6)  ergeben: 

Y,,  =  -  {lo  +  2 i.'  (<;)-i85o)}  [tt-to)  +  {KCo-^'}  [ti-t^]^ 

Z^=  —  {Xo  +  X,      (A,— 1850)  }  (<,— g  —  (     Xo+^^o)  (<i-A))^ 
Zy     =  (to  +  t,  (<0— 1850)}   (<,-g    +  {?«'— A«Xo}    iU—to}-" 

Xg=       (  xo  +  X,  (/,  - 1 850) )  (/,  — /,)  +  X«'  (<,  -  <i,)  2 

y, {?,  +  c, (<o-i85o)}  (<,-<;,)  +  Co'  (^,-<«)-^ 

c>der  numerisch  und  in  Einheiten  der  zehnten  Decimale: 

X^  =  —  296.57   (^,—^0)^ 

y^  =  {-  2435445  -  10.95  [to—iSso]}  (tt-to)  —  5.48  (fi—to)'^ 

Z^=[  -  2832  +  3.71  «0—1850)}  (^-g  +  4.66  (/,-^^„)2 
Xy  =  {+  2435445  +  10.95  (/o— 1850)}  (^-g  +  5.47  (/,— /o)"^ 
Yy  =  -  296.60  (t,-tol^ 

Zy  =  {—  23074  —  0.15  (/0—1850)}  (ii—to)  —  0.69  [ti—toY^ 
X^  =  {+  2832  -  3.71  («0—1850) }  {t,—to)  +  0.95  [t^-toY' 
Y^  ={+23074  +  0.15  (to-iS5o)}{t,-to)  +0.27  {t.^toY^ 
Z^  =-0.03  (^~^)2. 

Zu  den  voranstehenden  Formeln  wäre  zu  bemerken,  dass  man  bei  der  Ueber- 
tragung  auf  ein  anderes  Aequinoctium  in  der  Summationstafel  der  Störungen  in  den 
drei  C/Oordinaten  sowohl  die  summirten  Werthe,  als  auch  die  Funktions-  und  l)iffe- 
renzwerthe,  wie  sie  vor  der  Uebertragung  statt  haben,  entsprechend  transformiren 
mu88.  Hierbei  Wird  man  die  zusammengehörigen  Werthe  der  zweiten  summirten 
Keihe  als  x-,  y-,  ^^-Coordinaten  auffassen,  ebenso  die  zusammengehörigen  Werthe 
der  ersten  summirten  Keihe  u.  s.  f.  und  für  jedes  System  dieser  zusammengehörigen 
Werthe  die  Transformation  ausführen.  Die  Aenderungen  in  den  IMfferenzwerthen 
werden  in  der  Regel  so  klein  sein,  dass  es  kaum  nöthig  sein  wird,  auf  diese  Aen- 
derungen Rücksicht  zu  nehmen. 

Schliesslich  ist  in  diesem  Paragraphen  noch  zu  erwähnen,  wie  man  die  Stö- 
nmgswerthe  ^,  i;,  C  hei  Ableitung  einer  Oppositionsephemeride  verwerthen  kann. 


gg    

^,  rj,  L  sind  auf  die  Ekliptik  bezogen ,  während  die  Ephemeride  sich  gewöhnlich  auf 
den  Aequator  bezieht.  Um  den  Uebcrgang  auf  die  letztere  Ebene  zu  bewerkstelligen, 
hat  man,  wenn  £  die  Schiefe  der  Ekliptik  bezeichnet  und  ^',  jj',  T  die  neuen 
Werthe  vorstellen,  nach  I  (pag.  12)  die  Formeln: 

^  =  I 

rj'  =  Tj  cos  e  —  f  sin  e 
C  =  ij  sin  €  +  C  cos  €  ; 

diese  Werthe  wird  man  an  die  ungestörten  äquatorealen  Coordinaten  Xq,  yo'?  V 
des  Planeten  anbringen,  um  die  gestörten,  der  Ephemeridenrechnung  zu  Grunde  zu 
legenden  äquatorealen  (/oordinaten  ar',  y',  z'  zu  erhalten;  diese  sind  jetzt: 

3^'  =  Xq    +  ^ 

y  =  vo  +  V 

Man  wird  eine  Reihe  von  Werthen  für  ^,  1;,  c  für  die  Nähe  der  Oppo- 
sition nach  den  Fonneln  -4,i)  und  Bn)  (pag.  53)  rechnen,  und  aus  der  so  erhal- 
tenen Integraltafel  die  für  die  Epochen  der  Ephemeride  geltenden  speciellen  Werthe 
entlehnen ;  es  ist  klar,  dass  die  Berechnung  der  ('oordinaten  wohl  niemals  genauer, 
als  auf  Einheiten  der  7*^**"  Decimale  ausgeführt  zu  werden  braucht. 


§.  4.    Uebergang  auf  oscnlirende  Elemente  bei  Encke's  Methode. 

Die  Störungswerthe  wachsen  mit  der  Zeit  fortwährend  an  und  häufig  genug 
tritt  der  Fall  ein,  dass  die  Fortführung  der  Störungsrechnung  wegen  der  Grösse 
der  Störungen  und  wegen  des  unregelmässigen  Ganges  derselben  nach  den  obigen 
A'orschriften  sehr  beschwerlich  und  die  Genauigkeit  der  Rechnung  fraglich  wird. 
Das  unten  folgende  Rcispiel  zeigt  diesen  Uebelstand  sehr  auffällig,  und  die 
Rechnimg  ist  eigentlich  weiter  fortgesetzt,  als  es  für  die  Sicherheit  derselben  wün- 
schenswerth  erscheint.  Es  sollte  aber  gezeigt  werden,  was  die  verschiedenen  Me- 
thoden leisten,  und  das  gewählte  Beispiel  zeigt  ganz  auffällig  die  Vortheile  der  Me- 
thode der  Berechnung  der  Störungen  nach  den  Hansen 'sehen  Coordinaten,  wenn 
die  Störungen  sehr  anwachsen;  in  der  That  ist  der  Uebcrgang  auf  osculirende  Ele- 
mente nach  der  letzteren  Methode  ganz  überflüssig  und  ist  nur  ausgeführt,  um  ver- 
gleichende Resultate  zu  erlangen. 

Wünscht  man  also  aus  irgend  einem  Grunde  die  Störungen  auf  die  Elemente 
zu  übertragen,  so  tritt  die  Nothwendigkeit  auf,  hierfür  geeignete  Formeln  zu  be- 
sitzen. Für  die  Genauigkeit  der  Rechnimg  ist  es  wünschenswerth,  sofort  den  Ueber- 
schuss  der  gestörten  Elemente  über  die  ungestörten  zu  bestimmen.  Die  Formeln 
werden  bei  dieser  Forderung  zwar  etwas  verwickelter,  die  grössere  Mühe  aber  kommt 
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gegen  die  erzielte  Genauigkeit8zunahme  kaum  in  Betracht;  doch  soll,  um  zweck- 
mässige Controlen  zu  erhalten,  später  ebenfalls  die  Methode  entwickelt  werden, 
unmittelbar  aus  den  gestörten  Coordinaten  und  den  gestörten  Geschwindigkeiten  die 
Elemente  zu  bestimmen. 

Vorerst  soll  vorausgesetzt  sein,  dass  in  geeigneter  Weise  die  Störungen  des 
Radiusvector ,  des  ersten  Differentialquotienten  desselben  nach  der  Zeit,  und  die 
Störung  des  Werthes  der  Quadratwurzel  des  Parameters  bekannt  seien;  es  soll  also, 
wenn  die  ungestörten  Grössen  durch  einen  angehängten  Nullindex  dargestellt  sind, 
bezeichnet  werden: 

r    —  ro    =  J{r) 

dr^ dtis  _  ^ldr\ 

dt  dt    ~  "^  \dt] 

Aus  ^[Vp]  leitet   sich  leicht  der  Unterschied  der  Parameter  ^{p)  ab;  denn  multi- 
plicirt  man  in  der  letzten  Gleichung  beiderseits  mit  Vp  -|-  Vp^,   so  erhält  man  leicht : 

P-PO  =^{p)={2V^+J(}^]}J  (p).  I) 

Die  bekannte  Polargleichung  für  r  gibt : 


e  cos  V  =  —  —  I , 


und  die  Differentiation  dieses  Ausdruckes  unter  Berücksichtigung,  dass : 

dv         k     ,—  . 

ist,  lässt  finden: 

e8mr  =  :^(Jr)  ..  3) 

Die  letzteren  beiden  Gleichungen  geben  die  Hilfsmittel  an  die  Hand,  die 
Excentricität  und  die  wahre  Anomalie  zu  finden,  und  können  leicht  auf  Formen 
überfuhrt  werden,  welche  die  Unterschiede  der  gestörten  gegen  die  ungestörten 
Werthe  finden  lassen;  man  wird  haben: 

• «  -  =  (iÄ:^)  (^  +  ^  C-f ) )  =  ..  sta  ^  +  i  {'i-  J  m  +  VfJ  Q 

wobei  man  für   -^  zu  setzen  haben  wird: 

dt         ' 

dro  .  k 

Cq  sin  f^     . . 


Setzt  man  weiter: 

y{j[p)-f^J[r)]=gcoBG 

Oppols«r,  Bahnbeiiiinmnii(eii.  II.  I2 
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BO  wird: 

e  sin  V  =^  e^va\,v^'\'  g  ^YSL  G 
e  cos  0  =  6^  cos  t?o  "1"  y  cos  G 

woraus  man  sofort  ableitet: 

e  sin  (t?  —  üo)  =  g  sin  (G  —  Oo) 

^  cos  (t?  —  %)  =  e^  +  g  cos  (6r  —  t?Q)   ; 

nun  hat  man  zur  Bestimmung  des  Unterschiedes  der  wahren  Anomalien  die  Gleichung: 

Der  Quadrant,  in  welchem  v — v^  zu  nehmen  ist,  kann  wohl  nie  zweifelhaft 
sein,  da  v — Og  im  Allgemeinen  nur  ein  sehr  massiger  Bogen  sein  kann;  sollte  aber 
jemals  bei  sehr  kleiner  Excentricität  ein  Zweifel  in  dieser  Bichtung  auftreten,  so 
wird  man  zu  beachten  haben,  dass  sin  [v — t?o)  das  Zeichen  des  Zählers,  cos  [v  —  UqJ 
das  Zeichen  des  Nenners  hat. 

Multiplicirt  man  in  4)  die  erste  Gleichung  mit  sin  ^  (0  —  Vq]  ,  die  zweite  mit 
cos  ^  (0 — üo)  und  addirt,  so  findet  sich: 

J  [e]  =  e-e^  =  9^{0-\(v+v,)) 

wodurch  der  Unterschied  der  Excentricitäten  ermittelt  erscheint;  später  bedarf  man 
noch  des  Unterschiedes  der  Quadrate  der  Excentricitäten;  man  findet  ähnlich  wie 
in  der  Gleichung  i) : 

Da  in  den  elliptischen  Elementen  anstatt  der  Excentricität  gewöhnlich  der.  Ex- 
centricitätswinkel  aufgeführt  erscheint,  so  ist  es  angemessen,  ebenfalls  die  Bestimmung 
von  <jp  —  (pQ  auszufuhren.  Man  wird  zu  dem  Ende  aus  Cq  und  J[e)  den  Werth  von 
ß  =^  sin9)   mit   einer  genügenden  Annäherung  berechnen  und  hat  dann: 

sin  i  (9,  -900)  =  , «,.  i'?i"+-^ir  • 

Der  durch  (5)  ermittelte  Unterschied  der  wahren  Anomalien  kann  dazu  benützt 
werden,  den  Unterschied  der  mittleren  Anomalien  zu  bestimmen,  da  die  nuttlere  Ano- 
malie gewöhnlich  als  Element  angesetzt  wird.  Bei  der  Kleinheit  der  Excentricität 
der  Planetenbahnen  wird  man  kaum  wesentlich  an  Sicherheit  der  Rechnung  ein- 
büssen,  wenn  man  M  mit  Hilfe  der  bekannten  Formeln: 


jin  \  (o — E)  =  1/—  sin  \q>  %ii 
M  =  E — e  sinJS 


6) 


bestimmt  und  durch  Vergleichung  mit  M^  den  Werth  M — M^  ermittelt.  Es  scheint 
aber  der  vorgesetzten  Lösung  des  Problems  angemessen,  auch  hier  die  kleine  Mehr- 
arbeit nicht  zu  scheuen  und  die  Formeln  direct  auf  die  Unterschiede  zurückzuführen. 
Setzt  man: 
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sin  f>  cos  (p  =  sin  Vq  cos  (pQ  -)-  [a) 
cos  I?  4-  e   =  cos  ©0  +  ^0     +  (y) 


so  ergibt  sich  leicht,  wenn  man  beachtet,  dass  geschrieben  werden  kann: 

(a)  =  2  sin|(9 — t>o)  cos  {(v  +  Vq)  cos  y— 2  sin^^)  —  <Pq)  sinK^^  +  ^o)  sin  Vq 

(y)  =  J[e)  —  2  sin  J(f>  — t>o)  sin  J(t?  +  t>o)  8) 

nun  ist  aber: 

71        Bin  V  cos  w 

sm  £  =  — ; ^ 

I  +  e  cos  o 

^         cos  t?  4-  e 
COS  ^  =  — ; — -i—  , 
I  -H  «  CO«  ^ 

demnach  wird: 

sin  £  =  sin  i;)  +  [q)  sin  i?o  cos  tp^  +  (a)  |-^  +  [q]  \ 

cos£=cosi;o+  (?)  {co8t?o+^o}+  (y)  j^+(?)j  • 
Beachtet  man  aber,  dass  ist  nach  (7) : 

Po         ^^^  P 

Und  dass  geschrieben  werden  kann: 


ro 

ro 
XMnd  setzt: 


sint^o  cos^o  =  sin£o   ^ 

C08  9q  -|~  «q   =  COSjEo 


^  '          ro    ^^'  P         ro  p 

Bo  kann  man  auch  schreiben  (A)  = ff  cos  G  und  setzt  überdies : 

(l)  sin  Eq  +  (<^)  —  =  5^'  sin  Ö' 
(^)  cos  E^  4-  (y)  -^  =  /  cos  (?' 
80  findet  sich  leicht: 

taiig(£-^)  =  ,+^,^(e'-^  •  '°) 

Aus  der  Vergleichung  der  Ausdrücke: 

M  =E  —e  sin  £ 

Jfcfi  =  ^0  —  «b  sin  £0 
folgt  sofort: 

Jf_JMi  =  £-.j;,  — 2öbsinJ(£— ^)  C084(£+^o)  -sin^^iW,        11) 

so  dass  die  Gleichungen  (8),   (9),   (10)  und  (ii)  die  Resultate  aus  6)  ersetzen. 

12* 
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Es  erübrigt  nun,  um  die  Dimensionen  des  Kegeilschnittes  völlig  zu  bestimmen, 
die  Ermittelung  des  Unterschiedes  der  grossen  Halbachsen.     Es  ist: 


oder: 

^(g)     g  — <io    ^(;>)  -h  go^(g^ 

Gewöhnlich   wird   aber  statt  a  die  tägliche  mittlere  siderische  Bewegung  fi 
angesetzt.     Man  hat  hierfür: 

^,  =  ^  +  ^^  =  *  { Oo  +  ^  W  r  •*  =  iuo  { I  +  ^l"^ ; 

es  ist  also,  wenn  man  eine  Reihenentwickelung  ausfuhrt  und 

2go  ^ 

setzt, 

die  in  den  Klammem  stehende  Reihe,  vom  zweiten  Gliede  angefangen,  ist  nichts 
anderes,  als  der  Werth  von  — fq^  wobei  log/  aus  der  /-Tafel  (Tafel  XI)  zu  entlehnen 
ist,  die  bei  früheren  Entwickelungen  (pag.  75)  bereits  benützt  wurde;  man  hat  also 
zur  Berechnung  von  ^  die  Formeln: 

Die  Berechnung  von  a  —  Oq  oder  von  fi — fiQ  kann  aber  auch  in  einer  anderen 
Weise  vorgenommen  werden,  die  zur  Controle  benützt  werden  kann  und  später  in 
geeigneter  Weise  Verwendung  findet. 

Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  kann  nach  der  Gleichung  für  g  (I  pag.  44) 
dargestellt  werden  durch : 

setzt  man  nun  den  Unterschied  der  Quadrate  in  der  gestörten  und  ungestörten  Be- 
wegung als  bekannt  voraus  und  schreibt: 

so  wird: 

k*  \r         roJ         \a         uq) 


aoQ  rro 


setzt  man  also  abkürzend : 


so  wird: 

a  —  ao      ___  p 
aüQ 

und 


endlich  \  13) 

f^  —  f^o  =  —f9fh 

Die   eben   entwickelten  Formeln   setzen   die  Kenntniss  von  z/  (r) ,  z/  (-^), 

^  {Vp)  und  überdiess,  wenn  man  zur  Bestimmung  von  fi  —  ^  die  zweite  Methode 
benutzen  will,  die  Kenntniss  von  z/  [g^  voraus,  sind  aber  übrigens  völlig  frei  von 
der  Methode,  die  der  Berechnung  der  Störungen  zu  Grnmde  gelegt  wurde.  Die 
Ermittelung  der  eben  hingeschriebenen  Grössen  und  die  Bestimmung  der  Bahnlage 
muss  aber  verschieden  durchgeführt  werden  je  nach  der  Methode  der  Störungsrech- 
nung, und  es  wird  vorerst  vorausgesetzt,  dass  die  Störungen  nach  den  rechtwinkeligen 
Ekliptikalcoordinaten  berechnet  sind. 

Für  die  Zeit  der  gewählten  Osculationsepoche  sind  die  Störungen  der  Coordi- 

naten  $,  ij,  ^  und  die  Störungen  in   den  Geschwindigkeiten  -A^  jTy  -ji   nach   der 

bei  der  mechanischen  Quadratur  auseinander  gesetzten  Methode  zu  bestimmen;  die 
vorgelegte  Aufgabe  fordert  die  Kenntniss  der  Werthe  der  einfachen  und  Doppel- 
Integrale  für  die  Osculationsepoche,  und  ich  setze  zunächst  voraus ,  dass  die  nume- 
rischen Werthe  gegeben  seien. 

Zur  Bestimmung  des  Knotens,    der  Neigung  der  Bahn  und   des  Parameters 
hat  man  die  bekannten  Gleichungen  (I  pag.  41  und  159): 


*  Vp  cos  i 

dy             dx 

'it    y  dt 

k  Vp  sin  i  sin  Q 

dz             dy 

y  dt    'dt 

k  Vp  sin  i  cos  Q 

dz              dx 
^  dt         ^   dt 

beachtet  man,  dass  ist: 

^  —  ^0  +  ?  , 

dx        dxQ     ,    rf| 
dt          dt     T    dt 

y  —  yo  + 1? , 

dt          dt      '    dt 

«  —  «0  +  C  , 

dz         dzQ     .    dC 
dt          dt    '^dt 

14) 


15) 


und  schreibt: 


dt 


80  erfordert  die  Berechnung  dieser  Formeln  die  Kenntniss  der  Werthe  Xqj  y^,  Zq  und 
~f  -jfj  ~Ti'i  ^'  ^*  d®^  ungestörten  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten. 
Für  die  Coordinaten  hat  man  (vergl.  I.  pag.  16)  : 
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Xq  =  Tq  (cos  Uq  cos  Qo  —  sin  Uq  sin  Qo  ^^^  *o) 

Vo  =  ^0  (Cös  Uq  sin  Qo  +  »i»  Uq  cos  Oo  cos  ii,)  17) 

«ü  =  ^0  sin  «0  sin  %>. 

Die  Berechnung  dieser  Formeln  gestaltet  sich  durch  Einführung  einiger  Hilfswinke 
etwas  bequemer;  setzt  man  nämlich: 

sin  a  sin  A  =  cos  Qq 

sin  a  cos  A  ==  —  sin  Qq  cos  t|)  gl 

sin  b  sin  B  =  sin  Q^ 

sin  b  cos  £  ==  cos  Q^  cos  ^^ 

so  erhält  man  statt  (17): 

x^^  =  Tq  sin  a  sin  (-4  +  «o) 

yo  =  ro  sin  4  sin  (Ä  +  w^)  19) 

^  =  ro  sin  ^  sin  tt©     ; 

Differentiirt  man  nun  nach  der  Zeit  und  beachtet,  dass 

«0  =  t?o   +   Wo  , 
also 

dup  dvQ 

dt    ~'    dt     ' 

ist,  so  wird: 

-^  =  sin  o  sin  [A  +  u^)  -^  +  Tq  sin  a  cos  [A  +  «„)  -^ 

-^  =  sin  4  sin  [B  +  Up]^  +  r,  sin  4  cos  (fi  +«o)  -^ 

</zo  ...  dva      ,  .       •  Jtk) 

_jL    — •   Qin   «.    Qin   ««.     !i.     _L_  4*.    ein   «_    /»rko  •#.      Y. 


dt 


=  sin  <)  sin  tt©  -^  +  r©  sin  ^  cos  tio  -^-      , 


fuhrt  man  für  -^  und  -^^-  die  Werthe  ein  (vergl.  oben  (2)  und  [3)   pag,  89) : 


dro  •  k 

^jj-  =  Co  sin  ©0  — 


V>o 


dvQ  k 


dt         ro« 
so  wird : 


^-^y^ 


dxp 

dt 


-^  — sm 
dt    —^^^ 

dzQ 


=  sin  a  -^  i  sin  (^  4-  Uq)  Cq  sin  Vq  -\-  cos  {A  +  Kq)  (i  +  «0'  co»  ^Po)    \ 

lin  4  —=  /  sin  {B  +  Kq)  «0  sin  Vq  +  cos  (fi  +  Uo)  (»  +  ^0  cos  t?o)    i 

lintii  -;=  {  sin  «0  ^0  sin  t?o  +  cos  Ua  [i  +  e^  cos  t?o)    > 
VPo   l  i 

Setzt  man  also: 

—=  [sin  «0  +  Co  sin  Uq)  =  <?  sin  U       1 

l^'^  [  20a) 

—4=  (cos  Mo  +  ^0  cos  Wo)  =  c  cos  U      I 

Vpo  ' 

so  wird : 
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dxp 
dt 

dt 

dxp 
dt 


=  c  sin  a  cos  (A-^-U) 
=  c  sin  Ä  cos  [B  -\-  U) 
=  c  sin  %)  cos  U 


21) 


Die  Rechnung  für  c  und  ü  lässt  sich  aber  einfacher  stellen;   man   findet 
leicht,  wenn  man  statt  Uq  setzt  Vq  -\-  cuu  und  entwickelt: 

y  sin  F  =  sin  t>Q 

y  cos  r  =  cos  Vq  +  sin  qpo 

Die  Gleichungen  (iS),   (19),   {20b)  und  (21)  leisten  also   die  Bestimmung  der 
zur  Berechnung  von  (16)  nothwendigen  Ghrössen.     Man  kann  demnach  schreiben: 

k  Vp  cos  i  =  k  Ypq  cos  ij,  +  X 

k  Yp  sin  i  sin  Q  =  k  VpQ  sin  i^  sin  Q^  -i-  Y         }  22) 

k  Vp  sin  i  cos  Q  =  A;  Vpo  ^^  ^0  ^^^  Qq  +  ^ 

Setzt  man  überdiess: 

y  =  m  sin  Jlf 

Z  =  m  cos  M  j 
Bo  erhält  man  leicht: 


*  Vp  sin  i  sin  (q  —  Q«)  =  m  sin  [M — öo) 
kVp  sin  i  cos  (Q  —  %)  =  *  Vi»o  »ii^  «o  +  ''^  cos  (M—Qq) 
Und  es  wird  demnach: 

tang(Q-Qo)  =  — r-^^"^-"^' 


23) 


Ä  ]/po  nntQ-i-  m  coB  ( Jf —  Qo) 

Mrobei  also,  was  bei  sehr  kleinen  Neigungen  möglicher  Weise  beachtet  werden 
müsste,  die  Tangente  so  zu  betimmen  ist,  dass  sin  (Q — Qq)  ^^  Zeichen  des  Zäh- 
lers, cos  [q — Qq)  das  Zeichen  des  Nenners  erhält. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (23)  beziehun^weise  mit  sin  ^  [Q  —  Qq) 
und  cos  ^  (Q  —  Qo) ,  addirt  und  setzt  das  Resultat  dieser  Operation  mit  der  ersten 
der  Gleichungen  (22)  an,  so  findet  sich: 

k  Vp  cos  i  i=  k  Vpo  cos  •!)  +  X  ; 
setzt  man  nun  weiter: 

cos  I  (Q— Qo 


X  =  n  cos  N  , 


80  findet  sich  leicht: 
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tang  (»— lo)  = 


*  VpÖ  +  »  CO«  {K—io) 

Hiermit  erscheint  die  Lage  der  Bahnebene  und  die  Grösse  J  [Vp)  bestimmt;  es 
erübrigt  aber  noch,   die  Lage  der  Bahn  in  dieser  Ebene,    und  die  Grössen  J  (r) 

sowie  J  (^)  zu  bestimmen. 

Aus  den  Gleichungen  (vergl.  (17]  pag.  94J  : 

X  =  r  cos  u  cos  Q — r  sin  ti  sin  Q  cos  i 
y  =  r  cos  tt  sin  Q  +^  sui  w  cos  Q  cos  i . 
;?  =  r  sin  t<  sin  f 

findet  sich  leicht: 

i 

r  cos  u  =  X  cos  Q  +  y  sin  Q  \ 

r  sin  u  cos  i  =y  cos  Q  —  z  sin  Q  J  24) 

r  sin  ti  sin  i  =  z    \  1 

führt  man  in  diesen  Gleichungen  statt  x^  y,  z  die  Werthe  (äq  +?))  (yoH"^)>  (^  +?) 
ein  und  berücksichtigt  ausserdem,  dass  ist: 

cos  Q  ==  cos  Qo  —  2  sin  I  (Q  -f-  Qq)  ^^\  (ö  —  Qo) 
sin  Q  =  sin  öo  +  2  cos  |  (Q  +  Qo)  ^^\  (ö—  ^o) 


so  wird 


r  cos  tt  =  To   cos  Uü+  X' 
r  sin  u  cos  i  =  Tq  sin  t^  cos  i^  '\'  Y     \  25) 

r  sin  ti  sin  f  =  ro  sin  Uq  sin  1^  -f*  ^  7 


wobei  offenbar 


X'  =  —  2a:osinl(ö  +  Qo)sin^(Q— Qo)  +  ?cosQ4- 2yoCos|(Q  +  öo)  8in|(Q  — Qo)  + 

+  1?  sin  Q 

Y  =  —  2yo8in^(Q+po)8in^(Q  — Qo)  +  ijcosQ  —  2a:oCos4(Q  +  Qo)  sinl  (Q— po)  — 

—  fsinö 

angenommen  ist. 

Diese  Formeln  lassen  sich  durch  Einführung  der  folgenden  Hilfswinkel  etwas 

zusammenziehen ;  schreibt  man  nämlich  ; 

Xq  =  8  cos  S 
y^=i  8  sin  S 
^  =  a  cos  2 
rj  =  a  sin  2  , 
so  wird: 

X'  =  acos  (2—Q)  +  2«8in|  (ö  — Qo)  sin  {S—\  (Q  +  Qo)  } 
y'=asinp— Q)  — 2Äsini(Q— QolcosfiS— ^(ö  +  Öo)}  • 

Behandelt  man  die  Gleichungen  (25)  in  analoger  Weise,  wie  ^ie  Gleichungen  {22] 
(pag.  95)  und  setzt: 
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X  =  m'  sin  M' 
y  =  I»'  cos  3f 
m'co,{3f-|(.-H,)}  _  ^,  ^j^  j^, 

COS  I   (f  — lo) 

X'  =  »'  cos  JNT 


so  wird : 


taug  {«-«„)=  ,,^„,^,(y,_^)  I 

^   '  "  COS  1  (tf — tloj  '       / 

und  hiermit  ist  auch  oi  bekannt,  denn  man  hat: 


26) 


27) 


W    =U    V 

««'o  ===  «0  —  ^0   ) 

daher : 

10  — Wq  ==  (w— «o)  —  («?  —  tJo) 
TT  — 7ro=  (w  — ctio)  +  (Q— Qo) 

Um  die  Störungen  in  den  Elementen  zu  berechnen,  bedarf  es  nur  noch  der  Kennt- 
niss  des  Werthes: 

^   ldr\ dr_ dr^ 

^   \di]  ~  dt         dt    ' 

Differentiirt  man  die  Gleichung: 

r2  =  x2  4-  y2  4.  ^2 

nach  der  Zeit,  so  erhält  man: 

dr  dx    .        dy    .       dz 

andererseits  besteht  die  Gleichung: 

^^dt—^dt^^^dt   ^^  dt    » 
durch  Subtraction  und  eine  einfache  Transformation  erhält  man,  wenn 

gesetzt  wird,  sofort: 

und  indem  man  sich  erinnert,  dass  — rr  berechnet  werden  kann  nach: 

'  dt 

dro  keo 

so  hat  man: 


(i  — H-^  '«) 


Die  Grösse  (r — Vq)  kann  aber  auch  in  anderer  Weise  leicht  erhalten  werden, 
und  man  kann  diesen  Werth  entweder  zur  Controle  benützen,    oder  man  wird  sich 

Oppolser,  BahnbesiimmangeB.  U.  13 
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auf  diese  Methode  der  Berechnung  beschränken,   wenn  man  nicht  die  Formeln  (12) 
und  (13)   (pag.  92,  93)  rechnen  will;  ich  werde  hier  ausserdem  die  Berechnung  von 
J  (^2)  vornehmen,    welche  Grösse  man  im  vorliegenden  Falle  ebenfalls  nöthig  hat. 
Es  ist: 

r^  =  x^  -)-  y*  +  ^^ 

ro^  =  V  +  yo^  +  ^'• 
Setzt  man  also: 

5  =  |(2:ro  +  ?)+iy(2yo  +  i?)+n2^  +  ?)   •  29) 

so  wird: 

fi={r— ro)(r+r„)  ; 
um  hieraus  r — r,,  zu  bestimmen,  kann  man  den  folgenden  Kettenbruch  benützen: 

■ 

B         ^ 


r—Va  = 


oder  einfacher   da   r  mit    genügender   Genauigkeit  aus    den   vorangehenden  Rech- 
nungen bekannt  ist: 

0        r  +  ro  '  '^   ' 

womit    eine    Controle    der    zweiten    Formel   (26)    (pag.    97)    erlangt   werden   kann; 
weiter  ist: 

dzy 

setzt  man  also: 


''=(^r+(ir+(^' 


*'^  =  TtV  ir.  +  Tt)  -^dtV  -dT  +  Tt}-^  dt  V-dt+  dl)  '       3') 

so  berechnet  sich  P  (vergl.  Formel  {12)   (pag.  92))  nach: 

P  =  A  +  ^-^,  32) 

und  hiermit  erscheinen  alle  Formeln  entwickelt,  deren  man  zu  dem  Uebergange  auf 
osculirende  Elemente  bedarf. 

Um  eine  scharfe  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  zu  erlangen,  wird 
es  sich  empfehlen,  indem  man  die  Formeln  (18),  (19),  (20b)  imd  (21)  auf  die  neuen 
osculirenden  Elemente  anwendet,  die  gestörten  Coordiuaten  und  Geschwindigkeiten 
direct  abzuleiten,  welche  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  mit  den  der 
Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Werthen  nach  (15J  (pag.  93)  stimmen  müssen.  Hier- 
bei könnte  allerdings  ein  kleiner  Fehler  in  der  Bestimmung  von  /n  sich  leicht  mit 
der  Unsicherheit  der  Rechnung  vermischen;  man  wird  aber  in  der  Bestimmung 
dieses  Elementes  kaum  einen  Fehler  begehen  können,  da  vorausgesetzt  ist,  dass 
ju  —  fiQ  nach  beiden  oben  angeführten  Methoden  bestimmt  wurde,  also  zwei  nahezu 
unabhängige  Resultate  für  dasselbe  Element  vorliegen. 

Will   man   jedoch    die   gestörten   Elemente   unmittelbar    aus   den  gestörten 
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Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  ableiten,  so  wird  man  auf  eine  sehr  kurze  Bech 
nung  gefuhrt. 

Blan  bestimmt  vorerst  nach  (15)  (pag.  93)  die  Werthe  ^»  y»  ^»  ^  >  ^  »  ^!  > 

« 

und  erhält  so  aus  {14)  (pag.  93)  die  Elemente  Vp,  i,  Q. 

Aus  den  Gleichungen  (24)   (pag  96)  erhält  man: 

r  cos  u  =  X  cos  Q  +  y  sin  Q 

r  sin  tt  =  y  cos  Q  cos  i  —  rr  sin  Q  cos  i  +  z  sin  1 ; 

hierdurch  gelangt  man  zur  Kenntniss  von  r  und  u,  und  man  kann  nachsehen  ^    ob 
die  Gleichung: 

erfüllt  wird,    flierauf  berechnet  man : 

dr  i    I    dx    .       dy    .       dt\ 

und  hat  zur   Bestimmung  von  (p  (vergl.  (2)  und  (3)    (pag.  89) )  die  Gleichungen : 

sin  (p  cos  V  =  -^ I  ; 

aus  V  findet  sich  die  mittlere  Anomalie  nach 

tang  \E  =  lang  \  v  tang  (45«  —\ip] 


«In  I " 


und  ausserdem  ist: 


I  33) 


TT  =  fti  +  Q  , 

80  dass  alle  Elemente  bis  auf  die  grosse  Halbachse  bestimmt  sind,    welch*   letztere 
sich  aber  leicht  aus: 


_     p  _  j£^ 


34) 


log   Ä"  =  3.550   0066 

berechnet. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Rechnung  sehr  kurz  und  bequem,  doch  hat  man ,  da 
Fehler  in  der  liestimmung  von  /i  mit  der  Zeit  anwachsen,  den  Nachtheil,  dass,.  um 
die  nöthige  Genauigkeit  zu  erlangen,  grössere  Tafeln  zur  Berechnung  benützt  werden 
müssen.  Es  erscheint  daher  zweckmässige  statt  der  Formeln  (34)  die  oben  ange- 
führten Formeln  (29),  (30),  (31)  und  (32)  in  Verbindung  mit  (13)  zu  benützen.  Als 
Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  kann  man  wieder  die  Rückrechnung  der 
Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  nach  den  Formeln  (18),  (19)^  (20)  und  (21) 
unter  Zuziehung  der  neuen  Elemente  benützen ;  allerdings  entziehen  sich  sehr  kleine 
Fehler  in  der  Bestimmung  von  fi — /Iq  nach  den  Formeln  (29),  (30),  (31)  und  (32) 
der  Controle;    man  wird  demnach   diesen  Theil   der  Rechnung   einer   sorgfältigen 

Revision  unterwerfen. 

13* 
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Ich  werde  nun  die  für  den  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  nach  Encke's 
Methode  der  Störungsrechnung  erforderlichen  Formeln  hier  zusammentragen. 

Man  rechnet  sich  vorerst  mittelst  der  Formeln,    die  bei   der  meclumischen 
Quadratur  entwickelt  wurden,  die  Werthe  von: 

t     ^     }>  „„j   d^     drj     dC 


Hierbei  wird  es  zweckmässig  sein,  für  die  Zeiteinheit  das  bei  der  Störungs- 
rechnung gewählte  Intervall  anzunehmen,  wodurch  die  sonst  nöthige  Division  der 
einfachen  Integrale,  die  die  Störungen  in  den  Geschwindigkeiten  ergeben,  durch  w 
zu  entfallen  hat;  um  diesen  Umstand  in  der  folgenden  Rechnung  einfach  zu  be- 
rücksichtigen, wird  man  statt  der  Constante  des  Sonnensystems  k  überall  den  Werth 
wk  ZM  setzen  haben,  wobei  to  das  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  liegende  Zeit- 
intervall in  mittleren  Sonnentagen  ausgedrückt  vortesUt. 

Dann  rechnet  man  zunächst  für  die  2*eit  der  neuen  Osculationsepoohe  in  der 
bekannten  Weise  den  ungestörten  Radiusvector  r^,  die  wahre  Anomalie  t?o  und  das 
Argument  der  Breite  u^  nach  u^  =  Vq  -^  (o^^. 

Es  ist  dann : 

sin  a  sin  A  =       cos  Qq 

sin  a  cos  A  =  —  sin  Q  cos  t^ 

sin  Ä  sin  -B  =       sin  Qq 

sin  b  cos  B  =      cos  Q«  cos  ij) 


I) 


^0 

—  ^0 

sin  a  sin 

M+«o) 

yo 

=  ^ü 

sin  b 

sin 

[B  +  «0) 

^0 

=  ro 

sin  tQ 

sin  r/«               ; 

U  nach 

• 
• 

y  sin 

r  = 

=  sin  üo 

y  cos 

T 

U: 
/»  - 

=  cos  f?o  -h 

_  M)y 

sin 

H>o 

\ 


«1 


in) 


SO  wird : 


dxQ 
dt 

dyo 
dt 

dtp 
dt 


VP9 


=  c  sin  a  cos  {A  -f-  U) 
=  c  sin  Ä  cos  [B  +  U) 
=  c  sintQ  cos  U    . 


IV) 


Jetzt  wird  man  sich  zu  entscheiden  haben,  ob  man  die  gestörten  Elemente 
direct,  oder  ob  man  nur  die  Störungen  derselben  bestimmen  will ;  ich  sammle  zuerst 
jene  Formeln,  deren  man  für  die  letztere  Methode  bedarf. 
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Man  ennittelt  zunächst: 


d( 


dv 


dC 


dxo 


dyo 


''ds, 


V) 


ö-  (^+1)  i  +  (y«  +r,)  ^1  +  (^  +  0  Yt  +  ^-sf-^^if  +  ^^-fi 

dann  wird: 


tang  (Q— Qo)  = 
wicog{.af— Ka  +  Op)}  


-Qo, 


con}(Q — Qu) 


X=^ 


tang  [i—i,;\  = 

J  [Vp]  = 

J[p]  = 
P 


m  sin  M 

m  cos  3f 

wi  sin  {M —  Qq) 
{u>  k)ypo  sin  i'ü  4-  «*  cos ;  3f 

n  sin  JV 

w  cos  N 

n  sin  (iV — tp) 

(w  ^l  Vl»ü  +  w  cos  { A'—  *o) 
n_      cow{iV — i{t  +  «b)} 
■tr/;)  *  CO»}  (i  — tu) 

/»o  +  ^  ip) ; 


*ett;«r  wird  man  zu  rechnen  haben: 


X' 

r 


a^o  =  <  cos  i$ 

y,  =  «  sin  S 

§  =  a  cos  ^ 

ij  =  a  sin  ,3 
a  cos  p — Q)  +2«  8in|(Q  —  Qo) 8in{-S' — |(Q  +  Qo) } 
a  sin  (2 — Q)  —  2  «  sin  4  (Q — Q„)  cos  { -S— |  (Q  +  Q«) } 

C  =  «i'  sin  M' 

T  =  m'  cos  Jlf' 

cosi  !f — lü) 

X  =  ri  cos  JV' 

.  /  X  »' sin  (iV  —  tiy) 

tang  («-«,,)  =  —^j,^^^,--- 

^  fr)  =  r-ro  =  Jll^^plJlidlM 

'  "  cosj  (m — Mo) 

r  =  ro  +  -^  W 


Um  J  \-s-\  zu  finden,   hat  man: 


VI) 


VII) 
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dro         (wk)eo 


dt 


Sin  f>Q 


(f3  = 


vin) 


Für  die  Ermittelung  der  Excentricität  und  der  wahren  Anomalie  ist: 


{w 


tang  {»— »o) 


J  {e)  =e  —  en 
8in  ip 

sin  I  {(p  —  (po) 


«o-|-yco8(Ö'  — t?o) 

cot  1  (»  — tV)) 
=  ^0  +  ^  W 
=  {2^0  +  ^  Wl^W 

2  0081(9  +  9^0)     ' 


IX) 


dann  ist : 


W  — Ctio  =  (w  —  t<o)  —  {t>  —  t>o) 

TT  — TTo  =  (CCI— Wo)    +   (Q  — Qo) 


Um  den  Unterschied  der  mittleren  Anomalien  zu  finden,  hat  man: 

(a)  =  28in|(t?  —  ©o)  cosj  (o  +  ^'olcosqp  —  2sin^(^  —  V^«)  sin|(y4-yo)  «inro 

(y)  =z/(tf)— 2sini(«?  — Uo)  8in4  (t?+ro) 

(A)  =  —  ^  ^  cos  G 

[l]  sin  JBo  +  (a)  J  =  if'  sin  G' 
[l)  cos  £o  +  (y)  ^  =  ^r'  cos  G' 


X) 


XI) 


♦«««  ri?       J?  ^  _       ^'8in(6;^— JSj) 

tang  [E-E,)  =  -f-— — -- 


+^co8(ry'-jg,) 
J»/- Jlfo  =  [E-Eo)  -  ^,  sinl  (E-E,)  cos^  (£4-^^)  -  j;^  sin  E 

L—Lo  =  (Jlf— 3fo)  +  (/r— TTo). 

Zur  Bestimmung  des  letzten  noch  unbekannten  Elementes  fi  kann  man  zur 
Controle  den  Werth  von  q  als  Argument  für  die  Ermittelung  von  /  aus  der^-Tafel 
(Tafel  XI)  in  zweifacher  Weise  berechnen;  man  hat  sowohl : 


als  auch  mittelst: 


P  =  A  + 


iB 


rrü(r-l-ro) 

^  2(1  -«0  -P) 


Xlla) 
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welche  beiden  Werthe  von  q  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  übereinstimmen 
müssen.  Hat  man  mit  q  als  Argument  den  Werth  von  jf  aus  der  Tafel  XI  entnom- 
men, »o  ist  schliesslich: 

fi—m  =  —fqm.  Xllb) 

Zur  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  wird  man  die  Formeln  Ij  bis 
IV)  (pag.  loo)  auf  die  gestörten  Elemente  anwenden;  man  erhält  dadurch  die  ge- 
störten Coordinaten  und  Geschwindigkeiten,  die  den  folgenden  Relationen  inner- 
halb der  Unsicherheit  der  Rechnung  genügen  müssen: 


f/  — 1/4-11       JjL  —  Aül^Jl. 


XIII) 


dt  • 

Der  Uebergang  von  q  auf  fi  —  /Uq  muss  einer  besonderen  Revision  unterzogen 
werden. 

Will  man  die  Elemente  aber  unmittelbar  ableiten,  so  bestimmt  man  sich  nach 
üurchrechnung  der  Formeln  I)  bis  IV)  (pag.  loo)  mittelst  der  Formeln  XIII  die  ge- 
störten Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  und  hat  dann  zunächst  zur  Bestimmung 
des  Knotens  Q,  der  Neigung  i  und  des  Parameters  p  die  Gleichungen : 

V/8m,-.iiia=-5^{y^-.^}  V) 

1/ —  •      •         ^  i      f       dz  dx  \ 

Der  Radiusvector  r  und  das  Argument  der  Breite  u  ergibt  sich  aus: 
r  cos  u  =  X  cos  Q  -|^  y  sin  Q 
r  sin  ti  =  y  cos  Q  cos  »  —  o;  sin  Q  cos  i  -|-  «  sin 

3Kxir  Controle  ist: 

r'^  =  x^  -i-  y^  +  z^  . 
Die  Excentricität  sin  q>  und  die  wahre  Anomalie  v  findet  sich  aus : 

Yp     /       d^     i         dy     .         dz    \ 
sing)  sm  o  =    7  *.     \  x  -rr  +  V  -rr  +  z  —rr  ( 

^  {wKir    \        dt      *    ^    dt      *         dt    f       t  YjTv 

sin  (p  cos  V  =  ^  —  I  , 
die  mittlere  Anomalie  aus: 


.     .       }  VI) 

im  t       J 


VIII) 


tangl  J5  =  tangl  0  •  cotg  {45»  +  \(p] 

8in  i" 
der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  co  und  die  Länge  des  Perihels  rt  nach : 

i  IX) 

die  grosse  Halbachse  und  die  tägliche  mittlere  siderische  Bewegung  endlich  aus: 


lOi 


log  A"  =  3.550  0066     . 


X) 


Als  Controle  rechnet  man  die  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  nach  de: 
Formeini)  his  IV)  (pag.  100)  unter  Anwendung  d^  gestörten  Elemente.  Die  Uebei 
einstimmung  mit  den  Ausgangswerthen  muss  völlig  innerhalb  der  Unsicherheit  de 
Rechnung  liegen.  Um  ^  schärfer  zu  erhalten  als  es  nach  der  obigen  Formel  möglicl 
ist,  rechne  man  überdies: 


p j    , »-g  apP 

"^     rro(r  +  ro)     '  *~    2(1— ooP)    ' 

A*  — /*ü  =  — /?f<o 
wobei  y  mit  y  als  Argument  aus  der  y-Tafel  (Tafel  XI)  zu  entnehmen  ist. 


XI) 


§.  5.    Rechnungsbeispiel  zu  Eneke's  Methode. 

•  

Es  sollen,  um  die  vorstehenden  Eutwickelungen  durch  ein  Heispiel  zu  er- 
läutern, die  Stönmgen  ermittelt  werden,  die  der  Planet  @  Erato  durch  die  An- 
ziehung der  Planeten  Jupiter  und  Saturn  erleidet.  Die  Berücksichtigung  der  an- 
deren grossen  Planeten  erscheint  im  Allgemeinen  bei  den  kleinen  Planeten  nicht 
geboten,  doch  werden  die  Wirkungen  der  Planeten  Mars  imd  Erde  wohl  hier  und 
da  eine  merkliche  Störung  veranlassen.  Es  wird  aber  Niemandem ,  der  die  folgen- 
den Vorschriften  einem  genauen  Studium  unterzieht,  Schwierigkeiten  verursachen, 
dieselben  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Planeten  zu  erweitem. 

Vorerst  wird  man  sich  hinreichend  genäherte  osculirende  Elemente  für  den 
gestörten  Planeten  zu  verschaffen  haben ;  im  Falle,  dass  keine  genäherten  Störungs- 
werthe  bereits  vorliegen,  wird  man  die  Elemente  ohne  Rücksicht  auf  Störungen  aus 
den  Beobachtungen  ableiten;  allerdings  wird  dann  wol  stets  die  Nothwendigkeit 
hervortreten,  die  aus  diesen  Elementen  abgeleiteten  Störungswerthe  einer  Neurech- 
nung zu  unterziehen,  der  man  dann  die  Elemente  zu  Grunde  legt,  die  man  mit 
Hilfe  der  eben  genannten  genähert  richtigen  Störungswerthe  gefunden  hat. 

Es  wird  sich  aber  in  diesen  Fällen  empfehlen  für  die  erste  Rechnung  der  Stö- 
rungen nur  die  ersten  Potenzen  der  Massen  zu  berücksichtigen  und  von  den  diesem 
Falle  angepassten  Formen,  die  weiter  unten  empfohlen  werden,  Gebrauch  zu  machen. 

Für  Erato  lege  ich  die  folgenden  osculirenden  Elemente  zu  Grunde,  die  sich 
bereits  sehr  nahe  den  Beobachtungen  mit  Rücksicht  auf  die  Störungen  anschliessen; 
dieselben  sind: 
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(g)  Erato 
Epoche  und  Osculation  1874  Decbr.  26,0  mittl.  Zeit  Berlin. 

mittl.  Aeq.  1870,0 
L  =  219«  8'  6.8 
M=  180  40  48.9 

TT     =       38  27     17.9 

Q  =   125  42   39.7 

t  =  2   12    23.9 

(p  =  9  59    14.9 

^i  =    640"  89605 

loj?o  =  0.4954793  . 

Diese  Elemente  sollen  nun  benützt  werden,  um  die  Störungswerthe  von  der 
Zeit  der  Osculationsepoche  an  nach  rückwärts  bis  187 1  Juni  5  zu  ermitteln;  ich 
habe  das  Heispiel  auf  eine  Rückrechnung  angewendet,  weil  die  Anwendung  auf  den 
Fall  der  Rechnung  nach  vorwärts  etwas  leichter  ist,  und  ohne  Missverständniss  aus- 
geführt werden  kann. 

Für  die  in  Betracht  kommende  Zeit  gibt  das  Berliner  Jahrbuch  die  (Koordi- 
naten der  störenden  Planeten  bezogen  auf  das  fixe  Aequinoctium  1870,0,  auf  wel- 
ches sich  auch  bereits  die  oben  angeführten  Elemente  bezieheii;  wäre  dieses  nicht 
der  Fall,  so  müssten  dieselben  mit  Hilfe  der  bekannten  Formeln  (I  pag.  81,  auf 
dieses  Aequinoctium  übertragen  werden. 

Wollte  man  beispielsweise  die  Störungsrechnung  nach  vorwärts  führen,  so 
müssten,  da  die  Coordinaten  der  störenden  Planeten  von  1875,0  bis  1885,0  sich  auf 
das  mittlere  Aequinoctium  1880,0  beziehen,  auch  die  Elemente  des  gestörten  Pla- 
neten auf  dieses  Aequinoctium  *  reducirt  werden.  Man  würde  mit  Hilfe  der  oben 
erwähnten  Formeln  als  Correctionen  der  obigen  Elemente  für  die  Uebertragung  von 
1870,0  auf  1880,0  finden: 

JL  =  J7t  =  +  8'22"47 
JQ  =  +  6' 50"  72 
^i   =—        3"  24. 

Die  erste  Aufgabe  besteht  nun  darin,  das  Intervall  für  die  Störungsrechnung 
passend  zu  wählen.  Die  Erfahrung  lehrt,  dass  man  für  kleine  Planeten  in  der  Regel 
(allzugrosse  Annäherung  an  Jupiter  ausgenommen)  mit  einem  Intervalle  von  40  Ta- 
gen  ausreicht,  welches  auch  hier  gewählt  wird.  Man  legt  weiter  zweckmässig  die 
Osculationsepoche  in  die  Mitte  eines  solchen  Intervalles;  es  werden  daher  für  die 
Störungsrechnung  als  Epochen  zu  gelten  haben: 

....    1875  Feber  24,   1875  Januar  15,   1874  Decbr.  6,    1874  Octbr.  27   .... 

womit  man  auf  Epochen  geführt  wird ,  für  welche  die  Publikationen  der  astrono- 
mischen Gesellschaft  und  das  Berliner  Jahrbuch  in  den  neueren  Jahrgängen  die 
Coordinaten  der  störenden  Planeten  geben.     Es   könnte  jedoch   der  Fall  eintreten, 

Oppolter,  Bahnbeiiimmniigen.  U.  14 
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dass  in  Folge  der  gegebenen  Osculationsepoche  eine  derartige  Wahl  nicht  möglich 
ist ;  man  wird  in  diesen  Fällen  aber  dennoch  trachten,  die  bereits  gewählten  Epochen 
festzuhalten  und  durch  geeignete  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  '[/*(<#)  und 
y(a — |m?)  der  Bedingung  genügen,  dass  die  einfachen  imd  doppelten  Int^prale  für 
die  Osculationsepoche  verschwinden;  hierfür  bieten  die  Formeln  II  pag.  59  die  ge- 
eigneten Hilfsmittel.  Da  dieser  Fall  aber  selten  eintreten  wird,  so  begnüge  ich  mich 
mit  diesem  Hinweise  und  werde  auf  diesen  Umstand  in  der  Folge  nicht  weiter  Rück- 
sicht nehmen. 

Die  Rechnung  legt  man  sich,  so  lange  nicht  mehr  als  2  störende  Planeten 
berücksichtigt  werden,  zweckmässig  so  an,  dass  auf  einem  Blatte  hauptsächlich  die 
von  dem  gestörten,  auf  einem  anderen  die  von  dem  störenden  Planeten  abhängigen 
Grössen  Aufnahme  Rüden ;  ausserdem  wird  man  für  die  Summation  in  den  Coordi- 
naten  für  jede  Ooordinate  gesondert  ein  Blatt  anlegen.  Ich  werde  diese  Blätter  der 
Reihe  nach  mit  Blatt  A^  B,  X,  Y,  Z  bezeichnen ;  die  diesbezüglichen  Rechnungen 
sind  in  dem  folgenden  Beispiele  in  extenso  aufgenommen. 

Zuerst  wird  man  sich  auf  einem  besonderen  Blatte  nach  den  Formeln  pag.  83 
die  Constanten  für  die  Ermittelung  der  ungestörten  ('oordinaten  und  damit  schon  in 
dem  eigentlichen  Rechnungsschema  zunächst  die  von  den  Störungen  unabhängigeu 
Grössen  rechnen;  die  Rechnung  selbst  führe  ich  für  den  gestörten  Planeten  und 
für  Jupiter  6 stellig,  für  Saturn  5 stellig;  im  Allgemeinen  wird  aber  eine  5 stellige, 
beziehungsweise  4  stellige  Rechnung  genügen. 

Zur  Ermittelung  der  Constanten  hat  man  ein  für  allemal  gesondert  die  For- 
meln zu  rechnen : 


sin  a  sin  ^  —  cos  U 

sin& 

sin  B 

sinÖ                        a—O         \ 

sin  a  cos  A       —  sin  Q  sin  i 

sin  6 

cobB 

cos  Q  cos  f        sin  c  —  sin  i 

§ 

lü    7C  —  Q 

e"  = 

sin^ 
aini" 

A'  —  A  +  oß 

B  — Ä  +  w 

a  —  c  +  M  —  iü 

• 

, 

Im  vorliegenden  Beispiele 

findet  sich: 

sin  9)0  —  9.239  131 

cos y  —  9.993  368 

löge    —4.553  556 

acos^  —  0.488  847 

sin  Q  —  9*909  540 

^- 215^43' 52"4 

cosi    —  9-999  678 

cos  A  —  9n909  430 

cosQ   —  9n7^6  18S 

sina         9.999  788 

cos  Q  cosf  —  9^765  866 

B-iifA^'2fi 

sin  Q  cosf  =  9^909  218 

sin  JS        9-909  650 

C— CO  — 272" 44' 38" 

2 

smb        9-999  890 

sine       sint       8.585  501 

J:  —  i28°28'3o"6 
ff—    38°26'   5"5 
C  =  272°44'38"2 

\  r. 
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Mit  dießen  Constanten  lassen  sich  sofort  für  alle  Intervalle  der  ganzen  Stönings- 
rechnung  die  ungestörten  (*oordinaten  Xq,  yo>  ^o  nach  den  Formeln: 

a?,,  ==  rosinasin  [A'  +  Vq] 
Vq  =  Tq  sin  b  sin  (B'  +  t?o) 
Zq  =  rosinrsin  [Cf  +  r^) 

berechnen ;  im  vorliegenden  Falle  hat  man  also : 


Xff  =  ro  9.999  788  sin  («?o  +  128^28' 3o"6' 
yo  =  ro  9.999  890  sin  (i^«  +  38''26'  5"  5) 
ZQ=ro   8.585  501  sin  (vq  +  272^44' 38" 2). 

Die  hierbei  noch  nöthigen  Grössen  Vq  und  Vq  erhält  man  durch  das  für  jedes 
einzelne  St<)rungsinter\'all  zu  rechnende  Formelsystem: 


M=Mo  +  fit 
M=E—e"  9\nE 
Tq  sin  t?o  =  a  cos  (p  sin  E 
rosint?o  =  a  (cosE — e) 


11) 


ausserdem   lassen   sich   nunmehr   auch  noch  die  von  den  Stöningswerthen  ebenfalls 
unabhängigen  Grössen: 


//  =  i!^  ,     R2  =  r^2  (,  +  \  /,)  und  h'  =  —r^ 


für  den  ganzen  Umfang  der  Stöningsrechnung  auf  einmal  durchrechnen,  und  es  ist 
hierbei  unter  Voraussetzung  eines  40tägigen  Inter\'alles  log  (i£?A)2  =  9.675  283  zu 
nehmen. 

Die  diesbezügliche  Rechnung  ist  ihrem  ganzen  Umfange  nach  auf  den  Blät- 
tern Ai  und  A2  durchgeführt.  Ausserdem  sind  auf  den  ^-Blättern  die  Coordinaten 
der  störenden  Planeten  nach  den  Publikationen  der  astronomischen  Gesellschaft,  und 
auf  den  5-Blättem  die  Grössen  X.2,  YJji  ^ii  welche  die  Wirkung  des  störenden 
Planeten  auf  die  Sonne  darstellen,  aufgenommen;  diese  Grössen  sind  gleichfalls  den 
eben  citirten  Publikationen  entnommen.      Da   an   der  genannten  Stelle  für  Jupiter 

und  Saturn  nach  Bessel  beziehungsweise  die  Massen —  und 7—    ange- 

^  1047.879  3501.6  ° 

nommen  sind,  so  wurde  für  die  vorliegende  Rechnung  ebenfalls  diese  Massenannahme 
gewählt. 

Wollte  man  für  die  Massen  eine  andere  Annahme  machen,  so  hätte  man  vor- 
erst die  Grössen  X^,    Yi?  ^2  ™^^  ^^^  Factor  —   zu   multipliciren ,    wo   w^  die  ge- 

wählte  neue  Massenannahme,  iw^  die  den  obigen  Publikationen  zu  Gninde  liegende 

Massenannahme  wäre.     Damit  erscheinen    nun  alle  Rechnungen,    so  weit    dieselben 

ohne  Kenntniss  der  Störungswerthe  durchführbar  sind,  beendet. 

14» 


108     

Nun  werden  die  directen  Glieder  für  die  zwei  der  Osculationsepoche  unmittel- 
bar vorangehenden  und  die  zwei  unmittelbar  folgenden  Epochen  berechnet;  allerdings 
bedarf  es  hierzu  der  Kenntniss  der  Werthe  ^,  i;,  c;  diese  Stöningswerthe  sind  aber 
in  der  Nahe  der  Osculationsepoche  so  klein,  dass  dieselben  keinen  sehr  merkbaren 
Einfluss  auf  das  Resultat  ausüben  können.  Die  diesbezüglichen  Rechnungen  sind 
auf  dem  Blatte  B  ausgeführt,  wobei  die  Logarithmen  der  Grössen  x^ — x^  yx — y,  z^ — z 
leicht  sofort  hingeschrieben  werden  können,  da  die  Coordinaten  des  störenden  imd 
des   gestörten    Planeten   auf  dem  Hlatte  A  unmittelbar  über  einander  stehen. 

Die  Rechnung  ist  für  jeden  störeiulen  Planeten  gesondert  durchzuführen  und 
beruht  auf  folgendem  Formelsystem: 


Q 

cos  &  cos  6 

a*,  — X 

Q 

cos  S'^mO 

=  y\    y 

sin^ 

—  2,          2 

^1 

—  {wk)im^     'p3 

X 

1-, 

;>*)-im,  ^ 

jL 

^1 

[wk)tm,  -y 

ff 
** 

(A-) 

-  X,  +  Xj 

:y) 

Y^  4-  Yi 

(^) 

-Z,    +Z, 

S{X) 

[X]^+[X)r, 

+  ••• 

S{Y) 

-[Y)^+[Y)^ 

+  •  • 

-  (^) 

-{Z)^+{Z)^ 

+  •■• 

Uli 


die  Werthe  für  die  Factoren  [wk)'^mx  sind  der  Tafel  XII  zu  entlehnen,  dabei  ist  zu 
beachten,  dass  m?  =  40  Tagen  angenommen  ist  imd  dass  die  Stönmgswerthe  in  Ein- 
heiten der  7**"  Decimale  erhalten  werden. 

Um  nun  zur  Kenntniss  der  indirectcn  Glieder  zu  gelangen^,  betrachtet  man 
vorerst  die  directen  Glieder  als  den  vollständigen  Ausdruck  der  zweiten  Differential- 
quotienten der  Stönmgswerthe  und  bildet  die  erste  und  zweite  summirte  Reihe. 
Da  diese  Rechnung  blos  eine  vorläufige  Bestimmung  fiir  die  Stönmgswerthe  ergeben 
soll,  so  wird  dieselbe  als  Nebenreclmung  auf  einem  gesonderten  Blatte  durchgeführt. 
Man  liat  zur  Bestimmung  der  Anfangsconstanten,  da  das  einfache  und  das  Doppel- 
integral für  die  Epoche  1874  Dec.  26,0  verscliwinden  soll  nach  II  pag.  53: 


'^)  =  -T.f  («-1^)  +  jLr'  ;«-i'^;  -  •  • 


24- 


5760- 


i/(«  4-j^  j  2/" :«)+/" ;«-'«) 


+  •• 


I 


i\ 


T\ 


welche  Bestimmung  für  jode   der   einzelnen  (/Oordinaten  auszufüiiren  ist.     Man  er- 
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hält  so,  indem  man  die  Werthe  mit  der  fortschreitenden  Zeit  ansetzt,  und  ebenso 
die  Differenzwerthe  und  Summenwerthe  bildet,  mit  Benützung  der  auf  dem  Blatte  B 
erlangten  Werthe  von  2[.X),  SiTj,  S(Z): 

/'"  ff'/  If  "f  %) 

1874  Oct.  27  — 710-99  —667.89    — 727.13 

+64.88  +643.56 

Dec.   6  —3-69  —646.11  [ —  24.33]  —  78.16 

—0.63  +61.19  [—     2.55] 

1875  Jan.  15  — 3  42  — 58492  —  26.88    —  75-6i 

+56.87  -58747 

Feb.  24  —528.05  —614.35    —658.34 

^%) 

1874  Oct.  27  +281.64  +268.47    +291.96 

— 21.95  — 258.66 

Dec.  6                   —2.56                +259.69  [+     9.81]  +  31.46 

+1.83                  —24.51  [+     1.03] 

1875  Jan.  15                   — 0-73                 +235. 18  +  10.84    +  30-44 

— 25.24  +236.21 

Feb.  24  +209.94  +247.05    +264.53 

1874  Oct.  27  —  10.01  —  10.05    —  10.88 

+  0.31  +     9.67 

Dec.  6  +0.38  —     9.70  [—     0.38]    —     1.19 

— 0.19  +  0.69  [ —    0.03] 

1875  Jan.  15  +0.19  —     9.01  —    0.41     —     1.16 

+  0.88  —     9.04 

Feb.  24  —    8.13  —    9.45     —  10.13 


Ich  habe  die  Anfangsconstanten ,  um  ihre  Stellung  und  ihren  Werth  beson- 
ders hervortreten  zu  lassen,  in  dem  voranstehenden  Schema  in  eckige  Klammem  ein- 
geschlossen.    Nunmehr  rechnet  man  die  Werthe  vergl.  II  pag.  79: 

^%)  =/(»)  {«  +  '«')  +iiS[Y)-  .^-/,.., («  +  ,•«,) 


V) 


welche  Werthe  ich  rechts  neben  die  doppelt  summirten  Werthe  oben  angesetzt  habe, 
und  deren  Logarithmen  auf  dem  Blatte  A  Aufnahme  finden  könnten;  um  aber  die 
Rechnung  möglichst  scharf  zu  gestalten,  werden  mit  diesen  Werthen  die  indirecten 
Glieder  auf  dem  Nebenblatte  nur  provisorisch  berechnet  und  nachher  die  damit  ver- 
besserten Werthe  erst  in  das  eigentliclie  Uechnungsschema  eingetragen.  Nun  sind 
die  Formeln  15I  und  16    'pag.  79,  80)  heranzuziehen,  dieselben  lauten: 


a 
b 


1 

.  x^  +  U 

722 

.  Va  +  iV 

.   «o4-K 

110 


9  = 


I  —  T^  A/(ox  +  iy  +  es) 


VI) 


wobei  jetzt  noch  die  Grössen  ^,  jy,  ^  der  Null  gleich  gesetzt  und  die  Grösse 
ar,  y,  2  mit  a;»^  yo^  ^o  identificirt  sind.  Als  Argument  für  die  Ermittelung  des  We: 
thes  von y  kann  in  dieser  ersten  Annäherung  hinreichend  genau: 

genommen  werden.     Nunmehr  erhält  man: 


(PI 

dfi 

dH_ 
dfi 


VII) 


,wobei  wieder  x^  y,  z  mit  x^y  j/q,  Zq  identificirt  sind.  Die  Rechnung  auf  dem  Nebei 
blatte,  die  ohne  Nachtheil  vierstellig  geführt  werden  könnte,  gestaltet  sich  demnac 
unter  Zuziehung  der  auf  den  Blättern  A  und  B  erhaltenen  Werthe   folgendermassei 


Febr.  24 

Jan.  15 

Dec.  6 

Oct.  27. 

loga; 

log  (aro+i^) 

—  log  a-o 



0^400715 

On438994 

0^470322 

On49564i 

logy 

—  log  (y„+^  ri) 

—  log  yo 

: 

On424995 

On385696 

On337869 

On27939i 

log« 

—  log  120-HQ 

=  log  «D 

= 

9. 141641 

9n 148099 

9n 150349 

9. 147436 

loga 

9n272327 

9^309028 

9»3402i8 

9n366839 

log* 

9„2966o7 

9n255730 

9^207765 

9^150589 

• 

log" 

8.013253 

8.018133 

8.020245 

8.019634 

log  Ä,x, 

2^818450 

1^878579 

1^892985 

1^861612 

log  'S;,) 

2.422475 

1.483445 

1-497759 

2.465323 

log  Si„ 

i„oo56o9 

0^064458 

o„045547 

1^036629 

• 

a  ■  iS(x) 

+ 

123.25 

+  1540 

+  17-11 

+169.22 

b .  5,^, 

52.37 

—     5.48 

—     5.08 

41.30 

e  •  Ä(,) 

O.IO 

—      O.Ol 

—      O.Ol 

—      O.II 

Zähler 

+ 

70.78 

+     9-91 

+   12.02 

+127.81 

aar +0.471023  +0.559786  +0.646457  +0.748585 

*-y +0.526747  +0.437951  +0.351264  +0.269141 

C'Z  +0.001429  +0.001466  +0.001481    +0.001473 
W   +0.999199  +0.999203  +0.999202  +0.999199 
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Febr.  24 

Jan.  15 

Dec.  6 

Oct.  27 

log  IV 

9.999652 

9999653 

9999653 

9.99965*2 

M 

6.904042 

6.901672 

6.901465 

6.903465 

f 

0.477 113 

0.477120 

0.477120 

0.477107 

log(i-iV) 

7.380807 

7-378445 

7-378238 

7.380181 

logiV 

9.998955 

9.998961 

9.998961 

9.998957 

log  Zähler 

1. 84991 1 

0.996074 

1 .079904 

2.106565 

log^r 

1.850956 

0.9971 13 

1 .080943 

2.107608 

log/y  2.308069  1.474233  1.558063  2.584715 

fqx  2.728784  i„9i3227  2.128385  3^080356 

f^y  2^753064  1^859929  in895932  2^864106 

fqz  I. 469710  0.622332  0.708308  i„733i5i 


Add    oder     [     ^'^^^"^^^       8.919337       0.563293       9.816105 

\     0.166460       0.152368       0.146062       0.145887 


Subtrts.  log 


(     o.  I 


28231       0.106114       0.090942 


45887 
0.079590 


f9y—^nf) 

fqz—s^u) 

K 


2.089231 
2^919524 
I. 597941 
7.982875 


0^797916 
2^01 22gy 
0.728446 
7.980507 


1^456278 

2»04i994 
0.799250 

7.980300 


3^009994 
1.812741 
7.982254 


JI(Y) 
J2{Z) 


+  1.18  —  0.06^  —  0.27 
—  7.99  —  0.98  —  1.05 
+  0.38        +  0.05         +  0.06 


—  4-57 

—  9.82 

—  0.06 


Vereinigt  man  diese  indirecten  Glieder  J2S{X),  J  2  {Y),  J  2  [Z)  mit  den 
directen,  so  erhält  man  neue  Werthe  für  die  Differentialquotienten,  die  sich  so 
wenig  von  der  Wahrheit  entfernen,  dass  man  dieselben  der  definitiven  Stönmgs- 
rechnung  zu  Grunde  legen  kann.  Man  erhält  so,  wenn  man  neuerdings  die  An- 
fangsconstanten  bestimmt,  für  die  letzte  auf  einem  Nebenblatte  auszuführende 
Operation: 


fut 

/"     ß              f                / 

y 

S{.) 

1874  Oct. 

27 

—  715.56 
+  69.18         +643.83 

668.16 

—  727-36 

»  Dec. 

6 

+  4-49 

—  7.78        —646.38 

+  61.40         [—  2.55 

[—  24.33] 

78.14 

1875  Jan. 

15 

—  3.29        —584.98 

+  58.11         —587.53 

—  26.88 

75.62 

»  Febr. 

24 

—  526.87 

— 614.41 

—  658.42 

<12     

1874  Oct.    27  +271.82  +267.45     +290.98 

—  13.18  —257-64 

»     Dec.     6  —11.26  +258.64  [+     g.84]   +   31.53 

+  3.45  —24-44  [+      1-03] 

1875  Jan.    15  —   7.81  +234.20  +   10.78    +   30.40 

—  32.25  +235-23 

»     Febr.  24  +201.95  +246.10    +263.59 

1874  Oct.    27  —     9.39  —     9.99    —    10.82 

—  0.25  +     9.61 

»     Dec.      6'  +0.93  —     9.64  [ —     0.38]   —      1.19 

—  0.40  +  0.68  [—     0.03] 

1875  Jan.     18  +0-53  —     ^-Q^  —     o-4i     —      '-'^ 

+    1.21  —     8.99 

«     Febr.  24  —     7.75  —     9.40    —    10.08 

Nun  beginnt 'die  definitive  Rechnung  nach  den  Formeln  VI/,  da  die  aus  Uli 
resultirenden  Werthe  der  directen  Glieder  für  diese  ersten  vier  Störungsintervalle 
keiner  Verbesserung  bedürfen,  indem  die  Störungen  rücksichtlich  dieser  Glieder 
nahezu  unmerklich  sind.  Die  für  diese  vier  Orte  in  den  Tafeln  -4,  B,  X,  Y,  Z, 
enthaltenen  Grössen  werden  daher  ohne  weitere  Frklärung  verständlich  sein  und  ich 
will  demnach  nur  noch  zeigen,  wie  die  Rechnung  für  den  nächsten  Ort,  Sept.  17 
durchgeführt  werden  muss. 

Vorerst   geben  die   Tafeln    X,    F,    Z  für   Sept.   17    die    doppelt    summirten 
Werthe : 

—  2027.57         +  796.88         —  28.99  ; 

nach  dem  Gange  der  Funktion  wird  man  für  die  am  17.  iSeptbr.    zu  erwartenden 
Funktionswerthe : 

'  —  798  ,  +271  —  8 

in  Einheiten  der  siebenten  Stelle  annehmen  können  und  nun  mittelst  der  Formeln : 

^i  =  %tf)  («  +  i^i  +  ^  ßif)  («  +  ^^ 


tCj 


hinreichend  genäherte  Werthe  für  §,  1^,  C  erhalten,  welche,  auf  die  fünfte  Decimale 
abgekürzt,  an  der  entsprechenden  Stelle  in  dem  Bogen  A  eingetragen  werden.  Die- 
selben werden  sein: 

—  21  ,         +8  ,         o, 

und  man  sieht  sofort,  dass  selbst  ganz  rohe  Annahmen  über  die  Fimktionswerthe 
f(x)(a+tto],  f{ff)ß  +  iu)] ,  /(3)(ö  +  ft(?)  mehr  als  genügend  genaue  Annäherungen  für 
^,  q,  ^  ergeben  werden. 
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■  )lfui  ^eUngt  jetzt  nach  Diu^hfuhruiig  der  Keuhnung  mittelst  der  Formeln  lil) 
r-fpag.  108)  EU  den  definitiven  Werthen  für  ^  [X],  ^  [Vi,  2  (/;,  mid  bildet  nun 
I  lucb  V  (pag-  109)  die  Werthe  iSfrh  i^gh  '^«•i:  ^^^  bis  aaf  die  f^eriiif^fü^cn,  aufan^ich 
[  ganz  nnerhelilichen  ,  durch  —  —  /"[a  +  iwj  veranlassten,  Correctionen  direct  be- 
I  rechnet  werden  können ;  man  kann  diese  Oorrectionen  in  der  Nähe  der  OscnlatioiiH- 
I  epoche  ganz  übergehen.  s|mtcr  wird  man  dienelben,  da  durch  <Ue  Berechnung  mehrer 
[  "Werthe  der  Gang  der  P'unkliuii  nahezu  bekannt  ist ,  leicht  mit  hinreichender  Ge- 
^Ilauigkeit  berücksichtigen  können;  doch  werden  diese  ( 'orret^tionsglieder ,  die 
■übrigens  Encke  ganz  übergeht,  selten   sehr  merkbar  werden. 

■  IMe  80  resnltirendeu  Werthe  für  Si^y  ■Sj^i,  S,n  sind  in  den  .Summati onsbögen 
[  rechts  artgesetzt  und  ohne  weitere  Aendening  der  definitiven  Uechniicg  zu  Grunde 
y  gelegt.     Dabei    mag  bemerkt  werden,    dass  diese  Werthe  Sa,,    5'(,„  Am  gegen  die 

sich    aus   den    thatsächlicheu  Uifferenzwerthen  ergebenden    etwas    verschieden   sein 

'    kÖniien.  da  bei   deren  iJilduug  eben   die   zweiten  Differenzen  bloss  näberungs weise 

L  berücksichtigt  werden  konnten. 

Die  Rechnimg  gestaltet  sich  nunmehr  ganz  direct,  und   nur  für  die  Ermitte- 

I  lung  von  y  wird  man  emen  vorläufigen  Werth  von  y  annehmen  müssen.  Der  Gang 
der  äusserst  regelmfesig  verlaufenden  Funktion  log  JV  (Lugarithmus  des  Neuners] 
wird  in  Verbindung  mit  dem  völlig  bekannten  Werthe  des  Zählers  fiir  q  stet»  ohne 
Mühe  eine  hinreichende  .VnnäheruTig   ergeben ,    um  f  gleichsam  als  directeu  Werth 

;  betrachten  zu  können.     Zu  bemerken  ist,  dass  der  Werth  von  q  hierbei  in  Einheiten 

der  siebenten  Stelle  gegeben  erscheint  nach  den  oben   gemachten  Vuraussetzungeu. 

In  dieser  Weise  wird  die  ßechnung  furtgefuhrt.  luid  ich  habe  in  dem  unten 

foigeiulen  Rechuungsbeispiele  alle  Zahlen  der  Rechnung  innerhalb  des  ganzen  \*cr- 

'  laiifes  derselben  aufgenommen,  so  dass  tiir  deu  Anfänger  ein  hinreichend  aus- 
führliches Normal  he  ispiel  vurliegt,  nach  welchem  er  sich  in  die  Methode  einfuhren 
kann ,  bevor  au  eine  selbststäiidige  Rechnung  geschritteu  wird.  Bei  der  Be/eich- 
nitng  der  Horizontalcolumne  ist  im  Allgemeiuefi  kein  Unterschied  gemacht ,  ob  die 
Funktion  selbst  uder  deren  Iiogarithmu!*  Aufnahme  gefiindeu    hat,    da    hieraus   wohl 

['kein  Irrthnm  zn  hefiirchten  ist.  Zu  den  angesetzten  Additions-  und  Sublractions- 
logarithmeii  wäre  zu  bemerken ,  dass  dieselben  den  zweckmässigen  sechsstelligen 
Tafeln  von  Bremiker  entlehnt  siud. 

Die  \'enneidiing  zufälliger  Rcchiiungsfehler  erscheint  durch  den  regelmässigen 
Gang  der  Differenzen  bestätigt,  und  ilicse  Prüfung  muss  stets  sorgsam  durchgeführt 
werden.  Hierbei  werden  grosse  Fehler  im  Allgemeinen  sofort  erkannt  uiiil  korrigirt  wer- 
den können,  kleine  Fehler  werden  sich  meist  erst  benftcrkhar  machen,  wenn  die  Hech- 
nung  um  einige  Intervalle  weiter  fortgeschritten  ist.  Tritt  die  Nothwendigkeit  einer 
V'erhessernng  ein,  so  wird  im  .\Ilgemeinen ,  so  lange  der  Fehler  nicht  allzu  erheb- 
lich ist,  die  Neurechnung  der  directeu  Glieder  selten  nöthig  werden ;  die  indirecten 
I  lilieder  dagegen  müssen  von  iler  Fehlerstelle   an  wohl  stets   neu  gerechnet  werden, 

I         wenn  man  das  Resultat  nicht  allzuseht  schädigen  will.     Dieser  Umstand  macht  die 
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Störungsrechnung  für  den  Anfänger,  der  noch  nicht  die  hinreichende  Sicherheit  im 
numerischen  Rechnen  erlangt  hat,  sehr  beschwerlich,  ein  Uebelstand,  der  bei  der  Stö- 
mngsrechnimg  nach  der  Variation  der  Constanten  fast  ganz  vermieden  wird.  Es  ist 
deshalb,  falls  nicht  andere  Umstände  massgebend  sind,  für  eine  erste  Stönmgsrech- 
nung  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  zu  wählen  und  die  Berechnung  der 
Störungen  der  Coordinaten  erst  dann  vorzunehmen,  wenn  man  eine  hinreichende 
Sicherheit  in  den  logarithmischen  Kechnuugsoperationen  erlangt  hat. 

Ich  stelle  hier  zum  Schlüsse  die  zur  Rechmmg  nöthigen  Formeln  übersicht- 
lich ohne  weitere  Erklärung  zusammen,  da  eine  solche  Zusammenstellung  bei  der 
Rechnung  als  Gedächtnisshilfe  nicht  ganz  ohne  Werth  ist: 

m 

I. 

sin  (jp  =  e 

sin  qp  rt 

—  —  p 

am  i" 

sin  a  sin  -4  =  cos  Q  sin  6  sin  Ä  =  sin  Q  .    C  =  o 

sin  a  cos  A  =  —sin  Q  cos  t        sin  b  cos  B  =  cos  Q  cos  t        sin  c  =  sin  t 

u)  =  7t  —  Q,  Ä  =^  A  -{-  u) 

B'  =  B  +  io 
C  =  0+10=  (a. 

II. 

M=E— e"  sin  E 

Tq  sin  f?Q  =  a  cos  (p  sin  E 
To  cos  Vn  =  a  (cos  E — e] 

Xq  =  r^  sin  a  sin  {A'  +  Oq) 
yo  =  ^0  sin  b  sin  (B'  +  »o) 
iTo  =  ^0  si"  c  sin  {C  -f-  Vq] 

h  =  -yg-  ,  log  itt?A;''^= 9.675283  (Intervall  40  Tage; 
i2^  =  roMi+AÄ) 

III. 

^  =  %)(«  +  *«')  +  ^  fitf)  {a  +  iw)  —  . .  . 
?  =  '%)  [a  +  iw)  -4-  ^^-  /,,  (a  -f-  iu?;  —  ... 
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a?  =  a^o  +  ? 


Q  C08  &  COS  0  =  Xi  

Q  COS  ^  sin  ö  =  yj  — 
^  sin  ^  =r  24  — 


X 

y 


Xx  =  {%ok)^  fWi 


0^1  — r 

yi— y 


Ueber  die  Werthe  von  [wk)^fnx  siehe  Tafel  XII. 

(X)  =  X,  4-  Xj 

(Y)  =  y,  +  Fj 

(Z)  =z,  +zj 

X2 ,    Y],  Z2  aus  den  Ephemeriden  oder  den  Publicationen  der  astronomischen 
Gesellschaft  zu  entnehmen,  oder  zu  berechnen  nach: 


Xj  = 

Y,- 

M)'«».,^ 

2,= 

(»*)'»»,  -^8      • 

"V 

:A) 

(X)^+  (X)-t4-  ... 

JJ 

f^)- 

(r)*+(F)^+  ... 

^ 

f^)  - 

'ZH+  [Z]^  +  ••• 

IV. 


=  •/,„  [a+iw)  +  ^  i  (X)  -  ^/ji,  («+.•«,;. 


»40 -^(f)^^ 


c 


/  mit  dem  Argumente  q  aus  Tafel  XI. 
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V. 

Jß  =/(x)  [a  +  itc]  =  ;5  (X)  4-  h'  {/qx  -  Ä,„} 

7?  =/,)(«+«■«')  =2(Y)+h'  {fqy-S^,,) 

g  =A,  («+.-«.)  =2[Z]  +  h'  [fqz  -  Ä-,.,}    . 
Für  die  Anfangsconstanten  der  Inte(|^ation  hat  man: 

«/  [a-v,]  =  +  Lf[a]-  ^j  2/"  (a)  +/"  (a-«;)  j  + 


Ausführliches  Beispiel 


zu 


EZiieke'is    ^fetliode 

der 

Störnngsrechnniig. 


I    * 
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Datum 

'   x87S 

• 

1874 
Aug.  8 

Febr.  34            Jan.  15 

Der.  6               Oct.  27 

Sept.  17 

Jani  29 

Mai  30            Afi 

M 
E 

sin  E 
coaE 

Subtract. 

cos  E^e 

rosinPo 
sin     1 

cos     ( 

rocost?o 

ro 

I9l**2l'4a"7 
i89**4i'ar'8 

9„226l02 

9«99376o 
0.070386 
0^064146 

9h7 14949 

9«99S6os 

©«559625 
i88"8'i6"s 

5«6'X4"9 
0.564020 

i84"i4'26"8 
i83*»36'5i"7 

««799621 
9«999i36 

;  0.069586 

>  0^068722 

9^288468 

9»99939i 

o„56420i 
183^2'  i"6 
5"5'38"6 

!  0.564810 

177"   7'""© 

I77"3»'43"l 
8.631742 

9»9996©i 
0 . 0695 1 8 

©„©691 19 
9.120589 

9„999719 

©«564598 
i77"56'23"o 
5°  6!  3"2 

0.564879 

i69"59'55"i 

I7i"28'i9"9 

9.171110 

9«995i72 

0.070175 

©«©65347 
9.659957 

9«996599 

0^560826 

,I72V'19"8 
1-50  7',9-o 

0.564227 

i62"52'39"3 
165^23'  5"7 
9.401959 
9*985715 
0.071599 
©«©5 73 «4 
9 . 890806 

9«989938 

©«552793 
i67V'5©"8 
-5"  9'56"8 

0.562855 

1 55^*45 '23"4 
I59"i6'23"9 

9.548894 

9«97©94i  ' 

0.073877 
0^044818 

0.037741 

■   9i»979535 

,   ©»540297 
i62**32'54"o 
— 5*»i3'28''i 
0.560762 

X48<»38'  7"6 

153«  /37"5 

!   9.655151 

9«95©37© 

0.077160 

,    ©«©2753© 

!    ©.143998 
9^965060 

!  ©«523009 

I57*'i9'25"9 
— 5*»i8'  4"9 

:   ©• 557949 

i4i*'3o;5i''7 
146*^56'   ^Tj 

9.736859 

9«92ja75 
0.081688 

©»004963 
0.225705 

9»946o25 

0^500442 
152°   l'*!"© 
-5»2j'5o''6 

0.554417 

134*J 
9.8« 

O.Ol 

9.9: 

0.2< 

9b9a 

146-3 
1  o.5i 

A-^vo 
B-^ro 

3i6°36'47"i 

226"34'22"0 

ioo"52'54"7 

3ii"3o'3*"2 

22l"28'    7''l 

95«46'39"8 

3o6«24'53"6 

2l6"22'28"5 

90^41'   l"2 

3oi"i8'5o"4 

2ii°i6'25"3 

85"34'58"© 

296"!  I '21  "4 
206''  8'56"3 

8o"2/29"o 

29 1*^  i'24"6 

20o"58'59"5 
75"i7'32"2 

285°47'56"5 

1 95^*45 '31  "4 
70"  4'  4"! 

28o°29'5i% 
i90**2/26''5 

64"45'59''* 

i85^ 
$9*» 

ro  sin  a 

sin  {A-^ra) 

X 

0.563808 

9^836907 

— 2.51602 

0 

0.564598 

9»874396 

— 2.74786 

0 

0.564667 

9«9©5655 
—2.95340 

0 

0.564015 
9^931626 

— 3.13©7© 
.0 

0.562643 

9«952958 

—3-27794 
—           10 

0.560550 

9«970o83 
—3.39338 
—           21 

©•557737 

9«983275 
-3.47546 
-           36 

0.554205 

9^992669 

—3.52268 

—           57 

0.$- 
9.9! 

—3.: 

0 
— 2.51602 
—5.02505 
4-7.2581 

0 
— 2.74786 
—5.13125 
4-7.1169 

0 
—2.95340 
—5.22245 
4-6.9723 

0 
—  3.13070 

—5.29843 
4-6.8243 

—  21 

—  3.27815 

—5.35895 
4-6.6730 

—           43 
—3.39381 
-5.40385 

4-6.5185 

—           73 
—3.47619 
—5.43298 
4-6.3608 

—         114 
—3 .  5*382 
—5.44621 
4-6.2000 

-3.i 
— $.^ 
+6.< 

rosin6 
8in{i^  +  ro) 

yo 
iv 

V 

y 

yiiV 
.Vi  m 

0.563910 

9^861085 

— 2.66069 

0 

0.564700 

9^820996 

—2.43050 

0 

0.564769 

9«773i©o 
—2.17705 

0 

0.564117       0.562745 

9«715274       9»644i49 
— 1.90279  1— 1.61025 

©  1+              4 

0.560652 

9«553997 
—1.30211 

4-           8 

0.557839 

9«4339©8 
-0.98118 

4-         13 

0.554307 

9^25888^ 

— 0.65042 

4-         20 

0.5! 

8»9^ 

— 0.: 

+ 

0 
— 2 . 66069 
— 2.11212 
— 6.7091 

0 
—2.43050 
— 1.84491 
— 6.8709 

0                     0 

—  2.17705     —1.90279 
— 1.57230     — 1.29512 

—  7.0294       —7.1844 

4-           8 
— 1 .61017 
— 1 .01418 

—7.3359 

+            16 
—  1.30195 
— 0.73026 

—7.4839 

+         27 
— 0.98091 
—0.44421 
—7.6282 

-f-         40 
— 0.65002 
— 0.15686 
—7.7688 

-H>.i 

roSinr 

8in{C-f«ü) 
So 
K 

C 

=l(9|.) 

9.149521 

9.992120 

H-o. 13856 

0 

9.150311 

9.997788 

-f-o.  14064 

0 

9.150380 
9.999969 

4-©. 14^37 

©  1 

9.149728 
9.998708 

4-0.14075 
0 

9.148356 

9-99395© 

4-0.13877 

0 

9.146263 
9.985531 

4-©. 13545 
0 

9.14345© 

9.973172 

-f-o .  1 3080 

0 

9.139918 

9.956446 

4-0.12484 

—           I 

9.1: 

99' 
4-0.: 

0 
4-0.13856 
-j-0.12116 

—0.1794 

0 
4-0.14064 
4-0.12260 
— 0.1710 

0 

-f-o.  14137 
4-0.12367 

— 0.1626 

0 

4-o.i4©75 
4-0.12439 

—0.1541 

0 
4-0.13877 
4-0.12475 

—0.1455 

—           I 

4-©. 13544 
-1-0. 12474 

— 0.1368 

—            I 

-f-o.  13079 

-f-o.  12437 

— 0.1280 

—           I 
-f-o.  12483 
-j-o.  12362 
—0.1192 

4-0.1 
4-0. 1 

— 0.1 

ro3 
h 

yo-^  Iv 

X 

y 

a 
h 

\y) 

I . 692060 
7.983223 
0.000348 
I. 128040 
1.128388 

1.694430 
7.980853 
0.000346 
1.129620 
1.129966 

'  1.694637  1    I. 692681 
7.980646  :    7.982602 
0.000346      0.000348 
1.129758  i    1.128454 
I. 130104  1    1.128802 

1.688565 
7.986718 
0.000351 
1.125710 
1.126061 

1.682286 

7.992997 
0.000356 
1.121524 
1. 121880 

1.673847  . 

8.001436 
0.000363 
I. 11 5898 
I. 116261 

1.663251 
8.012032 
0.000371 
I. 1088 34 
I. 109205 

i.6< 
8.02 
o.oc 

I.K 
l.U 

0^400715 

o„424995 
9.141641 

o«438994 
©„385696 
9.148099 

0^470322 
©«337869 
9.i5©349 

©«495641 
©„279391 
9.148436 

©„515614 
0^,206883 

9.142296 

o„5 30660 
0,^114621 

9.131779 

©«54i©57 
9^991691 

9.1 16608 

©»546943 
9»8 13060 

9.096319    ! 

0*54 
9»4! 
9.0: 

0«4007I5 

o„4*4995 
9.141641 

©„438994 
©„385696 
9.148099 

0^470322 
©,1337869 

9.i5©349 

©„495641 

©«279391 
9.148436 

©„515628 
0^206872 
9.142296 

©„53©687 
©„114594 
9.131747 

©„5411 ©4 
9^991629 

9.116575 

©«547014 
9»8 12927 
9.096319 

o*54 
9^0: 

9«272  327 
9^296607 
8.013253 

9^309028 

9«25573© 
8.018133 

9„34©2i8 

9„i©7765 
8.020245 

9„366839   1    9„389S53 
9«i5©589   !    9«©8o822 
8.019634  i    8.016235 

9^408780 

8„99274i 
8.009899 

9«424796 

8«87543© 
8.000347 

9«437738 
8*703855 
7.987114 

8»3S 
79^ 

2^818503 
2.420929 
1^003461 

»„878637 
1.482874 

©„©64458 

1^892873 
1.498724 

©«©75547 

2„86i749 
2.463863 

i„©34227 

3«32o639 
2.914798 

i„474362 

3„62889i 
3.210457 
i«752356 

3^864148 
3.428299 

i„943i48 

4*056488 
3.598452 
2^072140 

4»*» 

3.73 

2»H 

fqx 

./qy 

/!/  = 
Subtract.  ' 

h 

*n7 30009 
2,*754289 
1.470935 

i„9i3665 
1^860367 

0.622770 

2^027662   '    3„o8iooi    j 

'„895209     ;       2^864751 

0.707689  i   1.733796 

3„6i©527 

3«3©i77X 
2.237195 

3«977436 

3«56i343 
2.578496 

4^260418 

3«7i©943 
2.835889 

4«490I33 
3«7 56046 

3.039438 

4*61 

3*6a 
3.2c 

9.354128 
0.165580 
0.127371 

8.924262 
0.152069 
0.106019 

9.561007 
0.146544 
0.091058 

9.817387 
0.145287 
0.079081    ' 

9.977422 
0. 149290 
0.069168 

0.090340 
0.160100 
0 . 060408 

©.I733©5 
0.182307 
0.052314 

9.800422 
0.229342 
0.044469 

9.81 
0.25 

0.03 

2.084137 
2^919869 
1.598306 

7.982875 

0,^802899 

2,1012436 
0.728789 

7.980507 

i„45388o 

^«©41753    . 

0.798747 

7.980300 

2„679I36 

3«©i©©38 

I. 812877 
7.982254 

3„298©6i 

3«45i©6i 
2.306363 

7.986367 

3„7i923i 

3«72i443 
2.638904 

7.992641 

4„©37453 
3«893250 
2.888203 

8.001073 

4*29055$ 
3*985388 

3.083907 
8.011661 

4*49 

3*98 

3.24 
8.02 

■ 

F 

■ 

-     119     — 

■ 

1 

f" 

1873 

C    '••- 

l>.c.  r. 

n™.  . 

S»pt.  »      1      lag,  .j 

IM. 

Kai  7i      1       April  i; 

io"o 
»9"» 

3.« 

9.896631 
9,789180 
0.107B" 
9.897001 
0.385478 

9«*i»9S8 
0.3914B1 

,35"lj'4i"9 
-S"48'3""7 
D-SJ9513 

ill"3o'   g'  1 
9-930754 
9-7181.6 
0.114474 
g„S4»S9o 
0,4.960, 

9.886447 
0,138069 
.i9"39'l'"i 
-S"S9'18"4 
0.533154 

'os"S4'3i''S 
ii4"55'.4"7 
9957555 
9,614658 
0.149711 
9-774369 
0 . 446401 

0,169848 
li3"39'4i"8 
-6"i>'53"4 

0.51611Q 

98"47'.6"7 
.og".3'34"9 
9  977645 
9,r*95ll7 
0.191591 
9,68681a 
0.466491 
9,948071 
0,181197 
I17"l7  49'4 
~6"i5'5o"o 
0.518410 

9. "40-  o"B 
.0i"i4'i7"i 
9.991334 
9,196196 
0  173434 
9,569630 
0-48018. 
9.970055 
0,065109 
ur   ,'S9"4 
— 6"4i'ii"7 
0.510.16 

84"3i'45"o 
94''i7''o"i 
9.998687 
8,8?oo74 
0.160665 
9n399796 
0-487534 
9-986147 
9-895175 
j04''lo'36"7 
-6-5B'3i"i 
0.501187 

77''l!'l9"l 

87"n'   3"9 

9.99953! 

8.664791 

9.865413 

9„104!44 

0,488381 

9-996399 
9,6000» 3 

97°ii'   5_"5 

0.491983 

7o",8',3"3 

80"  S'31"B 

9-993474 

9.135677 

7.901150 

7-' 37917 

0.481311 

7-6 j 3406 
90"  4'ii"' 
-7"37'»1"8 
0.481311 

•J"9 
4*"8 

I7]"S3'48"4 

15g"   7'4i"8 
.68"   5''6"7 
4:"13'49'4 

15!"  8'i3"4 
i6i"   5'4''"3 
16"2,'i."q 

i45"56  io"o 
i5i''53'S4"9 
3o"ii'i7"6 

139"3o'3o'd 
149-18'  4' '9 
.j"46'37"6 

i3i"49'  7"3 
I4i"46'4i''i 
17"  5'i4."9 

ii5"5o'36"l 
il5"4r.>-o 
io"6  43"7 

iiB"33'""7 

ii8''3o'57"6 

l"49'3o"3 

19«! 
989 
>7JI 
116 

O.I39JII 
9«997S64 
— 3-44151 
—          i!7 

0.531941 
9,9906.0 
-3   33851 

0.525898 
9^978541 
-3- 19477 
—         165 

0.51S108 
9,960514 
-3-011,5 
—           334 

0.509914 
9.9353S8 
--1. 78787 
-         415 

0.501075 
9,901310 
-1.51571 
—          509 

0.491771 
9^855784 
—1.11615 
-        61s 

0.4B1109 
9-794685 
-1.89145 

-         733 

»11 

>96j 

>9T 

-  3'3 
—3  •44.(64 

—  (.J9010 
+  i.7003 

-3   34162 
-5.33967 
+  5.5181 

—         519 
-3.10006 
— 5.17139 

-3.01781 
-5.19148 
+  5-1760 

-1.79618 
-5.09411 
+4.9961 

-1,53590 
-4,98153 
+4.8140 

—       1131 

—1.13846 
-4.85196 
L+4,6196 

—       1466 

-..906., 

+4:4430 

!087 
'077 

0.539413 
9  0166. i 
+0.36S.S 
+            44 

0.533044 
9  314730 
+0.70433 

+            55 

0.5160QO 
9.487719 
+  ..OJ109 
+            66 

0.518110 
9   611016 
+  1.34693 
+            81 

0510016 
9.7058B0 
+  1-64398 
+         100 

0.501177 

9.7«i683 
+  .91805 
+           117 

0,49.873 
9.843311 
+1,16364 
+         164 

0.48111. 

9  893448 
+1.37497 
+         1.8 

L845 
»36 

+            89 
+0,  36904 
+0.70454 
-B..679 

+           109 
+0.7054^ 
+0.98865 
-8.193' 

+          '31 
+  1-03341 
+  1,16983 
-8.4145 

+           >6i 
+  1.14854 
+  1-54716 
-8.iJi7 

+         100 
+  1.64598 
+  1-81008 
—8.6448 

+          153 
+  ,,91058 
+1.08746 
-8.7539 

+         31B 
+1.1669; 
+1.34857 
-8.8588 

+          435 
+  1.17931 
+1  6015  9 
-8.9596 

1 

9,115014 

9.871473 
+0.09943 

9.118655 

9,8i8l(j, 
+0  08861 

9...16U 

9-773411 
+0,07674 

9.103911    1    9095617 
9   7016BS        9.60549B 
+0.06391      +0. 0501s 

+               I    1  + 

9,086788 
9.468098 
+O.0JSB8 

+              4 

9.077484 
9 .  144464 
+0,01099 

+              6 

9.067811 
B  691731 
+0.00576 
+              8 

>9io 

+0. 09941 
+0.11916 
— 0.09H 

+0.08860 
+0    11709 
-0.0835 

+               1 
+0.0767! 

+              1  '+               5 
+0.06394  1+0-05030 
+0.1I17]    1  +0-10855 

-0-0654    : -0.0561 

+              8 
+0.DI596 
+o,,o<;o4 

+^,01... 

+0,10111 

+            16 
+0,00591 
+0.09709 
-0.0188 

;59i 
.691 
>J96 
»394 
.790 

.,618569 
8,056714 
0,000413 
1.079046 
1.0794S9 

1 .  599461 
S. 07581. 
0.000431 
1 .066J08 
1.066719 

I  578330 
«.096953 
0.000451 
..051110 
1.051671 

,-555160 
8-110013 
0.000477 
..0J6840 
1.037317 

1-530378 
8.144905 
0.000505 
1.010151 
1.010757 

.50386. 
8, .7.411 
0.000537 
1.001574 
1.003111 

,,475949   ■     1.446961 
8.199334  1    8,ii8jio 

0:981966   '    0^964641 
0,98453a   ,    0.965154 

IS!» 
r8i, 

o„s 370-1 
9.566544 
8.997474 

o„5i3Rio 
9.848115 
8,947483 

o„5048oo 
0-013995 
8.885011 

o„479ii4 
0.119606 
8.805705 

0,445918 
0-1,6161 

8.701109 

o„403i6o 
0,183147 
8.555336 

0,348753 
0.335514 
8,1131(1 

o„i78474 
0.376056 
7.766413 

p8l 

0,537170 
9-!67073 
8.997474 

o„ 5 14087 
9.848448 
8.94-434 

□„505158 
0,0.4171 
B.B85078 

0,479694   1    0,446565 
0.119864       0,116415 

8.805773  !  8.70,56s 

0,404131 
0. 18J43» 
8.555810 

o„J49949 
0-335843 
8.314488 

0,180.48 
0.376453 

76i 

9«4S76"4 

8.487085 
7.918015 

9n4S7o8i 
8. 781376 
-.880744 

9„45in8 
8.96.313 

7.BJ1J50 

9«44i897 
9.091189 
7.768588 

9,415161 
9.195404 
7-680551 

9,400149 
9.180036 
7.551115 

9,364115        9-313110 
9,350976       9.410801 
7.33B714       6.801.59 

-13 

4„49499= 
J. 949089 
l„07  511« 

4„6 13409 
4.0J-'.J" 
'„■'"305 

4„7"6i9 
4.11087. 
..816771 

4,814110        4»9l8Bo3 
4.106096       4.197991 
1.389,84        1.690391 

i„0O7i5i 
1.901949 

5-089655 
4.5130.5 

3.065893 

5,.'659ii 
4.635111 
3-193753 

yj 

4„lRoI09 
3   440413 

5,095181 
4.4.9643 
3.518619 

?.,19019! 
4.699509 
3.570315 

5,166498 
4.916668 

3.591577 

ü„3i37-'7 
5-093637 
3.578780 

5-361585 
5,140885 
3,513173 

5„178i76 
5.364070 
3.351715 

5„3701i8 
5  46641 J 
i.8_6ijoi 

41h 

9-':t8h 

0.018340 

9.816165 
0,150053 
0.006887 

9.819154 

9.K66965 
9.991171 

9.805441 
9-905941 
9.971913 

9.7B1778 
9.914135 
9.939866 

9-931345 
9.877781 

9.9746,0       9.77B408 
9.934038   1    <..03o697 
3.971104  1    0.058850 

(,.-,4 

4,808109 
3.116904 

3   45*753 
8.056301 

4„ 91 1547 
4.187191 
1.515516 
8. 075390 

5„009549 
4.566474 
3.561587 
a.09650. 

i-o7l939       i.lo6s55 
4.811610       5.017871 
3,564500       5.^18646 
8.119546        S. 144400 

5" '73130 
3.391055 
8.170885 

5,064165    ■    4-944310 
5. 198108        S-397130 
3.036997        1,911151 
8.19B761        8.117708 

■ 

^^^H 

^^^H 

^^^^H 

^^^H 

120 


JL 


3 


Datum 

3/ 

E 

»n  E 

cos  E 

Subtract. 

cos  E — e 

rosinro 

sin  \ 

cos  / 

roCüsc,, 

Je,, 
ro 

l8 

'73 

Jan.  25 

Der.  16 

I 
Nov.  6             Öept.  27 

87* 

1      Aug.  18 

1 

-/ 

/ 

-; 

;        Juli  9 

Mai  je 

63^o'57"s 

72V  6"2 

9.9798*0 

9.474073 

9-855931 
9.095062 

0.468667 

9.996227 

9.590541 
82*»27'29"3 
-7'*58'45"2 
0.472440 

56"3'4i"7 

65"4'**"3 

9-957533 
9.624762 

0.155378 

9.394509 
0.446380 

9.983866 

9.889988 
74"*8'44"i 

— 8^21'    0"2 

0.462514 

48°56'25"8 
57''i8'io"l 

9.9*5073 

9.73*554 
9.831836 

9.564390 
0.413920 

9.961164 

0.059869 

6607'43"9 

-8'»43'33"7 

0.452756 

'  4i'>49'io"o 

:  49"*i'35"i 
9.880135 

9.813786 

9.865528 

9.679314 
0.368982 

9.9*5559 

.     0.174793 
57***4'io"2 

-9"  5'43"3 
.     0.443423 

'  34"4i'54"i 

41^15'  r'o 
9.819115 
9.876123 
9.886108 
9  762231 
'    0.307962 

'    9.873160 

0.257710 

.    48"i8'26"9 

-9"»6'32"7 

0.434802 

27»34'38"J 
'  3*°59'i5"a 

;   9.735964 

1     9  9*3653 
,     9.899402 

9.823055 
1     0.224811 

9.891329 

0.318534 
38"5i'54"i 

!-9"44'58"4 
1     0.427*05 

ao"i7'a2''5 

»4"35'a9"3 
9.619245 

9.958707 
9.908092 

9.866799 
0.108092 

9.941333 

0.362278 

29*»  6'55''« 

-9«59'53"o 

0.4*0945 

1 1 

13*20'  6*6,' 
i  16"  5'2o''4.' 
1    »9  44*W4; 

;  9.98*641; 

1     9.91354« 
9.896196 

9.931531 

[     9.975363 

0.391675 

;  i9'»7'*''« 

-lO^io'HS 
1     0.416$«, 

-i  +  rn 
If  +  ro 
C'+  ro 

2io"55'59"9 
i»o*»53'34"8 

355^12'  7"5 

202"57'i4"7 
ii2"54'49"6 

347''i3'**"3 

I94"36'i4"5 

104**33'49"4 
338**52'22"i 

i85*»52'4o"8 

95Vi5"7 

330"  8'48"4 

176«46'57''5 

86"44'3*"4 

3*1*^  3'  5"i 

i67'**o'24''8 

77^1 /59"7 

3iiV3*"4 

i57"j5'*6''4ii47'*35'3S''4 

67O33,     ,^3  1     ^yOjj,   ,.3 

3oi*»5i'34"o  291^5 iVo 

1 
\ 

X 

5 

w  ^ 

rn  Sin  n 
sin  Ä  H-  ro 

-ro 

Jr,  '5t 
-r,  (t> 

0.472228 
9/,7i0997 

—  1.5*484 

—  861 

0.462302 
9*591057 

—  1.13073 

-  993 

0.45*544 
9*401637 

—  0.71479 

—  1125 

0.443211 

9*010345 

—  0.28416 

—  1*47 

0.434590:     0.426993 

8.749149 j     9.340764 
4-  0.15266  ,4-  0.58581 

—         1349—         1417 

0.420733 
9.581176 

4-  1.00440 
—         143« 

0.416100 
9.7x9111 

4-  1.3970 
—       140- 

—  1721 

—  1.54*05 

—  4  555*1 
-+-  4*543 

—  1986 

—  I. 15059 

—  4.38478 
-+-  4.0636 

—  2250 

—  0.737*9 

—  4.20088 

+  3.8710 

*495 

—  0.30911 

—  4.00398 

4-  3.6766 

—         2698  —         2833 
4-  0.12568  4-  0.55748 
3.79460,       3.57336 
4-  3.4804  i4-  3.2827 

—  *875 
4-  0.97565 

—  3.34086 
4-  3.0834 

—           28<» 

4-  1.369«» 

—  3.o97r 

4-  2.8827 

ro^inft 

sin'if-l-ro 

0.47*330 

9-93355* 

4-  *. 54614 

+           *9* 

ö . 462404 

9.964303 
H-  2.67121 

+           393 

0.452646 
9.985816 

4-  *   74449 
4-           5*6 

0.443313 
9.997742 

4-  ».76093 

4-         695 

0.434692;    0.427095 

9.999*97      9.989*43 
4-  2.71637  4-  2.60818 

4-         903 14-        1147 

0.4*0835 

9.965773 
4-  *. 43561 

4-        14*1 

0.4162^5 
9.926219 

-4-  2.200—= 
4-        17     a 

-h           584 
-h  *  55198 
4-  2.84871 
—  9.0561 

+            786 
-+.  2.67907 

4-  3.08612 
—  9.1483 

4-        105* 
4-  *. 75501 
4-  3.31406 
-  9. »36* 

-h        1391 
4-  *. 77484 
4-  3.53176 
—  9-3197 

4-        1806 

4-  *. 73443 
4-  3.73845 
—  9.3988 

4-         **94 
4-  2.63112 

4-  3  93344] 

—  9  4735    , 

4-        *84* 
-^  2.46403 
4-  4.11603 
—  9-5438 

4-  *.»34^J 
4-  4.*85'jy. 

—  9.609^ 

rosmr 
sin  'C+co 

So 

9.05794« 

8^922422 

—  0.00956 

-f             10 

9.048015 
1   9*344706 
—  0.02470 

9.038257 

9*55683* 
—  0.03936 

-+-           13 

1    9  028924 

,    9*697037 
—  0.05321 

i4-           13 

9.020303 

9*798390 
—  0.06587 

4-           1* 

9.012706 

9*8737*4 
—  0.07699 

.-h             10 

9.006446 

9*9*9085 
—  0.08620 

4-            5 

9.oof9 

9*967/1 
0.0932 

0 

1 

r 

-J-             20 

—  0  00936 
-\-  0.09266 

—  0.0196 

■+             *3 

—  0.02447 

-f-  0.08796 
. —  0.0104 

4-          *6 

—  0.03910 
4-  0.08299 

—  0.0012 

4-           *6 
—  0.05295 

4-  0.07775 
4-  0.0080 

4-            *4 
—  0.06563 

-h  0.07227 

4-  0.0172 

4-          19 
—  0.07680 

4-  0  06657 

4-  0.0264  1 

4-           10 
—  0.08610 
4-  0.06066 
4-  0.0356 

—  3 

—  0.09313 

4-  0.05455 
4-  0.0447 

A 

^n  +  }f 

.7(1+1  >; 

/| 
/> 
C 

c 

1.4173*0 

8.257963 
0.000655 

0.944880 
0.945535 

1.38754* 

8.287741 
0.000702 

0.925028 

0.925730 

1.358268 
8.317015 
0.000751 
0.905512 
0.906263 

1.330269 

1    8.345014 
'    0.000801 
'    0.886846 

;  0.887647 

1 . 304406 

8.370877 

0.000849 
0 . 869604 

0.870453 

1.281615 , 
8.393668 
0.000895 \ 
0.854410 
0.855305 

1.262835 
8.412448 
0.000935 
0.841890 
0.842825 

1 .  248936 

8.426347 
0.00096^ 
0.832624. 
0.83358«.^ 

0^185669 
0.406380 

7«97589« 

0*057156 
0.427346 
8*390582 

9^860961 

0.439*93 
8*593618 

9*47**15 

0.44*147 
8*7*4931 

9.143546 
0.435430 

8^817896 

9.7571*3 
0.418243 

81.885870 

9-995644 
0.389134 

8|i935*55 

0.14083^ 

0.3458s*' 
«11969509' 

0^,188098 
0.406878 
7*971*76 

0;,o6o92o 

0.427984 
8*388634 

9*867638 
0.440124 

8*59*177 

9*490113 
0.443*38 
8*7*3866 

9.099266 
0.436867 
8^817102 

9.746229 
0.420140 
8*885361 

9.989294 
0.391646 
8,935003 

o.i 36416* 

0.349196^ 
««9695501 

911*40134 

9.460845 
7*030356 

9*1314*6 
9. 501616 

7*46485* 

8*954698 
9533030 
7*687355 

8*584568 
9.554500 

7*837*84 

8.273093 
9.564977 

7*947443 

8.901818 

9.56*938 
8^030565 

9.152819 

9.546309, 
8,092430  \ 

9.307*5«= 
9.512264. 
««1359*« 

5**35631  1 
4.76306«  . 

3.292750 

5**98155 
4.892466 

3.364937 

5*35*555] 

5.019589 
3.409299, 

5*397634 
5.141317 
3.4*1*33 

5*431897 
5.255262 

3.389846 

5*453508 

5.359643 
3.287945 

5*460182 

5.453148 
3.017680 

5,448977 
5.534834, 
2,4»«57* 

Subtract.  j 

5*33097* 
5-54975* 
3*» «41 50; 

5^247700 
5.614764 

3*575414 

5^088901 
5.661387 

3*813440 

4*735661 
5.688786 

3*969414 

4.3577351 

5.695336 

4*075571 

5 . 004650 
5.678561 
4*1437«* 

5*3*503] 

5.634855 
4,178212, 

5.346*06, 
5.S589W; 
4«i  793461 

9.390037' 
9.922505 

0.220847 

9.090591 
9.908732 
0.208420 

9.921726 

9.88753« 
0.144366 

9.893326 

9-855**5i 
0.108234* 

0.035150 
9.804128 
0.081417 

0.132179 
0.035068 
0.056664 

0.201943 
9.715603 
0.029018 

0.25267 

8.7573« 
9.99222 

1  ! 

1 1 

3  * 

1 

4*625668 
5.47**57 
3*513597 
8.257308 

4.338*91 
5.5*3496 

3*783834 
8.287039 

5.010627 
5-5489*5 

3„9578o6 
8.316264 

5 . 290960 
5.544011 
4^077648 
8.344213 

5.467047 

5 . 499464 
4*156988 
8.370028 

5.585687 

5.394711 
4^200446 

8.39*773 

5.662125 
5.168751 
4**07*30 
8  411513 

5.70165 

4.*9*I3 

4*17156 

«4*538 

..,. 

1B71 

tpiU»      1      tun,. 

J».31 

D.C.  .. 

Nor,..       [        Ott.  3 

AU,.M 

Juli,,       1       /..i, 

6'li'5o"8 
7'äo'4»"4 
9.116471 
J.9961SS 
9.9164.8B 
99"r43 
9.60SJIB 

9994681 
0.4081" 
l»56'4S"S 
-lo°lj'ts"l 
«41  3539 

359'  i  34"9 
35«"S4'  9"« 
e.281.67 
9.999910 
9.917161 
9.917161 

8„77IOl4 

9.999887 
0.411661 

Ji8"+.'u"4 

-lo"l4  3o"4 

0.41:774 

JSi-iB'ig". 

15o''i7'w"o 
9.216696 
9  993743 
9.915954 
9-909697 
9-7I5S43 
9.99'll6 
0 . 405 I 76 

]48"27'  3"o 

-10"  8'  5"3 
0.414060 

344"5"'   3"i 

j+i"++'ii  S 

9.496075 

9.977553 

9.912+17 

9.889970 

9-9849" 

9,968116 

0. 385449 

338",8'57"7 

-9°56'i8"6 

0.417J23 

337''4J'47''4 
333"l5'3o"8 
9.653179 
9  950*74 
9,906125 
9  857099 
0,141016 

9.9301B3 

0.1525-'8 

3i8"»',9"i 

-9"4034  1 

0.421195 

3jo"j6'3l"6 

32+"53'l8"9 

9.759715 

9.911B0. 

9,896518 
9.809319 
0.148581 
9  875783 
0.304808 
3lB"4.'54"g 
-9"i.'i5"4 
0,419015 

3»3"i9'i5"7 

3.6"4o'  7"7 

9,856+60 

9.861773 

9-88,7.. 

9.743484 

0.315307 

9,88 8 394 

0.238963 

309''io'i9  5 

—9"  0'  9*'5 

0.436913 

3i6''2.'59"9 

308"36'  2"9 

9,891935 

9.795.09 

9.858546 

9,653655 

o„3Bl78l 

9.936037 

0.149134 

3oo"2o'io"o 

-8''57'49"7 

0.445745 

309".4'44"o 
3oo''+2'  4"9 
9,934418 
9.708050 
9  S19749 
9.527799 
0,425165 
9.968053 
0  0.3178 
»9.V'lo"5 

0.455212 

TJ7°»5'«9"' 
47"ii'54   0 
.Il"4i'i6"7 

.z7".o'  4"o 
37"  7'l8"9 
I7l"i6'n"6 

ii6<'55'3l"6 

i6"5i'   8"5 
i6i"[i'4i"2 

.o6"47'i8"3 
i6"45'    3"2 
151"  J'35"9 

96-50' 59"? 

6"48'l4"6 

14."  7'   7-3 

87".o'i5"5 
3  57"  8'  0"+ 
23 1-16 '33". 

77-49'  0". 
347''46  3!  0 
122"  5'   7"7 

68"4B'5o"6 
318"46'25"5 
iif4's8". 

,30"  B'35"8 
I04"i7'  B"5 

0.41  U17 

9  830328 

+  i ■75149 

0.4.1561 

9.901188 
+   2.06039 
—          M16 

0,4.1848 

9.950166 

+   1.31114 

-            891 

9.981077 
+   1-50143 
-            608 

0.411.83        0.+18B1J 

9.996889        9999471 

+   2,62+65    +   2.68091 

—            190   +              41 

0. +36701 

9.990.07 

+  2.67.81 

+           365 

0-445533 

9.96960a 

-1-  2.60101 

+           667 

0-455000 

9.918131 

+  2,47361 

+           933 

-       1594 

+  1.71655 
-».8+470 
+  1.6806 

—  1251 

+  2.037SB 

-  1.58147 
+   1.4773 

-  .783 
+    2,19+31 

-  1.3.183 

+   2.1719 

—  1115 

+   1,48918 

—  2,01360 
+  1.067+ 

580!+        .      81 
+   1.61885'+   1.68171 
-    1.74866  -    1.45788 
+    1.8609      -(-   1.6535 

+  1.67913 
-  1,16119 
+    1-4454 

+         .334 
+  2.61435 
—  0.B6155 
+   ..1367 

+         1866 
+  1.49117 
—  0.55997 
+    1.0174 

0.413419 
9.866B08 

+  1.90650 

+          I008 

0-411664       0,415950 

9  780741       9-*5!14i 

+  1. 56101  .+   1. 17298 

+         1285  1+         1525 

0.417113 

9.459710 

+  0.75311 

+          2711 

0.42118s  ;      0.428915 

9  073977,      8,699056 

+  0.3.351!-  0.13+17 

+          28i2_|-l-          1881 

0.436803 

9,315778 

—0.57887 

+          1860 

0. +45635 j     0.455.01 

9,558770 1     9.69708+ 

—  i.oioioi-   1,41966 

+          1775  1+          '637 

■+        4016 
f  1.94666 

+  4.44'14 

+         4570;+         50;. 
+  1.60671  +   112349 
+  4.58lRo  +  4-709J1 

4-          5414 
+    0,807+6 
+   +,82038 
-   9-8176 

+          566+1+          5761 
+  0. 370.6   -  0.07665 
+   4.9.550   +  4.99427 
—  9.8707     '—  9-9091 

+-          5719 

-  0.51168 
+   5.05611 

-  9-9428 

+-          SS50 
-  0.95470 
+  s-lo.oo 

+          5175 

-  .    3669. 
+    5-11814 

—  9-9970 

(.999040 
5.990896 

-0.0977' 

8.998175]     8.999561 
■  9^999864  1     9^994«!' 

—  0.099S7.—  0.09872 

—  20   -               31 

9.975826 

—  0.09510 

-  43 

9.007896        9,01+516 

9.9413.7        9.893.97 

—  0.08917  1—  0.08086 

53'-              61 

9.816119 

—  0.07057 

—  71 

9-03.146       9-040713 
9.737074       9.616934 

-  0  05866-0.04546 

—  77   —              81 

-  0.09791 
+  0.04*17 
+  0.O59J 

—  40—             6i 

—  0,09997!—  o,099J4 
+  0.04184  .+  0,03527 
+  0.0630      +  0.0711 

—  85 

—  0,0960; 
+  0.0285a 
+  0.08M 

—  107'—            116 

—  0.09014  —  0.08111 
+  0.02180  +  0.01494 
+  0.0901      +  0.0991 

-             .43 

+  0.00B04 
+  0,1080 

—             155 

-  161 

-  0-04709 

-  O.005B3 
+  0,1157 

i,*4o6<7 
8.4J4666 
0.000983 
0.B1707« 
0.818061 

t  .238311  1      1 ,  142180 
8. 4369611      8.413103 
0.000989        0.0009B0 
0.815548        0,818110 
0.826537        0.829100 

1.151969 
8-413314 
0.000958 
0,834646 
0-835604 

1.167185  i      1.187075 
8.408098        8.188208 
0.000915        0.0OO8B+ 
0.8+4790.      0,858050 
0.8457.5  '      0,85893+ 

1.310739 
8.364544 
0,000837 
0.873816 
0.874661 

»■337135;      1.365636 
8.3380+8        8.109647 
0.000788        0.000738 
0.891490       0.9.0414 
0.8911T«        0.91. .61 

1  0.140419 

1     0. 1847 87 
».990383 

0,311569 

0,199717 
B,9990oo 

0.361356 
0,078540 
8,995767 

0   39713. 
y. 89. 284 
8,980594 

.0.4.8^91        0.418350 
9-533823        9,023088 
8,951792        8,91.10+ 

0.417400 
9.740576 
8,851968 

0.416155 
9.991310 
8,77+006 

0.194966 
o„l 44041 
8,665199 

0.1J7179 
o.  189*90 
8,9908»? 

0.309179 
0.205938 
8,999870 

0,360652 
0.087600 
8.997114 

0.396074 
B„98i497 

0  +1S1.0        0.4184.5 
9.568189;      »„884511 
8.955399        a„9.4449 

0.417994 
9„7.7404 
8.857331 

o.4'7j6l 
9.979867 
8,779669 

0.396595 
0,1357+0 
8,671919 

9.4lij6«|     9-4«5oä» 

9.456716        9-i71i»o 

'      8,i6.].il      8„172463 

9.SJJ136 

9.149440 
8„ 166667 

9.561527 
9,056680 

9.571876        9.5694.6 
8.688108        «„164.54 
8,.07077        B„o;i.70 

9.552737 
8.865913 
7,978305 

9-513977        9-483804 
9..OO031,      9„i3i88o 
7,88.718,'      7„:-;4i57 

j^i(8ii|      ';„35440<* 
5.60+071  1      5.660514 
}»i94J'i        l,6oiiii 

5„iS33l5 
5-704149 
1.793923 

5,08657 1 
5.735169 
31,930098 

4.765344 
5-754053 
4,019867 

3-915083 
5.761455 

+.865958 
5-758145 
4,155357 

5,.17.oB|      5.172S15 
5-744966        5-712749 
4,190704        4.111876 

1-390R14 
5 -44195* 
4.144471 

5.  376466 
5.171125 

+„067157 

5,196718 
5,023676 
!„93Jioo 

5.118878 
4-62991! 
3.705301 

4.677577 
3.827856 
3.114866 

4.617576 
3.0B347I 
3. ..34.0 

5.105765 
4-395175 
3-555.03 

5,299017        !„399fl65 
4.86.531       5-139010 
3.661335,     3.676199 

a  188711 
9.65146! 

0.290141 
0.158208 
9  BlBllo 

0,179866 
9.8983+0 
9-577593 

0.185178 
9,964505 
9.83.14' 

0,159360 
9.994811 
9.917818 

0.076989 
9-999087 
0,041546 

0.197471 
9.980751 
0.095152 

0.113511       0.141011 
9.939116       9.868779 
0.1.2454      0.111023 

5-704S13 

i„09S40o 
4,078363 
8.4JJ683 

5.66660B 
5«431433 
3.885367 
a.4JS97i 

5.576594 
5,601489 
3,371516 
8.4JJ123 

5.404056 
5-699674 
3-536543 
8,421356 

5,01+70+ 
S,.74887+ 
1-957695 
8. +07173 

4.704365 
5.760540 
4,1+5376 
8,38711+ 

5.503137 

5.738897 
4.24S689 
8-363707 

5,511549 
5.684091 
4.IOJ15B 
8.137260 

S.641876 
5,59' 5*8 
4.322899 
8-308909 

122 


Datum 

1875 

1874 

Febr.  24      |       Jan.  15 

Dec.  6 

Oct.  :7        j       Sept.  17              Aug.  8               Juni  29 

Mai«o 

Ar 

Xi — X 

1 ' 
o„399So6       o«377i95 

o»355844 

:   ^ 

o„336oo5!     0^318230       0^303205 

0^291544 

0.28384* 

0»: 

y\    y 

9.739*3*       9.767594 

9.781576 

9.783668       9.775239!     9.757161 

9.72973* 

9.692988 

9.< 

Zi—Z 

8i.*40S49  i     8r„2s6237 

8„247973 

8„2i3783       8^146748 ,     8^029384 

7«  807535 

7,^082785 

7.< 

cos  (  ^ 
sin  (  ^ 

2.426007       2.485167 

2.542698 

2.597643 

2.648892;    2.694663 

2.733084 

2.761926 

*.! 

9^989861        9„987272. 

9^985098 

9,1983573 

9^982879       9»983io8'     9^984250 

1 

9.986160 

9«< 

^  COSi'^ 

0.409645       0.389923 

0.370746 

0.352432 

0.335351        0.320097;     0.307294 

0.297682 

0.: 

cos  ^ 

9.999990       9.999988 

9.999988 

9.999989 

9.999991       9-9999941     9-999998 

0.000000 

9.« 

e 

0.409655'     0.389935 

0.370758 

0.352443 

0.335360       0.320103       0.307296 

0.297682 

0.: 

e« 

1 .228965  ,      1 . 169805 

1 .112274 

1.057329 

1.006080       0.960309       0.921888 

0.893046 

0.1 

A'i 

—  669.13 

—  728.39 

—  791.67 

—  858.32 

—  927.09 

—  995.10 

—1058.35 

— im. 14 

— i: 

A'2 

-f-   140.09 

4-  142.89 

-+-   145.33 

4-  147.41 

-f-  149.12 

4-  150.46 

-f-   151.43 

4-  15*. 0» 

4-  : 

(A) 

—   5*9.04 

585.50 

—  646.34 

—  710.91 

777-97 

—  844.64 

—  906.92 

—  959.1» 

—  < 

-|-  146.30 

4-  178.96 

4-211.00     4-  240.61 

4-  265.54 

4-  283.02 

-f-  290.28 

4-  285.05 

4-  : 

1^2 

+     58.87 

+    51.37 

+     43- 76     4-     36.04 

4-    28.23 

+    20.33 

4-    12.38 

4-      4.38 

— 

^1 

-h  205.17 

-h  230.33 

4-  254.76    4-  276.65 

+  293.77 

-h  303.35 

4-  302.66 

4-  *89.43 

+ 

—       4.64:  —       5.51 

—      6.18 

—      6.48 

—      6.25 

—      5.30 

3.47 

—       0.70 

+ 

2:> 

—       3.38     —       3.41 

3.44'            3.46 

—       3.47 

3-47 

—      3.47 

3.45 

— 

(^) 

—       8.02     —       8.92 

—      9.621  —      9.94 

9.72 

—       8.77 

6.94 

4.15 

— 

X|  — a: 

1 

1 

1 

0.99008         0.99409 

0.99676 

0 .  9^804 

0.99787 

0.99618 

0.99286 

0.98783 

0 

y\    y 

0^60728         0^64742 

0^,68596        0^72277 

0^75783 

o«79ii3 

0^82265 

0.85241 

0 

2l— 2 

9»50243         9»4936o 

9^48287        9^46953 

9«45378 

9^43489 

9^41296 

91,38739 

9 

(«7A;)2mi:^^ 

cos  (   ^ 
sin   (   ^ 

0.05704         0.02803 

0.00064!      9.97490 

9.95072 

9.92810 

9.90710 

9.88769 

9 

9.96562         9.95994 

9.95346 

9.94615 

9.93790 

9.92866 

9.91832 

9.90681         9 

^  cos  # 

1.02446          I. 0341 5 

1.04330 

1.05189 j       1.05997 

1.06752 

1.07454 

1.08102         I 

cos  ^ 

9.99980         9  99982         9.99984 

9.99985!      9.99987        9.99988 

9 . 99990 

9.99991         9 

e 

1.02466          1.03433          1.04346 

1.05204;      1.06010!       1.06764!      1.07464 

1.08111          I 

e» 

3.07398         3   10299 

3.13038 

3.15612        3.18030        3.20292;      3.22392 

3*314333         3 

A', 

+     II. 15 

4-     10.52 

4-      9.94'  +      9.40 

-f-        8.88     4-       8.40 

+       7.94 

4r        7.51      4- 

A'j 

—     10.16 

9.94 

—       9-71     —       9.48 

9.25     —        9.01 

—       8.77 

—    8.53  — 

(A) 

+       0.99 

4-      0.58 

4-      0.23    —      0.08 

—       0.37     —       0  61 

—       0.83 

—      1.02  ,  — 

—       4.62 

—      4.74 

—      4.86    —      4.99 

5.11                 5.24 

—       5.37 

—     5.50 

— 

1» 

4-      9.39 

-+-      9.59 

-+-      9.79 

+      9.98 1 

4-    io.i7i  4-    10.35 

4-     10.53 

4-    10.70 

+ 

^1 

-1-       4-77 

+      4.85 

4-       4-93 

+      4.99;  +      5.06    4-      5.11  1 

4-      5.16 

4-      5.»o 

4- 

—       0.36 

0.33 

—       0.30 

—      0.28 

—      0.25 

0.23 

—      0.21 

—      0.19 

-^ 

^ 

+       0.25 

-f-      0.24 

4-       0.22 

4-      0.21 

4-      0.20 

4-      0.19 

4-      0.17 

4-      0.16 

+ 

\Z\ 

—       0.11 

—      0.09 

—       0.08 

—      0.07 

—      0.05 

—      0.04    —      0.04 

—      0.03 

— 

a  5(,, 

-h   123.26 

4-    15.41 

4-     17.10 

4-  169.27 

-H  51309    -f-1090.62 

4-1945.11 

4-31*0.51 

4-4< 

*0(y) 

—     52.18 

—      5.48 

—       5.09 

—    41.16 

—    99.00    —  159.66    —  201.25 

—  200.59 

™  ?.(»' 

—         0. 10  :    O.Ol 

—      0.01    —      0.11 

—      0.31 ,  —      0.58    —      0.88 

—      1.15 

— 

/.fthlcr 

-h     70.98:  +       9.92 

-f-    12.00    -f-  128.00    4-  413.78:  4-  930.38:  4-1742.98 

4-*9i8.77 

4^.' 

4-0.471023 

4-0.559786 

4-0.646457  4-0.728585  4-0.803861  4-0.869896 

4-0.924485 

4-0.965500 

4-o.< 

*y 

-1-0.526747 

-fo. 437951 

4-0.351264  4-0.269141  4-0.193952 

4-0. 128037 

4-0.073631 

4-0.032869 

-|-o.< 

CS    • 

-f-o. 001429 

4-0.001466 

4-0.001481  4-0.001473 

4-0.001441 

4-0.001386 

4-0.001309 

4-0.001212 

4-o.< 

JV 

4-0.999199 

-ho. 999203 

4-0.999202  4-0.999199 

4-0.999254 

4-0.99931.9 

4-0.999425 

4-0.999581 

4-0. < 

log  fF 

9.999652 

9.999653 

9.999653      9.999652      9.999676 

9.999704 

9.999750 

9.999818 

9.« 

A* 

6 . 904042 

6.901672 

6.901465,    6.903421 

6.907537 

6.913816 

6.922255 

6.932851 

6.< 

•^»r 

0.477113 

0.477120 

0.477120;    0.477107 

0.477076 

0.477020 

0.476932 

0.476804 

0.4 

I  — iV^ 

7.380807 

7.378445 

7.378238      7.380181 

7.384289      7.390540 

7.398937 

7.409473 

7.4 

iV 

9.998955 

9.998961 

9.998961      9.998957 

9.998946,    9.998931 

9.998910 

9.998884 

9-9 

log  Zähler 

I. 851136 

0.996512 

1.079181      2.107210!    2.6167691    2.968660 

3.*4i*9* 

3.465199 

3.6 

9 

I .852181 

0.997551 

1.080220      2.108253,    2.617823      2.969729 

3.*4*38* 

3.466315 

3.6 

f9 

2.329294 

1. 474671 

1.557340      2.585360:     3094899      3.446749 

3.719314 

3.943119I 

4.1 

1  :X) 

—  528.05     —  584.92 

—  646. 11    —  710.99 

778.34 

845.25 

907.75 

—  960.14 

—  9 

J  E  IX] 

E  !y- 

4-      1.17    —     0.06 

—      0.27    —      4.59 

19.25 

51.51 

—   109.28 

—  200.55 

—  3 

4-  209.94 

4-  235. i8[ 

4-  259.69 

4-  281.64 

4-  298.83 

4-  308.46 

4-  307.82 

4-  294.63 

+  2 

E[Z) 

—     7.99    —     0.98I 

1.05 

—      9.82 

—    27.38 

—    51.77 

—    78.40 

99.32 

—  I 

—     8.13 

—      9.01 

—      9.70 

—     10.01 

9.77 

—      8.81 

—  '   6.98 

—      4.18 

^_ 

Jl  [Z] 

+     0.38 

-f-     0.05 

-f-      0.06 

4-      0.62 

-f-      1.96 

4-      4.28 

4-      7.75 

4-    12.46 

4- 

fc-- 

1874 

1873 

■^'      1 

Jh.» 

B«.„       1        »«.,       I      a^l.„      1      A-(,  ,3       1         JBU4 

»"-=      1      April  ,s 

O.zgjlll 

.188811 

o„  300389 

o„ 3 1666g 

"'«137 '90 

0,361319 

0,388390 

0,rfl755S        o»44Boi9 

9.590964 

9.5ii69i 

9.4S1139 

9.173684 

9.198141 

9.140799 

9.222404 

8.078094 

8.197S41 

8,454691 

8.577S36 

»■679137 

8,765196 

8.839351 

8,903687        B.959B52 

..781SSS 

..769336 

1.740701 

1.696337 

2. 637669 

2,566809 

1,4*6159 

1.398563  1      2.10608« 

9-991 '»> 

9.99363' 

9,.99S67!        9«997194        9„998'93 

9„99«7S7  1      9„99B99' 

9^998955 

9„99B629 

O.19I0J''     o.i9i>90 

0.304714        0,319474       0,338997 

0.361581  1      0.389399 

0.4.8600 

0,449400 

9.999991 1      9-99997« 

9.9999571.9-999919        9-999896'      9-999861:      9.999818 

9.999797 

9.999771 

o.igiojy       0.195111 

0.3047571      0.319545        0,339101        0.J61711        0.389571 

0.4.S80J 

0.449618 

o.87)llj|      o.gg;636 

O.914171I      0.958635        1.017 

Ol       1.088161  1     1. 168713 

1.348B84 

i   — UJ8.96 

—  114J.19 

—  1099.13      — ,030.40 

—  941 

75 

-   847-51 

—   749-29 

-6S4.8.     -   567,70 

+    1(1. 06 

+   15". 50 

+    150.55      +    149." 

+    '47 

45 

+   145. Jl 

+   141-76 

+    119. 801   +   .36-44 

— 1006.90 

—  991-79 

—  948.68     —   881. lo 

-   796 

lo 

-606.53 

—   5IS.01      —  41'. 16 

-i-  iii-9S     +  197-16 

+    155.90     +    'IT-SO]   +      86 

18 

+      64.11 

+      51.131   +     45.4*1   +     45.18 

1   —     11.71     —     ig. So 

—      17-87,   —      35-91,   —     43 
+    IIB. 03,   +      B1.58I   +      41 

95 

—      51-91 
+      .1-19 

—  59-81      —     67.64I   —     75.37 

-  8.69  1  —     11. .61  —     30.19 

+        7.M 

+      11.06 

+      15. 681    .^-      18.80 

+        20 

75 

+      21.48 

+     21.16 

+      10.06      +      18.45 

iS'   —        3..0 

—        1.91      —        1.81 

+        3-8? 

+        8.3. 

+      11.38,   +      15,56 

+        17 

571   +      18.18 

+      18. .5 

+      .7.15      +      15.64 

0.97117 

0.96.13 

0.94796 

0.93113 

0.91349 

0.S9167,        0.86618 

0.8J684          0.80171 

o„9o67J 

o„9S4tT 

0,97534 

0,99477 

9,1» 346 

9,18307 

9«i3S78 

9„i79SS 

9„iii6o 

9„oi7J(           8,91960 

V7085           8^(4031 

9.«Säi*i        9.8J897 

9.B1610 

9.81497 

9.80567 

9.79841  1        9.79316 

9.79019          9-78965 

9.8797s          9-86J93 

9„«."57 

9„a700i          9„8B634 

9-9"' 59 

9,9'S71 

9„9i88o          9„94078 

1.09141           1,09730 

1.10160 

1.10531         1.10843 

..1.0B6 

1,1 [261 

..■.36,1         ..1.379 

9-99994         9.99995 

9,99996 

1-99997          9-99998 

9.99999 

9.99999 

0.000001        0,00000 

1.09148           i.097Ji 

I.10SJ5.         1    10845 

1. 11 261 

1    11161  1         1.11179 

J.1J744           3. '9105 

3-30491 

1.3.605           j. 32535 

1-31786 

3.14083,        3.3+137 

+        6.69'    +        6.31 

+       5.94 

+        5-59      +         5-14 

+        4-90 

+        4-56      +        4.14 

+       3.91 

—       7.55 

—        7-30'   —        7.04 

—        6,79 

-         1.36 

—        1.49 

—       1.61 

-        1.7.,-        '-So 

-        ..89 

-        1.03 

—       1.10 

—        S-7t> 

—        S-89 

—       6.0J 

—        6.171   —        6.31 

—        6.63 

—        6.B0,   -        6.99 

+      <'.17 

+     ".31 

+   .11.47     +     n.6i 

+      11-74 

+      lt-87 

+      11.99     +      11.11 

+        i-'6 

+        5.18 

+       5.19 

+       5.30    +      5.19 

+        5.17 

+        5-14 

+        5    19     +        S-<» 

—        0.15 

—        0.07     —        0.05 

—        0.04 

+        o.'4 

+           O.l, 

+       0,11 

+      0..0 

'+        0.09 

+        0.05 

+       0  04 

+          O.Ol 

+6s99-6o;   +B966.1S 

+  11761.14 

+14954.00 

+.8450-46 

+12078.2, 

+15550.53+18436,071+10119   11 

-f-        16.16       +     173. OT 

-1-     658.44 

+   1208,15 

+  .987-85+  1H4.56 

+   4786.88    +    7JI..13    +..117.67 

-        1.18     -        0.98 

+          1.85'+          2.54!-)-          0.99 

+6614.48      +9il»-'8 

+  12410. iB 

+  16161,80 

+  10439. 75+15195. i=,  +  ioj40. 26   +35749-«4   +4>»57.87| 

+O.9990S4 

+o.988itjo 

+0.957564+0.906330   +0.SJ4816 

+0,744161 

+0   617107   +0.5.7801   +0   391074 

+0.00006! 

+0 

OU31B 

+0.041641  ,+0 

094535   +0 

+0,158124 

+0.165989   +0,486104   +0.611710 

+0,000966 

+c 

000813 

+0.Q0067J   +0 

+0.00024, 

+o,oooiiB   +0.000046   +0.000004 

+  1.000085 

+  ' 

000441 

+  1.000878 

+  i 

0013S7   +1 

001974 

+  ..  001617 

+  1,003314   +1.004051   +1,004788 

0. 000037 

0.000381 

000857 

0,00144''      0.001756'      0,001075 

6.96osn 

6 

6.996640 

040841 

7.065714 

7.091141'      7.I10IJ3        7.149'39 

0.476401 

476116 

0.475771 

475J64        0 

474B99 

0.47438J 

0.471816'      0.471140        0.471643 

516598 

7,567508]      7-595149        7.611857 

9.998810 

998763 

9.998708 

998644        9 

998571 

9.998487 

9-998593        9.9981B7        9-99817° 

J.B10496 

1 

965586 

4.094131 

108517        4 

310476 

4.401116 

4.4B1010        4-553174        4-615507 

1.811686 

109873        4 

4.401B29 

4.483617        4.554987        4-6'7337 

4.1980S8 

442939 

4.';-"95 

685137        4 

786B04 

4.877112 

4.957451        5.018117        S-0B998« 

— 1008. 16 

—   993   18 

—  950.19 

-  882,91     —  79«. 'o|  -   704-10 

—  608.50 

—  5'7-04     —  433-36 

—  -31-81 

12,   -1781.20 

—  1900-69 

-.811.41     -1486   03 

+   "9. 49 

+    181.74 

+   1I331 

+      86,88      +     47 

6i|    +      .7.56 

—        3-4! 

—      16.97      -     15-07 

+      15-iS 

+    183.05 

+   460.23      +   875 

3o|    +1453-01 

+  313957     +4iH-19 

1+        3-84 

+        8.30 

+      ':-37 

+      'S-56I   +      17 

58      +      .8,38 

+     18. .61   +     I7.l6|  +     is-66| 

H-    M-10 

+ 

3^.74 

+      39.89 

+ 

45. 6. 

+ 

48 

+     46-03 

+     17.21 

-      14.09 1 

I 
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1873 

1872 

Datum 

M&rx  6 

Jan.  25 

Dec.  16               Nov.  6              Sept.  27 

Ang.  18 

Juli  9 

>       Ma 

1 

Xi-^X 

o„479oaa 

0^509766 

o„539S»7 

o«567599 

o„5933i7 

■ 
0^616038 

o„635i33 

o»64 

y\—y 

9.47*361 

9 . 609648 

9.747451        9.879050       0.001743 

0. 114718 

0.218010 

'  0.31 

Zi^Z 

9.008685 

9.050882 

9.086680 

9.116276       9.139564 

9.156458 

9.166608 

9.16 

{wk)^m\ :  ^ 

COB    l  ^ 
sin    1 

2.210880 

2.114661 

2.018853 

1.924614    1   1.832880 

1.744413     i    1.659870 

1.57 

9«99790S 

9«996587 

9«9944i6 

9«99i073 

9^986205 

9»979423       9«9703i8 

1 

9«95 

Q  cos  ^ 

0.481117 

0.513179 

0.545111 

0.576526 

0.6071 12 

0.636615    1  0.664815 

'  0.69 

cos^ 

9.999753 

9.99^742 

9.999738 

9-999740 

9-999748 

9.999762 

9-999781 

'  9.99 

Q 

0.481364 

0.513437 

0.545373 

0.576786 

0.607364 

0.636853 

0.665034 

0.69 

e» 

1.444092 

1.540311 

1.636119 

1   730358 

1 .822092 

1.910559 

1 .995102 

1  2.07 

A't 

—489.67 

—421.14 

—  361.73 

— 310.61 

—266.81 

— 229.32  i  — 197.24 

1  —16 

1 

^2 

+  132.65 

+  128.46 

+123.85 

+118.83 

+  113.40 

+107.55 

+101 .30 

+  9 

{X) 

—357.02 

—292.68 

—  237.88 

—191.78 

153-41 

—121.77 

—  95.94 

■  —  7 

+  48. »a 

+  53.00 

+   58.39 

+  63.63 

+  68.33 

+  72.30 

+  75.49 

+  7 

^2 

—  82.96 

—  90.41 

—  97.71 

— 104.82 

— 111.72 

—  118.39 

— 124.81 

—13 

^1 

—  34.74 

—  37-41 

—  39-3»    1  —  41.19 

—  43-39 

—  46.09 

—  49.32 

—  5 

+  16.58 

+  14.64 

+  12.75 

+  10.99 

-h     9.39 

+    7.96  1  +    6.71 

■  + 

^ 

—     2.70 

—     2.58 

—     2.45 

2.31 

—     2.16 

—    2.00 

—     1.84 

(2: 

-+-  13.88 

+  12.06 

+  10.30 

+     8.68 

+     7.23 

+    5.96 

+     4.87 

+ 

X,— ap 

0.76315 

0.71719 

0.66354 

1                       1 

t>        i 
0.60051       0.52565 

1 
i 
'    0.43540 

0.3*383 

1 
0.1 

yi— y 

1^06476 

1,107289 

1^07887 

i«o8259    ;     1^08398 

!       1^08295 

i«07946 

i«o 

S|      z 

8^00860 

8.14922 

8.57864    1     8.78497    :     8.91803 

9.01368 

9.08529 

!    9.1 

sin  ( 

9.79172 

9.79664 

9.80468    !     9.81605        9.83105 

9.84992     1      9.87281 

i    9.8 

9«95>66 

9«96i43 

9«97009         9«9776i          9«98400 

9^98926 

9»9934i 

9«9 

(>  cos  9 

1.11310 

1. 11 146 

1.10878 

1.10498 

1.09998 

I .09369 

1.08605 

1.0 

cos  # 

0.00000         0.00000 

0 . 00000 

9-99999    i     9.99999 

9.99999     1      9-99998 

9.9 

? 

1 .11310 

1. 11146 

1.10878         1.10499         1.09999 

1.09370 

I .08607 

1.0 

e' 

3.33930         3-33438 

3.3*634         3.31497 

3.29997 

3.28110 

3*.  25821 

3-* 

A'i 

4-     3.59 

+     3.26 

+     2.94 

+     2.61 

+     2.27 

+     1-93 

+     1.57 

H- 

A'« 

—    5.75 

-     5.48 

—     5.21 

4.94 

—     4-67 

—     4.40 

—     4-13 

— 

(A') 

r, 

—    2.16 

—     2.22 

—     2.27 

—     2.33 

—     2.40 

2.47 

-     2.56 

—    7.19 

—     7.40 

—     7-65 

—     7.92 

—     8.22 

—     8.57 

—     8.96 

—    ' 

I'2 

-+-  12.22 

+   12.33 

+  12.43 

+  12.53 

+  12.62 

+  12.71 

+  12.79 

+  1 

z, 

+    5.03 

+     4.93 

+     4.78 

+     4.61 

+     4-40    ' 

+     4.14 

+     3.83 

+ 

—    0.01 

+     0.01 

+     0.02    ■   +     0.04 

+     0.06 

+     0.07 

+     0.09 

+ 

Zl 

-|-    0.02 

+     0.01 

0.00 

—     0.01 

—     0.02 

—     0.04 

—    0.05 

— 

IX) 

-+-    0.01 

+     0.02 

+     0.02 

+     0.03 

+     0.04 

+     0.03       +     0.04 

+ 

«S(,, 

-1-29906.47  -{-»6889.37 

+20288.64 

+  9598.47 

5069.79 

— 22663.45 

—41020.50 

—  57< 

*4) . 

-I-16746.08;  4-24778.89 

+35695.92 

+49638.33 

+66105.71 

+83672.20 

+99875.00 

+111 

CÄ(,) 

—        2.10: —        6.76 

—       12.49 

18.13 

—       21.74 

—       20.82 

—       12.89 

+ 

Zfthler 

-I-46650.45'  +51661.50 

+55972.07 

+59218.67 

+61014.18 

+60987.93 

+58841.61 

H-54^ 

+0.268060 

+0.155721 

+0.066426 

+0.011876 

+0.002357 

+0 .  044468 

-I-0.138712 

+0.3 

*y 

+0.737433 

+0.850354 

4-0.940056 

4-0.994805:  +1 .004256 

+0.961785 

+0.866872 

+0.: 

C2 

+0.000010 

+0 .  00007 1 

+0.000190 

4-0.000364  4-0.000581 

+0.000824 

4-0.001065 

+O.C 

Fr 

+1.005503 

+1 .006146 

4-1 .006672 

4-1 .007045'  4-1 .007194 

+  1.007077 

+1.006649 

+  1.C 

log  JT 

0.002383 

0.002661 

0.002888 

0.003049;    0.003113 

0.003063 

0.002878 

o.c 

tVä 

7.178782 

7.208560 

7.237834 

7-265833     7.291696 

7.314487 

7.333267 

7.3 

/ 

0.472059 

0.471516 

0.471050 

0.470698^    0.470502 

0.470503 

0.470732 

o.A 

I— A" 

7.653224 

7.682737 

7.711772 

7.739580    7.7653111 

7.788053 

7.806877 

7.« 

-y 

9.998041 

9.997903 

9.997758 

9.997609    9.997463! 

9.997326 

9.997207 

9.S 

log  Zfthler 

4.668856 

4.713167 

4.747971 

4.772459    4-785430 

4.785244 

4.769684' 

4-7 

9 

4.670815 

4.715264 

4.750213 

4.7748501    4.7879671 

4.787918 

4.772477 

4-7 

fq 

5.142874 

5.186780 

5.221263 

5.245548!    5.258469 

5.258421 

5-243209' 

5-2 

S[X) 

—  359-18 

—  294.90 

—  240.15 1  —  194. 11  —  155.81 

—  124.24 

—      98.50 

— 

J1'{X) 

—   763 -79 

+  422.02 

+2122.71   +4316.91!  +6871.87 

+9516.12 

+11847.81 

■+-133 

—     29.71 

—     32.48 

34.54 

—  36.58 

—     38.99 

41-95 

45.49 

— 

HZ) 

+5364.94 

+6464.  <»o 

+7331.43 

+7730.80 

+7404.43 

+6130.33 

+3804.21 

+  5 

+     13.89'  +     12.08  1 

+   10.32   +    8.71   +    7.27 

+       5-99 

+       4.91 

+ 

JI  / 

-      59.01 

11-.-3  1 

-  187.96. 

-  264.16. 

—   336.52 

—   391   94 

—  415.66 

3 

f 

■ 

ö*                             1 

1 

I 

1 

1871 

1B71 

1 
J 

A,ril« 

Htm  11 

J».  ]i 

DK.  „      J      !f«.  ..        1       Ott.  3        1       Aug.  .4      1      JuU  .s        1        J-oi  S 

0.6600H 

O.J»70I5 
^.1648*8 
1.504530 

o„66467  5 
0  473646 
9-151707 
1-434416 

0,661337 
0.541105 
9.119077 
1    369655 

0,6554.5 
0.603460 
9.095613 
1.5.0.87 

0„64Oil4    1  o„6l6959       0,5844*0 
0.657567       0.705087       0.746470 
9.049373        8. 987040    1   8.903107 
1.155998    ,    1.106894    1    1.161608 

0,541 '91 

0.781.64 
8.7*7601 
.,111811 

0,484619 
0.811596 
8.615519 

1.08718» 

9.941191 
0.716643 
9  ,99819 
0.71 6B14 
1.150441 

9-914^37        9„90l676 
0.74001*    ;  0.761661 
9.999856       9-9998*1 
0.740181    ,  0.761779 
1-110546    ,   1.185337 

9„a739'i 
0.781503 
9.999908 
0.78159s 
1.344785 

9.B5797B 
0.7995*9 
9.99993' 
0.799658 
1-19*974 

9.B89109  .  9-915711 
0.815978  0.830758 

9.999951       9-999970 
0.8T6016       0.830788 
1.44B078       1-491164 

9.95B13' 
0-844053 
9.999983 
0.844050 
1.511150 

9.956673 
0.855913 
9.999991 
0.B55910 
1.567790 

-J46.07 
-1-  S7-59 
-  58.48 

-115.65 
+  80. l; 
-   45. 48 

--107.89 
+   71.14 
—  35-55 

-  91.39 
+  64.. 6 

—  18.11 

-  78.75        -   66.66        -   55.86 
+  SS. 63       +  46.77       +  37.60 

—  13.11     1    —    19.89        —    18.16 

-  46.13 
+   18,15 

-  17.98 

—  37-31 
+   '8-43 

—  1*.B8 

-i- 79.71 
-36-75 
-  57-03 

+  80.91    1    +  »1.65 
-141.14    1   -14-.I6 
-  61.11  „   -  65.71 

+  *1.97 

+  «1.95 
-■56.59 

—  74.44 

+   81.65        +  81.11 
—    78-58     ,   —   81.49 

+   B0.35 
-.66.45 
-   86.10 

+  79-39 
~i68.77 
-  89.38 

-1-     4-67 
-     1-49 
-f     I.18 

+     3-86 
—     1.10 
+     1.56 

+      3-I5 

+      2.05 

+      ^.iS 
+     1-65 

+     1.01 
-     0.69 
+      1.31 

+      1.56 
-      0.4a 
+      ..08 

+      1.16 
+      0,90 

+      0.81        +     O.JO 
-     0.04       +    0..9 
+     0.77       +     0.69 

9.97959 
1,06511 
V-.9645 
9.93i'6 

9.64186    i     8,13041 
1,05440    '     1,04151 
9.11119    1     9.13401 
9.96671    '     0.00618 

9,61511 

i„oi674 
9.14811 
0.04960 

9,8796t 
i„oioJ4 
9.15600 

0.09611 

0,01108 
0,99167 
9.15*16 

0..4S71 

0,09111 

0,97410 
9.15517 
0.19741 

o„>39" 

0,95509 
9.14811 

0.1504B 

o.(6sat 
0,91601 

9- »3754 
0.50414 

9.99854 
1.06658 
9.99996 

1 .06661 
3.19986 

9,99967         o„ooooo 
1.05473    '     1.04153 
9.99996         9-9999! 
1.054-7           1.04158 
1,16431           3.'1474 

9„99966          9„998*i 
1.01708           1.01153 
9.99994          9-99991 
1.01714          1.01160 
3.08141          1.01480 

9,99764          9,99631 
0.99503          0.97779 
9-99991          9-99991 
0.99510          0.97787 
1.98530          1.91361 

9,99499         9,99383 
0.96010    1     0.94118 
9.99991    j     9-9999» 
0.96018         0.94116 
1-88054    1     1.B167B 

+      0.81 

—  1-59 

—  1,78 

+     0.41        —     0.01 

-  3.31        -      1  04 

-  ».90    1   -      3.06 

—  1.76 

-  1-13 

—     0.95        -      1.44 

-  1:«  1  -  I-64 

-  1,94    ■    -      1.4s 

-  1.93        -      i.65 

-  3.87     1   -      4.10 

—  1-95 

—  '-J7 

—  4.11 

—     9.91 
+  11.93 
■4-    1.01 

—    10.50 
+    13.00 
+      1.50 

+    13.06 
+      ..90 

-    1..91        -    11. 7B 
+    ij.ii        +   15.17 
+      1,10        +     0.39 

-  13.7s 
+    13.1' 

-  0.54 

-  14. *4 
+    il.iS 

-  1.59 

—  16.05       —   '7.39 
+   '3.19       +   '3.3» 

-  1.76    1  -     4.07 

+-    O.I3 
.-+    0:06 

+     O..S 

+     0.17 
+     0.07 

+     0.10    1    +     0.13 
+     o;o9        +      o'.ix 

+     0-31       +    0.1s 

+  l'.U   +  l'M 

—  67317-1 
■1-115016.1 

+         i*.6 

•+■  47717-« 

—  69094.. 
+  ID8069.7 
+           !9.4 

+   89864' 6 
+          91.3 
+   18784.1 

—  44473.41—  11788.1 
+  6.911.6!+  17679.7 
+       M8.9  +       157-1 
+   17568. 1I+     6018.7 

+      105..4 
-      8415.7 
+        143.0 
-      5131.3 

+  16111-8 

—  41078.1 
+        .16.0 

—  157.8.5 

+  44780.11+  57059-6 
-  699B3-*!-  901B7-* 

+        .18.1+          91. 5 
-  15085-6I-  13115-7 

-HJ-446118 
-+0.557106 

-+0.001413 
-+(.004847 

'3554*5 

0.471931 
7.8195-6 

9.997057 
4-67877' 
4.681714 

.    s -15164s 

+0.611603 
+0.379418 
+0.00.487 
+  I.00JS08 

7.157780 
0.471871 
7-831.73 
9.997019 
4.591454 
4.594415 
5.067187 

+0.783118 

+0.117190 

+0.001458 

+  1.001976 

0.000857 

7 -15 591 1 

0.473984 

7.818763 

9.997061 

4.459154 

4.461091 

4.936076 

+0.9069871  +0.97945* 

+0.091005   +0,018051 

+0.001341   +0.0011S1 

+  1.000331   +0.998664 

0.000144       9-999410 

7-344133'      7.318917 

0.475105;      0-476463 

7.8.94811      7-804800 

9.997115'      9.997110 

4-144714,      J-7B0114 

4.147599       3-7B3004 

4-711*04      4.159467 

+0.9950181+0.956601 

+0.001.19   +0.01BJ10 

+0.000916   +0.000685 

+0.997063I +0.995596 

9,99*711        9998083 

7.109017        7.185363 

0.477693        0.478840 

7.7*5441        7.761186 

9.997141        9.9974*0 

3.718610        4,1964" 

3„7ili68        4,198931 

4,198961        4,677771 

+0.B73656 +0.759175 

+0.110199+0-113679 

+0.000459  +0.000167 

+0-994314+0-993111 

9-997514      9-997045 

7.158867      7-130466 

0.479867      0.480750 

7.756158      7.70B161 

9.997617      9.997776 

4,199414      4,510196 

4„4oi797       4,511510 

4,881664:      5,003170 

—      6.. 16 

^+11747.15 

-        48-38 
+  11664-16 

-        3«-6. 
+  10101.74 

-       31.46 
+  6705.10 

-  16.55 
+  1703.19 

—  13.SI  —        ii.'].—        ii.o8|—        ij.io 

—  1115,06  —  4644.56  —  7141.17,—  8918-64 

—       54,01 
-31*.. 19 

-   7368 '9! 

-        63. B. 

-       68.91 
-■5144.35 

-  74-05 

-        79-ii|-        84.0*   -        88.861-        91-45 

L 

+         3.14 
-     JJ5.11 

+          i-6l]+          1. 
—      109.5-1—        63. 

■ 

+           1,74.+           1-44 
+        90.97    +      131-67 

+          ..io|+          1.04+          0.9IJ-I-          0.87 
+      140.96,+      409.63+      436.94+     418.36 
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—  8044.73 

4-  528147.61 

+  528139.7 
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.  — 2548.06 

4-27722.11 

Juli  15 

4-  391. 8o| 

—10592.79 

4-  555869. 

.72 

4-  555860.8 

A 

i 

4-  378.33 

' — 2156.26 

4-17129.32 

Aug.  14 

—    »4.63 

4-  770.13 

—12749.05 

4-  572999 

.04 

4-  572987.3 
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— 

106.36; 

4- 

353.70 
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4- 

222.71 
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10.95 
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.40 
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.01 
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+ 
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4-2419.83 
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—  229.28 
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: 

—10893.41 

. 
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4-  505997.3 
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4- 

136.67 

— 
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.34 
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4- 
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.55 

-j-  401856.10 
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4- 

»»5.34 

— 

536.30 

4-3907.59 

— 59222.09 

1        Mat   30 

4-  200.69 

—  621.16 

4-    472.29 

4-  342638 

.46 

4-  342636.54 

1         Juli      9 

+ 

39  09 

— 

335.61 

4-3286.43 

—58749.80 

4-  239.78 

—  956.77 

4-  3758.72 

4-  283888 

.66 

4-  283888.35 

Aug.  18 

39.63 

— 

95.83 

-f-2329.66 

—54991.08 

4-  200.15 

—  1052.60 
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4-  228897 

.58 
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Sept.a7 

— 
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4- 

104.32 

4-1277.06 
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—  948.28 
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.88 

4-   179995-77 
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— 
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4- 

222.17 
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.62 
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4- 
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4- 
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—    51.82 
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.43 
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6.67 

4- 
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.30 
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4- 

6.25 

4- 
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—     52.24 
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4- 
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4- 
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4-  182.90 
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^**8.  13 

4- 
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4- 
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—     19.05 
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4- 
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4- 
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4-    13209.03 
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^«. 

1871  Juni    s 

—  -         I- 

4- 

429.23 

— _ 

16288.54 

_ 

16288.3 

;4- 

8.64 

4- 

774.83 

Juli    15 

,—   3S«4 

4-  437.87 

— 

1551J.71 

— 

15513.3 

— 

5-47                       — 

27.20 

4- 

1212.70 

Aug.  24 

4- 

6.24 

.—  4«. 3« 

4- 

410.67 

— 

14301.01 

— 

14300.7 

-f-      2.18 

4- 

0.77                       — 

68.51 

4- 

1623.37; 

Oct.     3 

4- 
—  0.08 

8.42 

4- 

40.54 
9i9i                   1 

109.05 

4- 

342.16 

4- 

1965.53 

12677.64 

•■^~ 

12677.4 

Nov.  12 

:  + 

8.34 

-   3>.35l 

4- 

233.11 

! 

1 

10712.11 

— 

10711.9 

—    3.26 

4- 

17.53 

140.40 

4- 

2198.64 

Dec.  22 

4- 

5.08 

—   1382 

4- 

92.71 

— 
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— 
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5-99 

4- 
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4- 

2291.35 

1872  Jan.    31 

1 

0.91 

4-    8.79 

^_ 

61.51 

1 
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— 
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—  5. 78 

4- 

21 .70 . 
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4- 
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6.69 

!4-  30.49 

■ 

— 
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.  — 

3992.28 

— 

3992.2 

—  3.81 

4- 

15.01 

114.94 

4- 

2022.90 

April  20 

— 

10.50 

4-  45-50 

^— 

321.88 

— 

1969.38 

— 

1969.30 

4-  0.21 

4- 

4.51 

1 

69.44 

4- 

1701 .02 

-    Mai    30 

10.29 

4-  50.01  i 

— 

391.32 

— 

268.36 

268.27 

4-  3-74  i 

— 

5.78 

19.43 

4- 

1309.70 

Juli     9 

— 

6.55 

4-  44.23 

.— 

410.75 

4- 

1041.34 

+ 

1041.55 

-f-  4.08 

— 

la.33 

4- 

24.80 

4- 

898.95 

Aug.  18 

+  4.18 

•^ 

2.47 

, , , 

14.80 

4-  31-90 

4- 

56.70 

— 

385.95 

4- 

513.00 

4- 

1940.29 

+ 

1940.61 

Sept.  27 

+  i.ss 

4- 

1.71 

M^^M 

13.09 

4-  I7.IO" 

4- 

73.80 

— 

329.25 

+ 

183.75 

4- 

2453.29 

+ 

2453  84 

Nov.    6 

4- 

3.26 

4-     4.01  i 

— 

255.45 

4- 

2637.04 

+ 

2637.7$ 

4-  0.93 

9.83          i 

4- 

77.81 

— 

71.70 

Dec.  16 

4- 

4.19 

^^^ 

5-64 

-     5.82 

4- 

71.99 

— 

177.64 

249 ■ 34 

4- 

»565 . 34 

+ 

2566.25 

1873  ^^^'   25 

4- 

3.26 

^^^ 

2.38 

—   11.46 

4- 

60.53 

« 

105.65 

354.99 

4- 

2316.00 

+ 

2317.06 

M&rz    6 

4- 

a  33 

_ 

0.05 

—  ^3.84 

4- 

46.69 

~— 

45.12 

400.11 

4- 

1961.01 

+ 

1962.13 

April  15 

■f 

1.40 

—   13.89 

4- 

1.57 

4- 

1560.90 

+ 

1562.26 

+ 

1-35 

4- 

32.80 

398.54 

Mai    25 

4- 

0.71 

« 

—  12.54 

4- 

34.37 

4- 

1162.36 

+ 

1163.84 

i 

4-. 

2.06: 

4- 

20.26 

— 

364.17 

"* 

Juli     4 

:  + 

0.12 

j  —  10.48 

4- 

54.63 

4- 

798.19 

+ 

799. 74 

4- 

2.18 ! 

4- 

9.78 

— 

309.54 

Aug.  13 

1 
1 

4- 

2. 10 

—     8.30 

4- 

1.48 

4- 

64.41 

,    , 

245.13 

+ 

488.65 

+ 

490.21 

Sept.  22 

1 

1 

—     6.20 

4- 

65.89 

4- 

243.52 

+ 

245.01 

4- 

2.01 , 

— 

4.72 

179.24 

Nov.    1 

1 

r 

4- 

i—    4.19 
1.88 1 

_ 

8.91 

4- 

61.17 

_ 

118.07 

4- 

64.28 

+ 

65. 5I 

Dec.  11 

1 

4- 

1.63 

—     2.31 

^ 

11.22 

4- 

52.26 

_ 

65.81 

53.79 

— 

5».7^ 

1874  J&n.   20 

i 

1 

—     0.68 

4- 

41.04 

— 

119.60 

— 

118.91 

1 

1 

i4- 

1.36 

— 

11.90 

— 

24.77, 

März    1 

+   0.68 

4- 

29.14 

1 

144*37 

— 

144.06 

4- 

0.90 ) 

11.22 

-h 

4.37 

April  10 

1 

;4-  1.58 

4- 

17.92 

— 

140.00 

— 

140.05 

■M      ^                % 

: 

.4- 

0.55 

9.64 

4- 

22.29 

Mai  20 

1 

.4-     i.»3 

4- 

8.28 

— 

117.71 

— 

118.07 

4- 

0.08 

— 

7.51 

4- 

30.57; 

Juni  29 

1 

4-      2.21 

0.19 

,__ 

5-30 

4- 

0.77 

4- 

i 
3134 

87.14 

"~— 

87. 73 

Aug.    8 

1 

1  4-     2.02 

— 

4.53 

1 

55.80 

— 

56.54 

1 

0.32 

3.28 

4- 

26.81 

Sept.  17 

1 
1 

,4-    1.70 
0.37 

^^^ 

1.58 

7.81 

4- 

1  __ 
19.00I 

28.99 

^^ 

29.81 

Oct.   27 

4-    1.33 
0.40; 

0.25 

— ^ 

9.39 

4- 

9.61 

~^^ 

9.99 

."-• 

10.81 

Dec.    6 

1 
1 

;4-  0.93 

— 

9.64 

— 

0.38 

— 

1.19 



0.40 

4- 

0.68 

— 

0.03' 

1875  Jai^v  >5 

1 

r 

4-  0.53 

— 

8.96 

1 

0.41 

— 

1.16 

• 

4- 

1.21 

— 

8.99, 

Febr.  24 

i 

— 

7.75 

1 

1 

9.40 

— 

10.08 

1 

— 

16.74 

— 

26.14 
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Das  Beispiel  zu  den  oben  für  den  l^ber^ang  auf  osculirende  Elemente  ent- 
wickelten  Formeln  soll  der  vorstehenden  Störungsrechnung  für  Erato  entlehnt  wer- 
den; die  neue  Osculationsepoche  lege  ich  auf  1871  Sept.  13  (in  die  Mitte  des 
Intervalles),  um  die  Anwendung  der  mechanischen  Quadraturen  möglichst  einfach 
zu  gestalten;  die  Elemente,  die  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  gelegt  waren, 
sind  wie  oben: 

®  Erato 
Epodhe,  Osculation  1874  Dec.  26,0  mittl.  Berl.  Zeit 

mittl.  Aeq.  1870,0 

io  =  219*^     8'     6''8 
Mq  =  180    40   48.9 

TtQ  =      38      27      17.9 

Qo=  125     42     39.7 
i;=      2     12    23.9 

yo=      9    59    149 
Uq  =  640"  89605 

l«g  «0  =  0.495  4793  • 

Wählt  man  als  Zeiteinheit  das  Intervall  von  40  Tagen,  so  berechnen  sich  die 
doppelten  und  einfachen  Integrale,  weil  die  neue  Osculationsepoche  in  die  Mitte 
eines  Störungsintervalles  fällt,  nach  der  Formel   (vergl.  pag.   35,  53) : 

und  man  findet  so  unter  Zugrundelegung  der  obigen  Integraltafeln  für: 

187 1  Sept.  13. 

?  I?  C      . 
']f[fi+[i  +  \]^)  +  40838.51  +  575189.17  —  13489.32 
n —    /{ö+[*  +  iH+      123.44+        560.09—        15.68 

+      Zo     f"  («+  [*+  il«''  +  5?3  H-  8.38  -         0.36 


1910 


-  ,;ll^i--f'[<^+[i+\>)  +      0.35  +       0.15  - 


O.Ol 


»7859 


+  -66Y5/a^/''(«  +  [»  +  iW  +  0.02  —  O.Ol  0.00 

Oppolx^r,  Babnb«atimiDaii9en.  11.  |7 
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d§  :df  dq  :  dt  d^  :  dt 

/(ö  +  [*  +  i»  —  65222.99  +      4380.27  -^    1623.37 


+       ^^~  f  («  +  L*+1>^)  +      142.00 


+ 


17 
5760 

367 
967680 


0.84  — 


o  — 


57-76  + 

1.04 
0.04 


2.85 


man  erhält  also,  indem  man  beachtet,  dass  fiir  t  als  Zeiteinheit  das  Störnngsinten^all 
(40  Tage)  angenommen  ist: 

^  =  -|-  0.0040  9682      ,         .  *?  =  +  0.0575  7578     ,  c  =  —  0.0013  5054 

d§:dt=  —  0.00650801,5,  rfj^:rf<  =  + 0.0004  3214,3  ,  rfC:  rf<  =  + 0.000 1  6205,2 

Das  erste  Geschäft  ist  nun  die  Durchrechnung  der  Formehi  I — IV  (pag.  100) ; 
ich  führe  diese  Rechnung  7  stellig  durch,  um  in  den  später  anzuführenden  C/ontrol- 
rechnungen  die  Berechnung  dieser  Formeln  nicht  wiederholen  zu  müssen;  im  All- 
gemeinen genügt  eine  6  stellige  *  Rechnung  völlig  und  ich  werde  mich  für  die  spä- 
teren Formeln  demnach  auf  eine  solche  6 stellige  Rechnung  beschränken. 

Die  Zwischenzeit  zwischen  der  Ausgangsepoche  und  dem  Zeitpunkte  der  neuen 
Osculation  betrügt  —  1200  Tage,  man  erhält  daher  zur  Bestimmung  der  Werthe 
7*0  und  Uq  die  folgenden  Zahlen: 

-Mi  327^2' 53"  64 

sinr/)«  9.239  13 14 

cosyo  9.993   3682 

a^coa^pQ  0.488  8475 

4.553  5565 


vü 


»in  r/)„  :  sin  i 

£0  320-45  45  99 

sin£i  9m8oi  0829 

cosiy  9.889  0403 

Subtr.  o.  HO  0930 

cos  £0—^0  9-77^  9473 


ro  sin  t?o 

o«289  9304 

9n857  0986 

Vq  cos  f« 

ü.  274  4266 

«0 

3 13"  5  8' 39"  07 

Wo 

272  44  38.20 

«^ 

226  43  17.27 

%^o 

0.432  8318 

[wk) 

9.837  6414 

l«g  Po 

0.482   2157 

(wk)  ■:  ypQ 

9- 596  5336 

[wk]  :  Vp^ 

0.078  7493 

Für  I)  findet  sich  nun  : 

cos  #0  9.999  6778 

sin  1^  8.585  5012 

cos  Qo  =  sina  sin-^l  9,|766  1878 

9n909  4308 
siutf  cos^  9n909  2185 

^  2 15^43' 52" 21 
sina  9.999  7877 


siuQo  =  ß"^*  sinÄ  9.909  5407 

9.909  6504 
sin  b  cos  B  9„765  8656 

B  i25"4i'27"i6 
sin&  9*999  8903 
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und  es  findet  sich  nach  II) : 
A  +  Uo,  B  +  Uq,     «Io 

f(i  sin  a  ,         Tq  sin  b  ,  Tq  sin  t^ 
log  a:«  »  log  yo  ,     log  z^ 


82«  27'  9"48 
9.996  2212 
0.432  6195 
0.428  8407 
+   2.684  3596 


352°24'44"43 
9„i20  7150 
0.432  7221 

9n553  4371 
—   0.357  6326 


226"43'i7"27 
9^862   1491 

9.018  3330 

8^880  4821 

—  0.075  9420 


r 


Aus  der  Anwendung  von  III)  und  IV)  folgt : 

cos  Vq     9.841   5948 

Add.     0.096  8294 

y  sin  r    9,1857  0986 

9.886  3626 

y  cos  r    9.938  4242 

320^20'  o"59 

233     438-79 
y     0.052  0616 

c=  (wk)  y :  Vpo     9.648  5952 

(A  +  U)  ,  [B+U)  ,         U              88"48'3  i"oo 

cosi^H-fT),  cos(J54-^N    cos  U            8.317  8996 

c  sin  a     ,  c  sin  6  ,     c  sin  Iq           9.648  3829 

\o^(dx^\dt),  log [dy^: dt),  logidz^idt)      7.966  2825 

dxQidt     ,  df/Qidt    ,      dzQidt       +0.009  2530 


u=r+M 


358"46'  5"95 

9.999  8996 

9.648  4855 

9.648  3851 

+  0.445  0257 


233"  4'38"79 
9n778  6830 
8.234  0964 

Vi  2  7794 
—  o.oio  2986 


Es  ist  also: 

y=yo  +  ^i 
z=z^  +  i: 


+  2.688  4564 
—  0.300  0568 
— •  0.077  2925 


dx:dt=dxQ  :  dt-^-d^idt  -f-  0.002  7450 
dy  \dt==dy^^^\  dt-^-  dr]',  dt  +  0.445  457^ 
dz:dt  =  dzQ :  dt  +  rft :  dt    —  o.oio  1 365 

Wählt  man  niui  zum  Uebergange  auf  die  osculirenden  Elemente  die  erste 
Methode  (Incremente  der  Elemente  durch  Störungen),  so  genügt  fiir  die  Folge  eine 
^stcllige  Rechnung  ;  man  erhält  darnach  nach  dem  Systeme  V)  (pag,  101) : 


^   , 

y    . 

X 

0.429  503 

9n477  204 

0.429  503 

drj    , 

rf?    , 

dc 

6.635  627 

6.209  654 

6.209  654 

§     , 

»?    . 

1 

7.612  447 

8.760  239 

7.612  447 

rfyoo 

(fco     , 

dz„ 

9.648  385 

8„oi2  779 

8„oi2  779 

X,   , 

Yt     , 

^1 

7.065   130 

5^686  858 

6.639  157 

X2  , 

n  , 

2, 

7.260  832 

6n773  018 

5^625  226 

Additionslog 

0.214    HO 

0.034  229 

9-955  763 

(-X.  +  X,), 

[Y,+  Y,),(Z,+Z2) 

7-474  942 

6^807  247 

6.594  920 

y   ' 

«      , 

2; 

9n477  204 

8^888  137 

8^888  137 

dS    , 

dr]     , 

d^ 

7»8i3  449 

6.635  627 

7n8i3  449 

n    ' 

?      , 

r 

8.760  239 

7^130  508 

7ni30  508 

dxo    . 

dyo    , 

dxQ 

7.966  282 

9.648  385 

7.966  282 

17* 
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-A» 
-  A;  ^  X^  . 


-Y,.       -z, 

>fibcnctiijii»kj^. 

r  .      z 


7.290  653 
6.726  '521 
0.104  765 

7-395  418 
9.303  082 

6.698  500 


5»523  764 
6.778  893 

0.023  489 

6,i8o2  382 

8.051  727 

4.854  109 


6.701  586 
5.096  790 
9.989  075 
6.690  661 
9.392  065 
5.986  985 


:f;e 


I  i^ 


«I^- 

y* 
'i^- 


8.242  952  6.1 12  831,         5^097  791 

5.578  729  8.408  624  5.143  287 

—  0.017  4052    —0.000  129  67  — 0.000012  f 
+  0.00003791   +0.025  622  65  +O-OOO0I3C 
D  +0.008  035  75 


xc  . 


•  - 

Adiiitk>n»Iog : 


8.267  3^2 

7n8i3  449 
9.81 1  795 

8.079  107 


9.949  415 
6.635  627 
0.000  2 1 1 
9.949  626 


i  --!..   iri;- J[j  —  0.000  078  083  +  0.000  384  816 

¥>k{^  A  +  0.000  303  421 
lag  ^wU\^A  6.482045 

wki^  9.675  283 

A  6.806  762 


8»3i3  809 
6.209  654 
9.996  569 

8n3io  378 
0.000  003 


tilC    ^  - 


1 


+  5.372   816 
0.730  202 
7.612   447 

+  0.022  Ol  14 


*4*^ 


xXt»« 


»     A^ 


B 
«irli  ii«n 

AUd. 
Xenner 

r 

j — »^^ 


—  0.657  689 
9.818  020 
8.760  239 

—  0.037  8668 

—  0.015  64S5 
8hI'94  473 


-  0.153  ^J 

9ni85  35 
7iiUO  50i 

+   0.000  20( 


8.664250  «cosiiY— 1[»+^].  6.699881 
5.706  235  \y)k)  cos 4  [if^i^]     9-037  641 


^« 


r*  »i^ 


:  ^ 


Add. 
Xeuwer 


0.000  478 

8.664  728 
5.918  928 

7.254  200 

4685  575 
+  6'io"36i 

0.078  749 
6.699  881 
0.000  181 
0.078  930 


log  J  (V/?)   6.862  240 
•^'  ^P)   +0.000  728  I 

2  V^ü   0.542  138 

Add.    0.000  091 

log^(/)  7.404469 


Add. 
P 


0.482  216 
0.000  363 
0.482  579 
0.241  289 


133 


»siniV 

ncosN 

N 

sin  (JV— t;,) 

n 
cos  [N—i^) 


O.OOO  OCX) 

5.706  871 

9.997755 

6.698  500 
5°49'i5"5 


nsin  (JV— ti)) 
tang  (t— to) 
T 


3°36'5i"6 
8.799  617 
6.700  745 


1  (i-h) 
iV-i  [t+io] 


5,500  362 
5.421  432 
4.685  575 

+  5"443 


2'7 


+ 

2«I2'26"6 

3"36'48"9 

9.999  136  cos(i\r— ^[t+to])  9.999  136 


Aus  VH)   (pag.  loi)  ergibt  sich: 


swiS 

s  cos  S 
S 

8in(iS^|[0+Öol) 

2«8in|(Q — Qj,) 

cos{Ä— l[Q+Qo]) 

s 

2 

sini(Q— Qo) 
m'sin3£' 

m'cosjf' 

cos(J£'^l[»+io]) 
m' 

secK*— i;,) 

»'sin -AT' 

n  cos  N' 

N' 


N'—u 


0 


sin  (N' —  Uq) 
fi 

cos  [N! Mo) 


9ii553  437 
9.996  179 

0.428  841 

352"24'40"6 

226«38'55"7 
9^861-  629 

7.686  862 

9^836  620 

0.432  662 
0.301  030 

6.953  170 

7^130  508 

9*999  65 1 

8n527  305 

i82«i7'47"9 
180«  5'2i"3 

9fi999  999 
8.527  654 

0.000  000 

8fi527  653 
9.886  857 

8.610  193 

32o"24'44"o 

93"4i'26"7 
9.999  098 

8.7^3.33^ 
8^808.691 


Q      i25°48'5o"o6 

i  2«I2'29"34 


a  sin  2 

8.760  239 

9.998  904 

a  cos  2 

7.612447 

jv 

85°55'47"8 

^— Q 

320°  6'57"7 

sin  (:» —  Q) 

9.807  017 

0 

8-761  335 

cos  (2— Q) 

9.884  990 

X,' 

8.646  325 

X,' 

7,548  491 

Add. 

9.963  868 

y.' 

8„568  352 

Y-l 

7,523  482 

Subtr, 

9-958  953 

»0 

0.432  832 

«'  cos  (JV' —  «0) 

7n532  027 

Add. 

9.999  454 

Nenner 

0.432  286 

»'8in(iV — Mo) 

8.722  434 

tang(a.— «o) 

8.290  148 

X 

4.685  630 

u—un. 

,0      ^'       2«yo 

i  (m-«o) 

o"33'3i"3 

i  {»+<) 

22  7°i6'48"6 

n:-\[u+u,] 

93°  7'55"4- 

co8(jyr-f[«+«o]; 

8„737  49' 

sec  J,(«—tt^ 

0.000  02 1 

log  J  (r) 

7,460  848 

Add. 

9.999  536 

logr 

0.432  368 

13i 


Die  Formeln  VIII)   ipag.  102)  lassen  finden: 


J 

W  Tf-         ^-^53 

612 

sin  To         9^; 

B57099 

D        7.905 

026 

€0  sin  To         QnOQÖ  230 

Subtr.         9-992 

233 

äfft :  cfe         8„( 

^92  764 

Zähler         7.897 

259 

log 

^  K)         7.-»^^  ^91 

Aus  IX;  und.X)    ( 

pag.  102)  rechnet  sich 

nun: 

{^)  ^  l^Ä 

5»i555  004 

<?o 

9-239  131 

^'^^(H 

7.706  180 

y  cos  (Cr  — r«) 

7ii579  464 

Add. 

9  996  923 

Add. 

9.990  386 

(k?^)  g  sin  Cr 

7.703  103 

Nenner 

9.229517 

/>o  :  r^, 

0.049  384 

ff  sin  (Gr— ©o) 

7.821  496 

l''  J  (r) 

7»i5i0  232 

tang  (ü  -  Ty) 

• 

8.591  979 

^(P) 

7.404  469 

T 

4.685  796 

Subtr. 

0.251  360 

p— r„ 

+     2"i4'i7"i8 

r  g  cos  Cr 

7.761  592 

y  sin  Cr 

7.865  462 

{  (e      P..i 

I"  7'  8"59 

9.982  359 

i  (o  +  po) 

3  «5°  5'47"7 

ff  cos  Cr 

7.329  224 

G-i[p  +  rol 

ii8°4o'59"o 

6? 

73"46'46"7 

cos  (Cr — \  [v-\-V^]] 

9„68i  209 

G—v, 

II  9*^48'  7"6 

sec  \  (0  —  »„) 

0.000  083 

sin  (Cr  —  ü,,) 

9-938  393 

log  J  [e] 

7»i564  395 

9 

7.883  103 

cos  (G  —  üo) 

9^696  361 

Add. 

9.990717 

2<'o 

9.540  161 

sin  (p 

9.229  848 

Add. 

9-995  383 

V 

9°46'27"o 

s 

J[ei) 

71,099  939 

i(V  +  Vo) 

9  52  50.9 

cos  i  (9)4-<jP") 

9.993  510 

(0  —  W0      - 

-  1°  7'i4"48 

4^W 

7n263  365 

71 — n„     - 

-  i"  r  4"i2 

sin  5  [fp      fp^;) 

7n269  855 

iS  —  log  2 

4-384  545 

y— qPü 

—  i2'47"9io 

Aus  XI]   (pag.  102)  findet  sich 

nun: 

2 

0.301  030 

2  sin  \  {v — Oo) 

8.591  731 

sin!  (c— üo) 

8.290  701 

sin  4  (P  +  Co) 

91.848  752 

cosj  (o  +  üo) 

9.850  216 

iyh 

8»440  483 

cos  ()p 

9.993  650 

Subtr. 

9.938  010 

(a), 

8-435  597 

(y) 

8-378  493 

• 

2  sin  \  {<p  —  (fn) 

7^570  885 

tJ«J 

sin  {  {(p  +  (p„) 

9-234  515 

r:p 

9«949  789 

sin  Vo 

9f|857  099 

ff  cos  G 

7.329  224 

{oh 

6.662  499 

w 

7„279  0i3 

Subtr. 

9.992  615 

sin  E„ 

9„8oi  083 

[o) 

8.428  212 

cosEf^ 

9.889  040 

(o)- 
P 

8378  CX)I 

(Ä)  sin  Eo 

7.080  096 

9'  cos  [G'—E^] 

6„7o8  437 

Add. 

0.021  339 

Nenner 

9.999  778 

"  p 

8.328282 

/8in(G'-^) 

8.504  666 

[k)  cos  Eo 

7f|i68  053 

tang  [E—E^ 

8.504  888 

Add. 

9.968  881 

T 

4.685  723 

ff'  sin  G' 

8.399  340 
9.894  618 

E     Eo 

+i»49'54"24 

ff'  cos  Ö' 

8.297  163 

i  (E-Eo) 

o°54'57"i2 

C 

5i"4o'43"3 

i  {E+Eo) 

32i°4o'43"i 

G'-£« 

9o"54'57"3 

cos  4  (E+Eo) 

9.894  618 

sin  [G'—En) 

9.999  944 

Bin  i  (E—Eo) 

8.203  691 

9' 

8.504  722 

—  2»m(pa  :  sin  i" 

4„854  586 

cos  (G'—En) 

8^203  715 

log  [J  M,) 

2«952  895 

JMi. 

—  i4'57"2i2 

E 

322°35'4o"2 

JM^ 

7'39"549 

—  sin  E 

9.783  512 

M     3/„ 

1 

+i"27'«7"48 

J  [e] :  sin  i" 

2^878  820 

log  [J  M,) 

2„662  332 

Z-Lo 

+o"26'i3"36 

Für  q  erhält  man  nach  XII)  (pa^?.  102)  in  zweifacher  Weise  den  entsprechen- 
ön  Werth  wie  folgt: 


Po 
Subtr. 

Add. 
Nenner 


7.404  469 

7fi595  418 
0.482  216 
0.000  563 
9.742  100 
0.482  779 
0.783  809 
7^146  569 
6^362  760 
.000  2305 


Add. 

Nenner 
2B 

A 

Add. 

logP 


0.300  798 

0-733  630 
0.865  200 
1.598  830 

8„495  503 
6n896  673 
6.806  762 
9.361  758 
6„i68  520 


a„  P      6^663  999 

I — o,)  P      0.000  200 

\(hi  P      6^362  969 

1«R  9      6^362  769 

Beide  Werthe  Rtimmen  innerhall)  der 
Unsicherheit  der  Rechnung;  es  wird 
angenommen : 


logy 

log/ 

loR  (— /<o} 

log  (/i  — /<o) 

/<  — /'o 


6^362  765 

0-477  37» 
2n8o6  787 

9.646  923 

+  o"44353 
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Die  neuen  Elemente  sind  also,  wenn  man  die  Epoche  auf  den  neuen  ()scu 
lationspunkt  legt : 

®  Erato 

Epoche  und  Osculation  187 1  Sept.  13,0  mittl.  Herl.  Zeit 

mittl.  Aeq.  1870,0. 

L  =       5''56'24V 
M  =  328  30  II.  12 

71    =  37   26  13.78 

Q    ==  125  48  50.06 

f   =  2    12  29.34 

(p   =  g  46  26.99 

14   =  64 1^33958 

Um  eine  sichere  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  zu  erhalten, 
werden  aus  diesen  Elementen  die  gestörten  ("oordinaten  und  Geschwindigkeiten 
abgeleitet;  die  7stellige  Rechnung  stellt  sich  unter  Benützung  der  Formeln  I)  bis 
IV)  (pag.  100)  wie  folgt: 

u 

k" 


3 


«^ 


2.807  0880 

r  am  r 

0«272  4409 

3.550  0066 

9.858  5065 

0.742  9186 

r  cos  r 

0.290  8750 

0.247  6395 

V 

3i6"i2'56"26 

0.495  2791 

iiß 

271  3723-72 

9.993  6498 

u 

227  50  19.98 

0.488  9289 

r 

0.132  3685 

9.229  8485 

4.544  2736 

P 

0.482  5787 

328°3o'ii"i2 

Vp 

0.241  2893 

322  35  40.23 

[wk) 

9.837  6414 

9^783  4120 

{wk) 

:  Vp 

9.596  3521 

9.900  0154 

0.104  4195 

9-795  5959 

a 

cos  if 

a  cos  ^> 

sin  (p 

sin  ip  :  sin  i" 

M 

E 

sin  E 

cos  E 

Subtr. 

cos  E — e 

Aus  I)  erhält  man: 

cos  t  9.999  6774 

sint  8.585  7985 

cos  Q  =  sin  ö  sin  A  9n7^7  2706  sin  Q  =  sinÄsinB       9.-908  9790 

9^908  8685  9*909  0894 

sin  ^  cos  A  9ti9o8  6564  sin  b  cos  B       9n7^^  9480 

A  2i5«5o'2"78  B       I25«47'37"36 

sin  a  9.999  7879  sin  b       9.999  8896 


• 

Und  aus  II]    (pag.  loo)  folgt: 

■  u  # 

A+u,  B+u,     u 

83V'2  2"76 

353°37'57"34 

227®5o'i9"98 

sin[A  +  u)^  8in(£-{-t/],  sin« 

9-997  3467 

9/1O44  9456 

9^869  9708 

r  sin  a ,     r  sin  i ,     r  sin  t 

0.432   1564 

0.432  2581 

9.018  1670 

^ ,         y  ,          z 

+ 

2.688  4571 

—  0.300  0570 

—  0.077  2926 

Die  Unterschiede  gegen  T^^-\-^,  yfl  +  »??  ^n  +  ^  si^^d  ^^  Einheiten  der  siebenten 
Decimale  beziehungsweise  : 

+  7               —  2  —  I 
was  eine  gute  Uebereinstimmung  ist. 

Weiter  findet  sich  nach  III)  (pag.  100)  : 

cos«?            9.858    5065  r           322^1  l'22"l6 

Add.         0.091  7191  U        233  48  45.88     . 

ysinP        9^840  0724  y        9.052  5751 

9.897  6505  c        9.648  9272 
y  cos  r        9950  2256 

A+U.         B+U  ,       V              89°38'48"66  359°36'23''24       233°48'45"88 

cosi^+r/),  cos(Ä4-f7),  cos  U            -j.-jSg  8338  9.999  9898         9^771    1656 

0  sin  ö  ,           rsini.    r  sin  «             9.648  7151  9.648  8168          8.234  7257 

dxidt  ,         dy  :  dt ,    dz  :  dt     -^0.002  7450  +0.445  4578     — o.oio  1366 

^^  dass  die  Unterschiede  wieder  nur  sind  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale: 


Es  erscheinen  demnach  die  obigen  Elemente   einer  strengen  Controle   unter- 
^oi^en. 

.  Ich  werde  nun  das  zweite  Formelsystem  anwenden  und  direct  aus  den  ge- 
^^^i^n  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  die  Elemente  ableiten ;  hierbei  wird  wohl 
^^^  Anwendung  siebenstelliger  Tafeln  nöthig  sein,  um  die  wünschenswerthe  Ge- 
^^^igkeit  zu  erhalten.  Vorerst  sind  wieder  die  ungestörten  Coordinaten  und  Ge- 
schwindigkeiten abzuleiten  und  nach  XIII)  (pag.  103)  die  der  gestörten  Bewegung 
^^^prechenden  Werthe  derselben  zu  bestimmen.  Der  erste  Theil  der  Rechnung 
**-nt  demnach  mit  der  oben  (pag.  130,  131)  durchgeführten  zusammen.  Ich  ent- 
^Ixne  deshalb  derselben  die  folgenden  Werthe: 


loga:            0.429  5030 

logy           9n477  2035 
log«            8^888  1373 

log  (dx  :  dt; 
log  [dy  :  dt] 
log  (dz  :  dt 

7-438  5423 
9.648  8066 

8^005  8880 

Nach  V)    (pag.  103)  findet  sich: 

• 

xdy    0.078  3096 
ydx    6;,9i5  7458 

Ixer.  B«hnbestiminan^<>n.  11. 

ydz       7-4830915             ^d^     8^4353910 
zdy      8^536  9439             zdx    6^326  6796 

18 

Subtr. 

o.ooo  2986 

1  *JO 

Subtr. 

• 
0.036  7638 

Subtr. 

0.003  3944 

0.078  6082 

[wk) 

8-573  7077 
9.8376414 

8fi43i  9966 

V/^sintsinQ 

8.736  0663 

Vjosint 

8.827  0864 

Vp 

0.241  2894 

9.9089799 

9.999  6774 

P 

0.482  5788 

Vp  sin  t  cos  ö 

8n594  3552 

V/>cost 

0.240  9668 

sint 

8.585  7970 

i25*'48'49"46 

2"I2'29"31 

cos  f 

9.9996774 

sin  Q     9.908  9799 
cos  Q     9fi767  2688 


Aus  VI^    'pag.  103)  findet  sich: 

X  cos  Q  o„i96  7718 

y  sin  Q  9^386  1834 

Add.  0.062  4587 

y  cos  Q  cos  t  9.244  1497 

—  3*  sin  Q  cos  t  01,338  1603 

Add.  0.036  4652 

ycosQcosf — T sin Q cos«  0^301  6951 

z  sin  I  7^473  9343 

Add.  0.000  6452 


r  cosw     0^259  2305 

9^8699719 

r  sin  u    0^302  3403 

u 

r    0.432  3684 


#». 


227"5o'2057 


x^ 
Add. 

Add. 
Probe:   r 


0.859  0060 
8.954  4070 

0-005  3764 
0.864  3824 

7.776  2746 

0.000  3544 

0.864  7368 

0.432  3684 


Die  Benützung  der  Formeln  Vir    »pag.  103)  fuhrt  zu  folgenden  Zahlen 


xdx 

7.868  0453 

p  :  r 

0.050  2104 

ydy 

9^126  OIOI 

sin  <p  sin  r 

91,069  9212 

Add. 

0.024  6657 

9.858  5071 

xdx  -f-  ydy 

9niOi    3444 

sin  (p  cos  r 

9.088  3564 

zdz 

6.894  0253 

r 

3i6"i2'56"52 

Add. 

0.002   7028 

i« 

158"  6'28"26 

rdr 

9„098  6416 

sin  qn 

9.229  8493 

Vp  :  [tck] 

0.403  6480 

y 

9"46'27"o5 

1  :  r 

9.567  6316 

cos  <p 

9.993  6498 

Nach  VIII)   (pag.  103'  vrirA 
45  4-i<jP     49"53'i3"52 

cotg  ;45  +ly)    9-925  5510 

tang  ^  V    0.604  0513 
\E    161*^1 7'5o''25 


E  322°35'40"50 

sinJS  9*1783  5H2 

sin  cp  sin  E  — 5"54'3o''89 

M  328°3o'ii"39 


Durch  die  Anwendung  von  IX)  (pag.  103^  findet  sich 

u     27i°37'24"o5 
;r       37"26'i3"5i 


Schliesslich  folgt  aus  X)  (pag-  104J 


letz 
^1 


\uga  0.495   279z 

Jloga  0.247  Ö3<)6 

flog«  0.742  0188 

logÄ"  3-550    0066 

f  64'"5J93 


Atis  der  Formel  Xlj  (paff.  104)  findet  sich  aber /(  =  64 1"33958.  welcher  Werth 
ler  genauere  ist;  ilie  Herechnung  «lieser  Formel  habe  ich  nicht  angesetzt,  da  sich 
lue  diesbezüglichen  Zahlen  in  dem  obigen  Beispiele  wieder  finden,  und  zwar  in  den 
letzten  zwei  Formeln  von  V]  pag.  101  und  in  Xlla  und  XUöj  ^pag.  102,  103]. 
.1b  Controle  hätte  man  wieder  die  Rückrechnung  der  Courdinaten  iiiid  Geschwin- 
;keiten  vorzunehmen,  welche  Coutrolrechnung  ich  aber  hier  übergehe,  weil  schon 
rin  dieBbezügliches  Heispiel  bei  der  ersten  Methode  ausfiihrlich  mitgetheilt  er- 
scheint. Durch  N'ergleichung  der  Zahlen  erkennt  man  leicht  die  ühertviegende  Ge- 
nauigkeit der  ersten  Methode  und  ich  möchte  dieselbe  stete  empfehlen;  sie  verur- 
zwar  einen  grösseren  Zeitaufwand,  in  ,^betracht  aber,  doss  der  Uebergang 
OBCulirende  Elemente  selten  vorgenommen  wird .  und  dass  die  Genauigkeits- 
me   eine  beträchtliche   ist,    kann  dieser  kaum  allzusehr  ins  Gewicht  fallen. 


B.  Specietle  StöruageQ  in  den  polaren  Ooordinaten. 
)t  1.    AufstelluDg  der  Ulfl'erentialgleichuDgen. 

Die  Bestimmung  der  Störungen  nach   polaren  Coordinaten  gewährt  in  vielen 

Ulen   ganz   nesentliche   Vortheile    gegen    die    eben   vorgetragene  Methode,    nach 

reicher  die  Stömugen   der  rechtwinkeligen   Coordinaten   ermittelt  werden,  so   dass 

wüwechenswerth    erscheint,     auf    dieselbe    hier    näher   einzugehen.      Die   Wahl 

r  polaren  Coordinaten   kann  in   sehr  verschiedener  Weise   vorgenommen  werden, 

i  jede   ihre  gewissen  Vortheile  bei  der  Keclinung  bietet;    die  üwcckmässigste 

'i'Form   scheint  mir  aber  jene   von  Hansen   vorgeschlagene  zu   sein,    mit  den  Mo- 

(lificationen,  die  Tietjen   im  Berliner  Jahrbuche  für  1J77  veröffentlicht  hat   (dritte 

Methode),    welche    hier   mit    ganz    geringen   Abänderungen,     auf    welche  übrigens 

rietjen  selbst  schon  hinweist,  zum  Vortrage  gebracht  wird. 

Es  dürfte  zwar  die  von  Hausen  gewählte  Form  die  Stönuigen  im  Allge- 
inen  etwas  kleiner  erscheinen  lassen,  als  diese  Methode,  und  deshalb  der  Ueher- 
g  atif  osculirende  Elemente  für  längere  Zeit  hinaus  vermieden  werden ;  doch  ist  der 


UO     

ßechimngsmechanismus  nach  der  letzteren  Methode  so  bequem,  dass  er  diesen  Na.^^^, 
theil  wohl  überwiegt. 

Es  sollen  vorerst  die  Grundgleichungcn  der  Stöningstheorie  hier  wieder  sL-mi- 
gesetzt  werden,  indem  die  lUichstaben  in  ihrer  Bedeutung  wie  auf  pag.  71  imv^^r- 
ändert  beibehalten  sind;  die  Gleichungen  sind  nach  einer  einfachen  Umsetzuug': 

«Py   .^_v«„    |„  /JL__>.\_  y\ 

di*^    r» *    '"l   l^'  le»         r,3/         ^/ 

Führt  man  die  polaren  Coordiiiaten  eiii  durch  die  Relationen  : 

X  =  r  C08  b  cos  /  =  (r)  cos  /  x^  =  r^  cos  JS^  cos  JL| 

y  =  r  cos  6  sin  /  =  (r)  sin  l  y^  z=:rx  cos  Äj  sin  Lx 

;?  =  r  sin  6  2^  =  rj  sin  Bj 

und  betrachtet  die  Ebene  der  ungestörten  Hahn  als  Fundamentalebene,  so  wird  r] 
die  Projection  des  Abstandes  des  gestörten  Körpers  von  der  Sonne  auf  die  ungestörte 
Bahnebene  darstellen.  Ueber  die  Lage  der  X-Achse  in  dieser  Ebene,  die  vorläufig 
willkürlich  erscheint,  wird  später  (pag.  144)  verfugt  werden;  überdies  aber  wird 
man  sich  über  den  Sinn,  in  welchem  die  positive  Z-Achse  zu  zählen  ist,  zu  einigen 
haben;  es  soll  darüber  die  Annahme  gemacht  sein,  dass  vom  Pole  der  positiven 
^Achse  aus  gesehen,  der  Himmelskörper  sich  umgekehrt  wie  der  Zeiger  einer  Uhr 
bewegt. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

v'_  _J L 

SO  wird  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  i)  erhalten,    wenn   man    die  erst 
derselben  mit  —  y,  die  zweite  mit  x  multiplicirt  und  dann  addirt: 

/     cfy  _    dx\ 

dhj             d^x             \^  dt       ^  dt]  ^in^    (^  \   tr 

"^-dt^-y-ir^^ dt  =^k'^fn,{xy,^yx,)K; 

Nun   ist  aber   das  angezeigte   Differential   nichts   anderes,    als   das  Differential  (M^  et 

doppelten   Sectordifferentials ,    für  welches   letztere  man   mit  Benützung  der  polar^^^Men 
Coordiuaten  setzen  darf: 

2dFl={r)^^^', 

ersetzt  man   überdies   in  dem  Factor  von  K  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  Axlt  — ch 

die  polaren,   so  erhält  man,  wenn  man  zur  Abkürzung  die  Grösse  ?7  einfuhrt  durc  h: 

-  k'^nix  {  xyi  — yxi  }  K=  ^  k^m^  K[r]  rj  cosBj  sin  (Lj  — l)  =2  U  ^ 
als  Resultat  der  Transformation : 


"4;( 


dt 


=  2U; 


141     

die  Integration  dieser  Gleichung  gibt: 

[r]-^  ^  =Const+ f  2  Udt , 

wobei  man  zu  beachten  haben  wird,  dass  die  Kestimmung  des  Werthes  des  angezeigten 
Integrales  mit  Hilfe  der  mechanischen  Quadratur  erlangt  werden  kann.  Die  Be- 
stimmung der  Integrations-Constante  unterliegt  keiner  Schwierigkeit ,  wenn  mau  be- 
achtet,  dass  in  der  ungestörten  Bewegung  (vergl.  I  pag.  43J  die  Relation  besteht: 

wo  Pq  den  Parameter  der  ungestörten  Bahn  vorstellt;  nun  kann,  sobald  man  von 
den  Störungen  absieht,  dl  mit  dv^  und  weiter  (r)  mit  r©  identificirt  werden;  in 
diesem  Falle  wird  aber  auch 

und   es  verschwindet  demnach   das  Integral   dieses  Ausdruckes;    man  hat  daher  die 
konstante  richtig  bestimmt  durch: 

Const  =  k  Vp^i 
^■^i^cl  die  erste  Fundamentalgleichung  für  die  Ermittelung  der  Störungen  in  den  po- 
'^«"en  Coordinaten  wird  sein : 


{r)'^^  =  kyp,+j'2Udt.  I) 


Da  diese  Gleichung  nur  eine  Relation  zwischen  (r)  und  /  aufstellt,  muss 
bestrebt  sein,  eine  weitere,  neue  Bedingungen  enthaltende,  Gleichung  aufzu- 
knoten; dieselbe  wird  leicht  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  in  1)  erhalten  wer- 
^^^x  können,  wenn  man  die  erste  derselben  mit  ar,  die  zweite  mit  y  multiplicirt  und 
^d^dirt;  man  erhält  so: 


*  ^^^+y 


rf^t  -r     r3     —  dt  \\dt]    "^  \dt]  S  "^     r« 


=  2k^m,\[xx,+yy,)K-^-!p^      ; 


^t2t  man  also,  indem  man  unter  dem  Summenzeichen  die  rechtwinkeligen  Coordi- 
"i^ten  durch  die  polaren  ersetzt,  zur  Abkürzung: 

-  -       »^  (r) 

*^    wird  erhalten,  wenn  man  linker  Hand  für  die  Differentialien  der  rechtwinkeligen 
Koordinaten  die  polaren  einführt: 

^er,    indem   man  die  angezeigte   Differentiation    ausführt  und  mit    [r]   beiderseits 
^ividirt : 


I*  fr~  \***'  / 


Diese  Gleichung  enthält  aber  noch  die  Grösse  r,  die  durch  [r)  zu  ersetzen  ist;  de 
Unterschied  beider  ist  aber  offenbar  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Breiten 
Störungen  und  wird  im  Allgemeinen  fast  unmerklich  sein ;  doch  kann  auch  hier  dii 
völlige  Strenge  in  einfacher  Weise  erreicht  werden.     Man  hat  vorerst: 

also  ist 

die  in  den  nmden  Klammem  angesetzte  Reihe  ist  aber,  wenn  man  setzt : 

—       g' 

völlig  identisch  mit  dem   dritten  llieile   der   von   Encke  bei   seiner  Methode 


nützten  Grösse  y*,   (vergl.  pag.  75  und  Tafel  XIj  man  kann  also  setzen  : 

r»  (r)2  2  (r)M3/  ' 

wobei  man  aber  bei  der  Anwendung  wohl  stets  wird  annehmen  dürfen: 

indem  man  hierbei  nur  Glieder  vierter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Breitenstörungen 
übergeht;  schreibt  man  also: 

so  wird  man,  wenn  überdies,  um  abzukürzen,  geschrieben  wird: 

für  die  obige  Differentialgleichung  haben: 

1W  ~  '^)   [dtl   +  Tr]^  =  ^^^  ^2  ,  U) 

welches  die  zweite  Fundamentalgleichung  ist,  die  in  Verbindung  mit  I)    (pag.  141) 
zur  Kenntniss  der  Werthe  (r)  und  /  führen  wird. 

Um  nun  die  dritte  Gleichung  in  i]  (pag.  140]  in  eine  für  die  Bestimmung 
der  auf  der  Fundamcntalebene  senkrechten  Coordinate  z  passende  Form  überzu- 
führen, setze  man: 

V  jp;  =  v^a^j  jcr^  sin  JS^ , 

imd  wie  dieses  schon  oben  geschehen  ist: 


:Sw^=2  k^m^  -^  , 


so  wird  man  schreiben  dürfen : 


l  +  z\^  +  Itv,\=2W,; 
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ersetzt  man  nun.  wie  dieses  früher  gezeigt  wurde,  r  durch  (r) ,  so  wird  man  haben : 


^^«'obei  f  mit    dem   Argumente    q=  — ^    aus    Encke's  /-Tafel  (Tafel  XI)    zu 

nehmen  ist.  und  übrigens  \f  wohl  stets  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  darf, 
da  dadurch  nur  Fehler  5^'  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Breitenstönmgen  entstehen. 
Piihrt  man  nun  die  Abkürzungen: 

[^]  =  -(S"  +  ^^^ 
€*in,  wobei 

angenommen  ist.  so  erhält  man  als  dritte  Fundamentalgleichung: 

(JPz 


tW 


+  [w]z=W,      .  III) 


Diese  Gleichung  III)  unterscheidet  sich  vortheilhaft  von  den  Gleichungen  I) 
\ind  II)  dadurch,  dass  dieselbe  unmittelbar  eine  Differentialgleichung  für  die  Störung 
selbst  ist,  während  die  beiden  anderen  Gleichungen  die  Gesammtbewegung  des  ge- 
störten Körpers,  die  derselbe  durch  seine  gestörte  Bewegung  um  die  Sonne  ausführt, 
>)eschreiben.  Es  wird  daher  für  die  Genauigkeit  imd  Bequemliclikeit  der  Rechnung 
wünschenswerth  erscheinen,  die  Gleichungen  I)  und  II)  so  zu  transformiren ,  dass 
dieselben  sich  in  Differentialgleichungen  für  die  Störungen  in  (r)  und  /  verwandeln. 

Dieses  kann  in  mehrfacher  Weise  geschehen,  je  nachdem  man  die  Störungen 
zerlegt  und  auf  die  Coordinaten  (r)  und  /  vertheilt;  die  von  Hansen  und  Tietjen 
gewählte  Zerlegung  scheint  die  grössten  Vortheile  zu  bieten,  weshalb  ich  dieselbe 
den  weiteren  Entwickelungen  zu  Grunde  lege. 

Zerlegt  man  den  Bogen  /  in  die  zwei  ITieile  V  und  iV,  so  ist  diese  Zer- 
legung willkürlich  und  man  kann  für  eine  dieser  Grössen  eine  beliebige  Annahme 
machen,  wenn  'man  nur  dafür  Sorge  trägt ,  dass  durch  entsprechende  Bestimmung 
des  anderen  itogens  der  Belation 

/=  r+  N 

stets  genügt  wird. 

Es  soll  nun  N  so  bestimmt  werden,  dass  der  Gleichung : 

dN 


irP-^=f2Udt  2) 


genügt  wird.  Da  hier  iV  nur  an  eine  Differentialgleichung  gebunden  erscheint,  so 
bleibt  noch  eine  willkürliche  Constante  übrig,  deren  zweckmässige  Bestimmung 
später  offenkundig  wird. 


Differentiirt  man  die  Relatiun  zwischen  /,    V  und  N^  so  wird : 

dl  dV    ,    dN  . 

=  -TT-  +  -TT-  3) 


di  dt      '      dt 

und  wenn  nun  beiderseits  mit  [rY^  multiplicirt  und  die  durch  die  Gleichung  2)  aus 

gedrückte  Hedingung  einfuhrt,  so  findet  sich: 

vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  I)  (pag.  141]  so  resultirt  sofort  eine  Kastimmuii^a 
für   V^  indem  beide  Gleichungen  gleichzeitig  nur  bestehen  können,  wenn  man: 

setzt,  so  dass  V  ebenfalls  durch  eine  Differentialgleichung  bestimmt  erscheint,  s 
bald  über  N  eine  der  eben  gewählten  Bedingung  entsprechende  Annahme  gemac 
ist.     Setzt  man  nun  die  erlangten  Bedingungen  in  3)  ein,  so  wird: 

-if-^+-^.A'-rf<  5.) 

und  hieraus  folgt  durch  Integration:  ' 

/  = /-ii^»  dt  +  f-^  dt [2  Udt  +  Const. 

Zur  Bestimmung  der  Integrationsconstante  wird  man  durch  die  folgenden 
trachtungen    gelangen.      Wären   keine  Störungen    vorhanden,    so  würde  das  zweiV 
Integral  verschwinden,  das  erstere  kann  aber,  da: 

dv    _    kYp 
dt     ■""   r2 

ist,  wo  V  die  wahre  Anomalie  vorstellt,    als   die  wahre  Anomalie  aufgefasst  werden 

und  wir  haben  daher  in  dem  Falle  der  ungestörten  Bewegung : 

/p  =  Cq  -f-  Const. 

Bei  der  Einfühning  der  polaren  Coordinaten  statt  der  rechtwinkeligen  wurde 
zwar  die  XF- Ebene  als  Fundamentalebene  bezeichnet,  jedoch  über  die  Lage  der 
X-Achse  oder  über  den  Ausgangspunkt  der  Zählung  von  /  wurde  nichts  festgesetit; 
trifft  man  jetzt,  um  Alles  unzweideutig  bestimmt  zu  haben,  die  Verfügung,  dass  / 
vom  aufsteigenden  Knoten  der  ungestörten  Bahn  in  der  Ekliptik  gezählt  wird,  so 
ist  l  das  Argument  der  Breite  und  die  IntegrationsX'onstante  ist  -demnach  nichts 
anderes,  als  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten,  eine  Grösse,  die  durch  cci^  be- 
zeichnet werden  soll,  indem  der  Index  » o «  darauf  hinweist,  dass  dieser  Werth  den 
ungestörten  Elementen  zu  entlehnen  ist. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  gewählte  Bezeichnung  möge  weiter  eingeführt  werden: 

dJi^ 


^  =  -wI-^^'  ^^*) 


dt 

wobei  man  leicht  erkennen  wird ,  dass  man  durch  eine  mechanische  Integration  den 
Werth  von  Jio  -wxrA  ermitteln  können.  Man  hat  dann  statt  des  obigen  Ausdruckes 
flir  /  zu  setzen: 

/=  V+io^  +  Jio  .  IVb) 
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Der  {Erwählten  Bestimmung  gemäss  wird  sich  demnach  V  nur  um  eine  Grösse 
ron  der  Ordnung  der  Störungen  von  der  wahren  Anomalie  v  unterscheiden  und  es 
vrird  daher  möglich  sein,  an  die  ungestörte  mittlere  Anomalie  M  eine  Correction 
jj  M  von  derselben  Ordnung  anzubringen,  die  bewirkt,  dass  durch  Anwendung  der 
bekannten  Formeln  zur  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  unter  Benützung  der  un- 
gestörten Elemente  für  dieselbe  V  resultirt.  Indem  vorerst  diese  Correktion  J  M 
als  bekannt  vorausgesetzt  wird  und  die  Bestimmung  derselben  für  später  vorbehalten 
bleibt,  ergibt  sich  das  folgende  Formelsystem: 

M=E  —  eo"9mE 
((r))  sin  V  =  Uq  cosfp^  sin£ 
((r))  cos  V  =  Oq  [cosE  —  e^) 


V) 


In  diesen  Ausdrücken  stellt,  wie  man  leicht  sieht,  Mq  die  ungestörte  mittlere 

Ajiomalie  zur  Zeit  der  Epoche,    t  die  seit  der  Epoche  verflossene  Zeit  in  mittleren 

Sonnentagen,  /Hq,  Oq,  sin  ^9  =  ^0,  beziehungsweise  die  mittlere  siderische  Bewegung, 

die   grosse  Achse  und  die  Excentricität  der  ungestörten  Elemente  vor.     Es   ist  klar, 

da88  der  durch  diese  Formeln  gefundene  Radiusvector,  der  gleichsam  den  Radiusvector 

^1     der  ungestörten  Bahn  zur  gestörten   mittleren  Anomalie  vorstellt,   nicht   mit  (r) 

übereinstimmen,    sondern    sich  ebenfalls  um  eine   Grösse    von     der    Ordnung    der 

Störungen  von  demselben  unterscheiden  wird.     Setzt  man  also: 

M  =  ((r))  (i+v)  VI) 

8<*     wird  die  Bestimmung  des  gestörten  Ortes  keine  Schwierigkeit  haben,  sobald  J  M 

^^^d  V  gegeben   sind.     Es   wdrd  daher  als   die  nächste  Aufgabe  bezeichnet  werden 

i^Üssen,   aus  den  Differentialgleichungen  Ij  und  II j  (pag.  141,  142J  solche  abzuleiten, 

^«Iche  die  Bestimmung  von  JM  und  v  ermöglichen,  womit,  falls  diese  Bestimmung 

gelungen   ist,  noch  der   Vortheil   erreicht   wird,    dass  die  Kechnung  statt  der  Ge- 

^ammtbewegung  nur  die  verhältnissmässig  geringen  Störungen   zu  bestimmen   hat. 

Ehe  aber  an  die  Lösung  dieser  Aufgabe  geschritten  werden  soll,    mag  noch 
die  Bemerkung  Platz  greifen,  dass  diese  Wahl  der  Coordinaten   ohne  Schwierigkeit 
auf  Bahnen   von  beliebiger  Excentricität  angewendet  werden  kann,    und   nicht  auf 
solche  von  massiger  Excentricität  beschränkt  ist,    wie  dies  auf  den  ersten  Blick  er- 
scheinen könnte,  da  die  Störung  in  der  mittleren  Anomalie  hier  auftritt.     Es  er\i'eist 
sich  sogar  gerade  in  solchen  Fällen  die  von  Hansen  getroffene  Wahl  der  Coordi- 
naten besonders   vortheilhaf t ;   doch  kann  auf  die   nothwendigen  Aenderungen  erst 
eingegangen  werden,  wenn  die  diesbezügliöhen  Formeln  entwickelt  sind. 

Um  nun  die  oben  angesetzte  Aufgabe  zu  lösen,    muss  die  differentielle  Rela- 
tion zwischen  (r)  und  v  ermittelt  werden.     Aus  der  Gleichung  VI)  resultirt  sofort: 

^'^^  ~  i-f«öco8r  '  "^ 

die  Differentiation  nach  den  mit  der  Zeit  veränderlichen  Grössen  ergibt: 

Oppolser,  BahnbMiimmuiigeii.  U.  19 
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d{r>  Po  dv     ^       /»o  (!  +  »')        ^    „:«  ir  iX. 

dt 


dt   ~    i-j-eoc6iV      dt   ^  {i-\-eoCoiy}^  e?«  »m  r 


welcher  Ausdruck  mit  Rücksicht  auf  die  Glei'chuBgen  5)  und  6)  (pag.  144, 145]  sich  in:    : 

d{r^ (r)  dy      .        A;eoginF 

1t  ~i^y '  dt  •+■  (14.,.)  v;;;;  '^ 

verwandelt;  diese  Gleichung  ergibt  durch  weitere  Differentiation: 

d^r)    _    [r]     d^y  _       (r)        Idvy    ,     _i_  dfjf^    dv         keqCo%  V   dV  __    ^e^sinF     dw    ,  _ 
dß     —iJ^yd^         ~{i'{-y)^    \di]     '^'i-\-y    dt    'dt   "^(i+j/jV^    dt  (i-|-i')«VÄ    dt    '^ 

fuhrt  man  nun  in  dem  mittleren  Gliede   dieses  Ausdruckes  für  — -rr-r    den   Wettb^ 
aus  7)  ein,  so  erhält  man: 

d^{r)  (r)         d^y    ^.        A;eoco8K  dV 


dfi 


i-\-y      dfi  (, +„)  Yp^  dt 


d  V  '  » 

und  wenn  jetzt  noch  -^r-  durch  die  Relation  ans  5)   (pag.  144)  ersetzt  und  dabei 

achtet  wird,  dass  zu  Folge  der  Gleichung  6]   (pag.  145)  : 


e,co.V=Soll±Jl_, 


und  zudem: 


ist,  so  folgt: 

dfi  (r)»     "^  {r)2         i^y  '     dp    "^  (r)«  '   x-^v    '  ^^ 

vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  II)  (pag.  142]^  so  findet  man  linker  Hand  vom 
Gleichheitszeichen  bis  auf  das  mittlere  Glied  eine  völlige  Uebereinstimmung ;  dasselbe 
lässt  sich  jedoch  ohne  Schwierigkeit  so  zerlegen,  dass  auch  dieses  Glied  identisch 
gemacht  wird.     Die  Qnadrirung  der  Gleichung  I)    (pag.  141)  gibt  nämlich: 

^^y  (4f)'  =  *V«  +  ^>t Vf.  {,  +  'tl^\jj^Udi  ; 
schreibt  man,  um  abzukürzen: 


J  \  xk  Vpo'J' 


,-.  ,Udt 

k  yp^lj 

so  bestimmt  sich  aus   dieser  Gleichung  der  Werth  von      ^   ,  wie  folgt: 
und  hiermit  kann  die  Gleichung  8)  geschrieben  ^Verden: 

~d^        ^^^  \di]  •+■  r«"  —  I  H- 1^  dp  '^W  r+T         W»~  J 

welche  nun  in  Verbindung  mit  II)  (pag.  142)  die  sofortige  Elimination  von  cP(r)  und 
dl  gestattet.     Führt  man  die  Elimination  aus  und  schreibt: 


4  47 


H,  =  ^^-fu'dt 


Hx  +  H^  =  Hq 


k^ 


so  wird  die  verlang  Differentialgleichung: 


*  =  "TITa ^0 


dfi 


-  +  hv  =  Hoy  VII) 


^reiche  rücksichtlich  der  Form  mit  der  Gleichung  III)  (pag.  143)  identisch  ist  und 
eine  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  von  v  abgiht,  während  III)  zur  Bestimmung 
von  z  gedient  hat.  Da  überdies  Juß  bereits  durch  die  Differentialgleichung  IV)  (pag.  144) 
bestimmt  erscheint,  so  erübrigt  zur  Bestimmung  von  /  nichts  weiter,  als  die  Ermittelung 
des  Differentialausdruckes  für  ^ M.  Um  diesen  zu  erhalten,  nehme  man  die  zwei 
Gleichungen : 

•       rr  ^  COS  flpo         •       yy 

sm  V  =  ^  ,,  ,/"    Sin E 

(M) 

(W)  =«0  [i—eoCosE] 

Tor,  aus  denen  man  sofort: 

•     TT-          CO8GP0  sin^ 
Sin  V  =  ^^ ^ 

findet.    Differentiirt  man  diesen  Ausdruck  vorerst  logarithmisch,  so  T^drd  : 

cosF    ^  TT CQgJg    ,p gQgJn  Jg     ^  i;  _.    ((y)}  cos  V    ,  ^ 

sin  F  sinE  i—e^cosE  ((r))  »inJK 


und  man  hat  somit: 


dV=^  dE=  ^?^^  dE. 

nnE  {(r)) 


Femer  liefert  die  Gleichung: 

M=  E — Cq  sinE 
durch  Differentiation  und  eine  leichte  Substitution : 

e/3f  =  JiülL  rf£  ; 

es  ist  also: 

d  V    dV        dE    oq«  cos  yp  k  Yfp 

dM   ""    dE    '    dM  ~       ((r2))       ~    ^o((r))« 

wobei  von  der  bekannten  Relation: 

k 

opt 

Gebrauch  gemacht  wurde.     Aus  der  ersten  Gleichung  in  Vj  findet  sich  aber  durch 

Diffeientiation : 

dM  .     d.JM 

=  f'o  +  — j;  - 


di  ^"    '        di 

also  ist: 


dV  _  dV       dM  ^    k  Vp^     i        ,    dJM\  , 
dt     ^    dM  '     dt  iUo((rjj2    \^o  "^"    "dt   i  ' 
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multiplicirt  man  nun  bcidcrseitR  mit  \r]*^  und  beachtet  die  Relationen  5'    '^pag.  14 
und  VI)    (pag.  145),  so  findet  sich  leicht: 


woraus : 


folgt;  setzt  man  also: 


dJM  I  —   I  4-  y]^ 

Tt~~  ^  ""        1'+*';-*   " 


1  -f-ly 

(7=2    -      --    -  „ 


so  wird  die  letzte  noch  nöthige  Differentialgleichung  zur  vollständigen  Ermittelung 
der  Störungen: 

'--j^  =  ^  fj^va  ,  Villi 

wobei  a  mit  dem  Argument  v  leicht  in  eine  Tafel  gebracht  werden  kann.  Eine 
solche  Tafel,  auf  6  Stellen  berechnet*',  ist  diesem  Werke  als  Tafel  XIII)  ange- 
hängt;   dieselbe   gibt  den   Werth  von  log  a  für  10'   — °  T_  ^/    ;     weshalb     gerade 

diese  Form  gewählt  wurde,  wird  sofort  bei  der  Zusammenstellung  der  Formeln  für 
die  praktische  Rechnung  klar  werden.  Will  man  übrigens  von  dieser  Tafel ,  die 
kaum  eine  wesentliche  Abkürzung  der  Rechnung  bedingt,  absehen,  so  hat  man : 


n^  (•  +  -ri-y-) 


zu  setzen,  welcher  Ausdruck  sich  leicht  mit  Hilfe  der  Additionslogarithmen  berech- 
net; es  ist  dann: 

dJM  f       . 

—Ji =  —  i^fh)  ^^' 

wo  w  die  für  t  geltende  Zeiteinheit  vorstellt. 

Die  Lösung  des  vorliegenden  Problems  ist  demnach  in  den  folgenden  4  Dif- 
ferentialgleichungen enthalten,  die  ich  übersichtlich  zusammengestellt  aus  der  vor- 
stehenden Entwickelung  hier  hervorhebe: 


dfi 

+  hr—Ho 

dJM 
di 

—   —  flQVO 

df 

+  [tc]  z  —  Wo 

dJia 
dt 

i:J-'''' 

ix; 


Ehe  ich  daran  gehe,  den  Nachweis  zu  liefern,  dass  diese  Differential- 
gleichungen ohne  allzugrosse  Schwierigkeiten  die  angesetzte  Lösung  in  aller  Strenge 
erreichen  lassen,  will  ich  auf  jene  Modificationen  aufmerksam  machen,  die  bei 
Bahnen  mit  starker  Excentricität,   also  bei  Kometenbahnen  mit  mehr  parabolischem 


Die  Rechnung  der  Tafel  selbst  ist  von  R.  Schräm  lOBtellig  durchgeführt  worden. 


Charakter,  mit  den  obigen  Gleichungen  vorzunehmen  wären.  Man  wird  sofort  ge- 
iraliren,  dass  man  nur  die  zweite  Gleichung  in  IX)  zu  modiiiciren  hat,  indem  die 
ü1:>Tigen  durch  diesen  Umstand  nicht  berührt  erscheinen. 

Um  nun  diese  Gleichung  ^  in  eine  für  alle  Fälle  brauchbare  Form  umzu- 
ä.Tidem,  soll  anstatt  der  Störung  in  der  mittleren  Anomalie  die  Störung  der  Zeit 
ennittelt  w^erden,  also  jenes  Zeitintervall,  welches  der  Himmelskörper  bedarf,  um 
den  Bogen  V — %  für  die  gegebene  Epoche  in  der  ungestörten  Bewegung  zu  durch- 
laufen.    Nun  ist  aber: 

(XQ/Jt  =  dM 
somit  wird: 

^-^  =  -ov  X) 

die  Gleichung  für  die  Störung  in  der  Zeit,  wodurch  die  verlangte  Transformation 
erreicht  ist. 

Da  bei  Kometenbahnen  die  Hauptstörungen  gewöhnlich  die  Zeit  des  Perihels 
treffen,    so  möchte    ich   gerade   in   der  von  Hansen  getroffenen  Wahl   der  polaren 
Coordinaten,  wo  die  Störung  des  zur  gestörten  Anomalie  gehörigen  ungestörten  Ra- 
diusvector  ermittelt   wird,    einen  ganz   besonderen   Vortheil   erblickei^  und  glaube, 
d&68  die  Anwendung  dieser  Methode  für  periodische  Kometen,  falls  man  Störungen 
in    den  Coordinaten  bestimmen  will,  besonders  zu  empfehlen  ist.     Will  man  jedoch 
<iie  Störungen  für  eine  Kometenbahn  nur  so  weit  entwickeln,    dass  man  die  Beob- 
achtungen einer  Erscheinung  von  den  Störungen  befreien  will,  ein  Fall,  der  bei  den 
'■^^isten  Kometen,    die  keine   verhältnissmässig  kurze  Periode  haben,    statt  hat,  so 
^^'^i'cl  in  diesen  Fällen  wohl  die  Anwendung  der  Encke' sehen  Methode  als  besonders 
^^^iiem  empfohlen  werden  dürfen. 


§  3.    Integraüoii  der  Differentialgleichangen. 

Die  Integration  der  Differentialgleichungen  wird  bei  dieser  Methode,  ähnlich 
^^  ,  wie  es  bei  Encke's  Methode  geschehen  ist,  vorgenommen  werden  können, 
'^^'obei  jedoch  der  erleichternde  Umstand  hinzutritt,  dass  die  die  Rechnung  er- 
^^liwerenden  mit  q  verbundenen  Glieder  hier  nicht  vorkommen.  Eigentlich  bedürfen 
^^rdie  erste  und  dritte  Gleichung  in  IX)  des  vorangehenden  Paragraphen  einer  näheren 
*^^trachtung ,  da  die  anderen,  als  auf  einer  einfachen  Integration  beruhend,  kein 
'^^eres  Eingehen  erfordern. 

Die  beiden  angezogenen  Gleichungen  haben  die  gemeinsame  Form: 

Diese  Gleichiuigen  kommen  in  doppelter  Weise  in  Betracht,  indem  einerseits 

^^^^n  Beginn  der  Rechnung,  wo  nichts  Anderes  über  x  bekannt  ist,    als   dass  das- 

*V>e  in  Anbetracht  der  Nähe  des  Osculationspunktes  klein  sein  muss,    ein   zweck- 
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massiges  \'erfahreii  anzuj^eben  ist,  um  eine  Judirecte  Kcclnuiiig  zu  vermeiden ;  aii- 
ilererseits  wenlen  sich  im  Verlaufe  der  Uechn\i>])(  durch  die  mechanische  Uuadrotur 
und  diirt-h  die  Kenntniss  der  vorangelienden  \^'erthe,  für  3-  genü^nde  Auiuhenm^n 
finden  laHseOi  um  auch  in  diesen  Fällen  dii;  lästige  iiidirecte  Kechiiung  zu  uingelieii, 
liesonders  wenn  man  die  Methode  zu  Hilfe  nimmt,  die  Tietjen  im  l^erliner  Jahr- 
Imche  für  1877  für  diesen  letuteren  Fall  puhlicirt  hat.  Es  soll  zimächst  der  Iteginn 
der  UechnuDf;  ins  Auge  gefasst  werden. 

Am  zweckmässigslen  ist  es  unter  allen  l'mständen ,  die  Rechnung  au  ansu- 
legen,  da>ts  dieselbe  der  Zeit  nach  in  Tegelmässigen  Intervallen  fortschreitet  und  dass 
die  ()t<cu1ationse]ioche  in  die  Mitte  zwischen  zwei  Werthe  fällt;  bezeichnet  mau  da- 
her irgend    einen    zweiten  Differeiitial(|iiotienten    des  Störungswerthes  mit  _/;« -l-itc  , 

wird  für  den  ersten  Werth ,  der  um  ein  halbes  Intervall  der  Osculationsepoch^ 
nachfolgt  y((i  zu  setüen  sein,  für  den  vorangehenden  Werth  y[a — w,  etc.  Kerück — 
Bichtigt  man  daher  das  Differenz-  und  Integrationsscheiua  (pag.  4),  welches  bei  der- 
tnechanischen  Quadratur  ausführlich  an  sei  nanderge  setzt  wurde,  so  kommt  die  Epoeh» 
Äer  Osculation  auf  die  Zeile   i«  —  Jtrl. 

Man  winl  fiir  den  Anfang  der  Rechnung  4  Werthe  fiir  die  Diffierentialquo— 
tienteo  berechnen  und  zwar  wo,  dass  2  Werthe  der  <)scuIationsei>oche  vorangehen 
1  2  Werthe  nachfolgen,  und  hierbei  die  Störungen  bei  der  Kerechnung  der  f'oef- 
,'ficienten  der  Differentialgleichungen  gann  weglassen;  aus  dieser  >>machIäsRigimg 
der  zweiten  Fotenzen  der  störenden  Massen  kann  Iwi  der  Nähe  der  Osculations- 
«poche  wohl  niemals  ein  merkbarer  Fehler  entstehen. 

Hat  man  sich  in  dieser  Weise  4  Werthe  für  die  ('oefficienten  der  Differenlial- 
gleichnngen  verschafft,  so  wird  die  Bestimmung  der  zweiten  I>iff'erentialfjuotient«i 
und  die  Itestimmtmg  der  Anfangsconstanten  der  mechanischen  Quadraturen  in  der 
folgenden  Weise  vorgenommen  werden  können.  Die  4  erlangten  Werthe  seien  der 
Heihe  nach: 

p_.  p- 

p-,  p-, 

p.  p. 

pt.  p*. 

wobei  der  Index  auf  die  gewühlte  Zeitepoche  unzweideutig  hinweist.  Für  x  wird 
[man,  wenn  mit  t  die  /eil  in  Einheiten  des  (ntervalles  bezeichnet  wird,  die  Ffirm 
[  ,|iufsteUen  können : 

I wobei  die  Coefficienten  r,   r',  a.  ß.  y.  Ö  einer  näheren  Hestimniung  bedürfen.     Dif- 


^  fcrentürt  man,  so  wird : 


Tt  +  2at+iiift-i-  Ay''+53f* 


'-  ^2a  +  z-ißt  +  3--i;''^+  r5<I/^  4-  . 
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ZUiMt  man  die  Zeit  yon  der  Osculationsepoche   aus,  so  müssen  für  die  Zeit  /  =  o, 

d.    i.  für  die  Zeit  der  Osculation  sowohl  die  Coordinaten  als  auch  die  Geschwindig- 

Ic^iten  in  der  ungestörten  und  gestörten  Bewegung  nach   der  Idee  der  osculirenden 

EHemente  identisch  sein ;  man  hat  daher  für  r  und  t  sofort  die  Bestimmung  erlangt, 

beide  der  Null  gleich  sein  müssen.     Man  darf  daher  für  x  die  Form  aufstellen: 

x  =  afl  +  lii^  +  yt*  +  dt^+   ... 
►ie  Werthe  für  p  und  P  werden  ebenfalls  eine  Entwickelung  nach  steigenden  Po- 
«^.^nzen  der  Zeit  zulassen  und  man  wird  seteen  dürfen: 

p^a  +  bt  +  cfl'hdfi  +  ... 
13a  die  numerischen  Werthe  für  P  und  p  gegeben  sind,  so  wird  man  leicht  aus  dem 
l>ifferenzschema  die  Coefiicienten  dieser  Gleichungen  ableiten  können.     Es  soll  dies 
an  den  Werthen  von  P  ausführlich  erläutert  werden ;   bildet  man  demnach  das  fol- 
gende Differenzschema,  welches  sofort  verständlich  ist ,  wenn  man  hiermit  die  Aus- 
einandetsetzungen  auf  pag.  4  vergleicht,  so  erhält  man: 

Po  f"  («] 

dann  ist,  wie  dies  eine  leichte  und   offenkundige  Entwickelung  zeigt,    die  mit  der 
auf  pag.  26  ff.  identisch  ist : 

A  =  \  [P-.  4-  A)  -  T«s  {/"  [a-w]  +  /"  [a]  } 

(7  =  H/"(«-H +/"(«)} 

D  =  i/"'  (a)  . 

Eine  analoge  Entwickelung  kann  für  die  Coefficienten  a,  i,  c  und  d  vorge- 
nommen werden,  doch  wird  die  Berechnung  auf  die  beiden  ersten ,  nämlich  auf  a 
und  b  beschränkt  werden  können,  wie  dies  die  sofort  folgenden  Ausführungen 
zeigen. 

Substituirt  man   die  für  a; ,    P  und  p  aufgestellten  Ausdrücke  in   die  obige 
(pag.  149)  Differentialgleichung,  so  findet  sich: 

2a  +  tßi'\-[i2y  —  aa)t^+[2od+ßa  +  ba)t^=A  +  Bt+Ct^  +  D£^, 
woraus  sich  sofort  durch  die  Vergleichung  ergibt: 


i; 


A 
ö  =  — 

2 


Der  letzte  Coefficient  ö  wird  in  der  Regel  so  klein,  dass  man  denselben  wird  über- 
giehen  können.     Setzt  man  nun  der  Reihe  nach  in  dem  Ausdrucke  für  z : 

z  =  afi'\-  ßt^  +yt^  +dt^+  ...  i) 
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t  ===  —  },    —  -J,    +^  und  +  I ,    so  erhält  man  die   vier  zu   den  gegebenen  Zeit 
momenteu  gehörigen  Werthe  der  Störung  und  kann  dann  berechnen: 


Scheinbar  einfacher  gestaltet  sich  die  Sache, .  wenn  man  dieselbe  Substitution  in  den 
Ausdrucke  für  -n«-  ausführt ;  es  ist  dann : 


^x 
dt'i 


l=A  +  Bt+(c--^)t^+  (2>_;f^_^p.; 


hierbei  wird  es  jedoch  nöthig,  das  letzte  Glied  mitzunehmen  und  die  Coefficientei 
genau  zu  berechnen,  was  im  ersteren  Falle  wegen  der  Kleinheit  des  Factors  p  nicfa 
nöthig  ist. 

Es  sollen  nun  diese  Formeln  durch  ein  ausführliches  Heispiel  erläutert  wei 
den,  und  zwar  nach  der  ersteren  Form,  der  ich  unter  allen  Umständen  den  Voi 
zug  gebe. 

Das  für  Erato  unten  ausführlich  mitgetheilte  Heispiel  hat  bei  Beginn  de 
Rechnung  für  die  Berechnung  der  zweiten  DifFerentialquotienten  von  y  ergeben: 

1874  Oct.  27  +  0.009590  +  169.24 

—  37  —55-55 

Dec.      6  9553  —46  +113.69  +4-75 

+    9  —  2  —  50.80  —  0.16 

1875  Jan.   15  9562  — 48  +     62.89  -1-4.59 

+  57  —46.21 

Febr.  24  9619  +     16.68 

Daraus  erhält  man.  indem  für  diese  Form  der  Rechnung  die  Mitnahme  des  Coefl 
cienten  d  unnöthig  ist,  die  Werthe  der  Coefficienten  durch  i)  ;pag.  151^  : 

^  =  +  88.29  —  0.58  =  +  87.71 
5  =  —  50.80  +  O.Ol  =  —  50.79 

ü  =  +  2.33 
logo  =  7.980; 

es  ist  also  nach  2)  und  3)  ^pag.  151J  : 

1^  =  + 43.85  <2_  8.465  <»  +  o.ibit^  , 
und  demgemäss  durch  successive  Substitution  der  Werthe  — |,   — J,   +i,  +1  für 

v^.  =  +  128.04 
1^-1  =  +    12.03 

Vo      =+         991 
l'+x  =  +      70-92    . 

und  nach  der  Formel  4)  finden  sich  demnach  die  gesuchten  zweiten  Differential 
qiiotienten : 
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uiibehülflicher  und  mühsamer  sich  gestaltet,  als  die  oben  angegebene  Methode. 
Der  Vorwurf  der  Beschränkung  auf  die  ersten  Intervalle  ist  kein  massgeben- 
der, da  man,  sobald  die  Rechnung  im  Gange  ist,  sofort  einen  anderen  Weg 
einzuschlagen  in  der  Lage  ist,  der  sich  sehr  bequem  erweist  und  den  ich  nun- 
mehr auseinandersetzen  will.  Uebrigens  lässt  sich  ein  viel  bequemeres  analytisches 
Verfahren  angeben,  von  welchem  im  letzten  Abschnitte  der  Störungsrechnung  die 
Rede  sein  wird,  doch  sind  die  oben  in  Vorschlag  gebrachten  Methoden  für  die  vor- 
liegenden Zwecke  bequemer,  weshalb  ich  mich  auf  diesen  Hinweis  beschränke. 

Sobald  man  also  die  vier  zweiten  Di£ferentialquotienten  ermittelt  hat,  wird 
man  sofort  in  der  bekannten  Weise  (vergl.  pag.  53J  die  doppelte  mechanische  Qua- 
dratur auf  dieselben  anwenden,  also  zunächst  die  Anfangsconstanten  für  die  erste 
und  zweite  summirte  Reihe  berechnen  nach: 

"f[a-v>)     =  +  ^/  {«)  -  ^{2/"(a)  +/"  (a-tp:}+  ... 

dann  wird  man  die  einfache  und  doppelte  Summation  ausführen  und  auf  diese  Art. 
wenn  die  Rechnung  bis  zum  Werthey (a  +  [t — \]w)  durchgeführt  ist,  den  genauen 
Werth  von  ^]f  [a-\-iw]  ermittelt  haben. 

Weiter  wird  man  sich  zu  erinnern  haben,  dass  nach  der  Theorie  der  mecha- 
nischen Quadraturen: 

^f  =  "/  («  +  H  +  ^/  [a  +  iw]  —  ^j/"  [a  +  iw]  +  . . . 

ist;  dieser  Ausdruck  wird,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Berechnung  der  vorher- 
gehenden Intervalle  einschliesslich  des  Intervalles  a+ (i  —  i)m?  durchgeführt  ist,  eine 
genügende  Näherung  für  den  Werth  von  x^  ergeben,  um  hiermit  den  zweiten  Diffe- 

rentialquotienten  -7^  mittelst  der  Relation : 


rf<2 


-^  =  P  —  px^ 


d1^ 

näherungsweise  berechnen  zu  können ;  in  dem  letzteren  Ausdrucke  bedarf  es  wegen 
des  kleinen  Factors  p  nur  einer  genäherten  Kenntniss  von  ^,-,  so  dass  es  voll- 
kommen genügen    wird,    zu   dem  bereits   genau  bekannten  Werthe  von  y  (a-|-fti7) 

die  Werthe  von  —  f  [a  +  iw]  und ^/"  [a  +  iw]  nach  dem  Gange  der  Funktion 

in  dem  vorangehenden  DifFerenz^chema  hypothetisch  hinzuzufügen;  ein  Fehler  in 
diesen  Annahmen  geht  nach  den  eben  gemachten  Betrachtungen  ganz  wesentlich 
verringert  ins  Resultat  über.     Jedenfalls  also  wird  dieses  Verfahren  für 

einen  hinreichend  genauen  Werth  finden  lassen,  welcher,  einer  weiteren  Rechnung 
zu  Grunde  gelegt,  bei  der  nur  noch /"(a  +  tw)  hypothetisch  anzunehmen  wäre,  den 
völlig  strengen  Werth  wird  finden  lassen.     Eine  etwas  fehlerhafte  hypothetische  An- 
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nähme  für  y "  (a  -|-  iw)  wird  aber  niemals,  weder  in  der  ersten,  noch  in  der  zweiten 
Annäherung,  einen  merkbaren  Fehler  verursachen  können,  da  das  Resultat  nur  um 

das  Product  aus  der  fehlerhaften  Annahme  in  —  verfälscht  wird. 

240 

Dieses  indirecte  Verfahren  hat  indess  manche  Unannehmlichkeiten  und  ver- 
grössert  die  Arbeit:  dabei  mag  bemerkt  werden,  dass  es,  wie  die  Erfahrung  lehrt, 
nicht  immer  mögUch  ist,  fui /{a-^-iWf  nach  dem  Gange  der  Differenzen  genügende 
Annäherungen  einzuführen,  um  stets  einer  Wiederholung  der  Rechnung  überhoben 
zu  sein.  Es  lässt  sich  aber  ein  \' erfahren  angeben,  welches  die  indirecte  Rechnung 
völlig  beseitigt;  dasselbe  ist  von  Tietjen  im  Berliner  Jahrbuch  für  1877  zuerst  an- 
gegeben worden. 

Den  gemachten  Auseinandersetzungen  gemäss  wird  man  stets  in  der  Lage 
sein,  den  Ausdruck: 

Sp  =  "f  [a+iw]  -  ^^  f"  [a  +  iw]  +  ^P  5) 

mit  völliger  Schärfe  zu  berechnen ,  da  die  einzige  unbekannte  Grösse  /"  (a  -f  iw) 
stets  mit  genügender  Annäherung  aus  dem  Gange  der  Funktion  ermittelt  werden 
kann,  wenn  man  dieselbe,  was  in  den  meisten  Fällen  ohne  Nachtheil  geschehen 
kann,  nicht  ganz  übergehen  will.  Es  wird  deshalb  vorausgesetzt  werden  können, 
dass  Sp  ein  völlig  bekannter  Werth  ist. 
Vergleicht  man  diesen  Werth  mit: 

^1  =  '/  {(^  +  itv]  +  ^/(«  +  *^;  —  ^  /"  (a  +  itV)  +  .  . . 

so  sieht  man,  dass  man  wegen 


setzen  darf: 


schreibt  man  also : 


/{a+itc,=^=P^px, 


pxt  =  pSp—  -liP^Xi; 


I p 


so  wird 


und  hiennit: 


pZi  =  p'Sp 

/'a+iw]  =  -^-=P-p'Sp  7J 

womit  jede  indirecte  Rechnung  vermieden  ist,    da  die  drei   Grössen   P,   p'  und  Sp 
direct  berechnet  werden  können. 

Der  hier  erläuterten  Methode  entsprechend  wird  man  daher  die  Integration 
der  ersten  und  dritten  Gleichung  in  IX  (pag.  148)  ausführen  können.  Die  übrigen 
Gleichungen  sind  direct  berechenbar  luid  führen  auf  einfache  Integrationen.  Für  die 
einfachen  Integrationen  wird  man  den  gemachten  Voraussetzungen  über  die  Lage  der 
Osculationsepoche  nach  zur  Hestimmung  der  Anfangsconstante  die  Formeln : 

20* 
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ff  (X)  dz  =  ]f  [a  +  iw]  —  i  /■  («+»tr)  +  ^  /•"  {a  +  iu>)  -  ... 

ZU  benützen  haben,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  in  der  letzteren  Formel  rechte  Totn 
Gleichheitszeichen  die  Funktionswerthe  arithmetische  Mittel  sind. 


§  3.    BerechnuDg  der  Coordlnaten. 

Die  oben  auseinandei^esetzte  Methode  der  Berechnung  der  Störungswerthe 
in  den  polaren  Coordinaten  setzt  die  Kenntniss  der  störenden  Kräfte  voraus,  die  in 
der  i^ahnebene  in  der  Richtung  des  Badiusvector,  senkrecht  auf  denselben,  und  senk- 
recht auf  die  Bahuebene  wirken;  diese  Kräfte  erscheinen  in  den  obigen  Formeln 
nicht  unmittelbar,  sondern  es  treten  die  Grössen : 

tr=  i^nti  K{r)  rj  cos  Bi  sin  [L^ —  T 

R  =  k^nti  K^-  cos  Bi  cos  [L^ — f 


auf,  wobei  gesetzt  ist: 


W^^k^m^  Kr^  sin^i 


Die  Grössen  r  und  /  berechnen  sich  in  bekannter  Weise  aus  den  Elementen, 
Ti  kann  aus  den  Ephemeriden  direct  entlehnt  werden ,  Bx  und  L^  dagegen  müssen 
aus  den  Ephemcridenangaben  abgeleitet  werden.  Die  Ephemeriden  geben  nämlich 
die  heliocentrischen  Längen  X'  und  Breiten  ^ ,  Vor  Allem  müssen  diese  Angaben 
auf  das  fixe  Aequinoctium  reducirt  werden,  auf  welches  sich  die  zu  Grunde  gelegten 
Elemente  beziehen.  Als  fixes  Aequinoctium  wird  man  wohl  am  besten  das  mittlere 
Aequinoctium  des  nächsten  Jahrzehentanfanges  benützen,  um  für  die  Angaben  des 
Berliner  Jahrbuches  die  bequemste  Anwendung  zu  erhalten. 

Lx  und  Bx  sind  den  Längen  und  Breiten  analoge  Grössen,  jedoch  anstatt  auf 
die  Ebene  der  Ekliptik  auf  die  ungestörte  Bahnebene  bezogen,  femer  liegt  der 
Anfangspunkt  der  Zählung  nicht  im  Frühjahrspunkte,  sondern  im  aufsteigenden 
Knoten  der  tmgestörten  Bahn  in  der  Ekliptik. 

Betrachtet  man  daher  das  sphärische  Dreieck  zwischen  dem  Pole  der  Bahn, 
dem  Pole  der  Ekliptik  und  dem  heliocentrischen  Orte  des  störenden  Pkaeten  auf 
der  Himmelskugel,  so  erhält  man  leicht  die  folgenden  Relationen,  wenn  man  mit 
ÜQ  und  i^  den  aufsteigenden  Knoten  und  die  Neigung  bezeichnet : 
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sin^i  =  sin^o'  cos^  —  cos/^q'  sini^  ün(i^'  —  Qo)  | 

C08  Bi  cos  Li  =  coe  /J?o'  cjos  (Jlo'  —  Q^)  /  i ) 

cos^i  sin  Li  =  sin/^o'  sini^  4*  cosI^q  cosi^  siii(V  — Qe)  »  ' 

setzt  man  also,  um  die  Formeln  in  eine  bequeme  Form  zu  bringen: 

a  sinQ  =  sin//«' 

•2) 


I 


q  cosQ  ==  cos/i^o'  81^  (V  —  Öo) 
so  'mrd: 

cos  jBj  cos  Li  =  coß/i^o'  cos  (^'  —  Qo; 

cos£|  sin  Zi  =c  j'  cos  (Q — t'o)  }  3) 

sin£|  =  q  sin  (Q  —  to)  ; 

der  Abstand  des  gestörten  Körpers  vom  ungestörten  q  findet  sich  aus: 

Q  cos^  cos0=  ri  cosÄi  cos  (Li — /)  —  (r) 
Q  cos  ^  sin  ®  =  ri  cos  Bi  sin  [Li  —  /) 
p  sin  ^  =  rj  sin  Bi  —  z 
'Wobei : 

/=  F-f-ciio  +  ^w  (vergl.  IVb  pag.  144) 

ist. 

Von  diesen  Formeln  kann  man  Gebrauch  machen,  wenn  man  streng  die 
Rechnung  durchfuhren  will  auf  Grundlage  der  heliocentrischen  Coordinaten  der 
störenden  Planeten,  die  sich  in  den  Ephemeriden  finden.  Heeiehen  sich  die  Coor- 
dinaten,  wie  dies  im  Berliner  Jahrbuch  bis  1867  inclusiye  imd  den  übrigen  astro- 
U-omischen  Ephemeriden  der  Fall  ist,  auf  das  jedesmalige  wahre  Aequinoctium ,  so 
^^rird  man  die  auf  pag.  82  angeführten  Formeln  zur  Reduction  auf  das  gewählte  üxe 
-^\equinoctium  benutzen. 

Im  Berliner  Jahrbuch  für  1868,  1869  und  1870  finden  sich  die  heliocentrischen 
CJoordinaten  nicht  unmittelbar,  indem  die  daselbst  allein  angeführten  Längen  in  der 
Üahn  mit  den  im  Anhange  angeführten  Bahnlagen  zur  strengen  Berücksichtigung  der 
Üreiten  der  störenden  Planeten  über  dieser  Bahnebene  nicht  ausreichend  sind;  da- 
gegen werden  die  mitgetheilten  rechtwinkeligen  Coordinaten  die  verlangten  Grössen 
leicht  gebeU;  denn  es  ist: 

Ti  cos  Xq'  cos  (^q   =  Xi 
Ti  sin  Ao'  cos  ß^  =  yi 
ri  sin/?o'  =  ^i  , 

^vrobei  man  ausser  der  Prüfung,  die  sich  aus  dem  regelmässigen  Gange  der  Di£ferenz- 
xverthe  ergibt,  als  theilweise  C/ontrole  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  den  Umstand 
benützen  kann,  dass  der  so  gefundene  Werth  von  r^  mit  dem  im  Jahrbuche  ange* 
gebenen  übereinstimmen  muss. 

Vom  Jahre  1871  ab  geben  die  mit  Rücksicht  auf  die  pag.  83  gemachten  Be- 
merkungen im  Berliner  Jahrbuche  angeführten  Angaben  die  Mittel  an  die  Hand, 
unmittelbar  die  verlangten  Grossen  ^',  (i^'  und  r^  demselben  zu  entlehnen. 
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Vom  Jahre  1880  ab  finden  sich  aber  auf  meinen  Vorschlag  Angaben  im  Ber- 
liner Jahrbuche,  welche  die  Rechnung  nach  den  Formeln  ij,  2]  und  3)  des  vor- 
liegenden Paragraphen  wesentlich  erleichtern. 

Es  finden  sich  nämlich  in  der  Columne  Bq  die  Breiten  des  Planeten  über 
der  am  Fusse  der  Tabelle  angegebenen  Bahnlage,  welche  letztere  durch  eine  längere 
Reihe  von  Jahren  constant  angenommen  wird.  Es  soll  nun  gezeigt  Werden,  wie 
man  diese  Angaben  für  die  Rechnung  verwerthen  kann. 

Betrachtet  man  zwei  Ebenen  im  Räume,  von  denen  man  eine  als  die  Fun- 
damentalebcne  wählt  und  legt  in  die  Richtung  des  aufsteigenden  Knotens  die  ge- 
meinsame positive  X-Achse,  während  die  Achsen  der  Y  und  Z  den  sonst  üblichen 
Annahmen  analog  gewählt  werden  sollen ,  so  erhält  man,  weim  J  die  Neigung  der 
beiden  Ebenen  gegen  einander  bedeutet,  in  der  bekannten  Weise  für  den  Uebergang 
von  den  rechtwinkeligen  auf  die  Fundamentalebene  bezogenen  Coordinaten  S^  r],  ^ 
eines  Punktes  auf  die  analogen  auf  die  andere  Ebene  bezogenen  Coordinaten  §^,  r/,  ^' 
desselben  Punktes  (vergl.  I  pag.  12)  die  Gleichungen: 

tj  =  rj'  cos/ —  V  sin/ 
^  =  jj'sin/-[-  r  cos/. 

Bezeichnet  man  den  sphärischen  Abstand  (Breite]  des  Himmelskörpers  von  dem 
durch  die  Fundameutalebene  mit  der  Uimmelskugel  gebildeten  grössten  Kreise  mit  6, 
in  Bezug  auf  die  andere  Ebene  mit  b' ,  und  den  Winkelabstand  des  Fusspunktes 
dieses  sphärischen  Perpendikels  mit  der  X-Achse,  gezählt  in  der  Bewegungsrichtung 
des  Himmelskörpers,  beziehungsweise  mit  u  imd  u' ,  so  wird  man  auch  schreiben 
dürfen,  wenn  man  mit  r  den  im  Allgemeinen  willkürlich  zu  wählenden  Abstand  des 
Himmelskör])ers  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  bezeichnet: 

r  cos  b  cos  u  =  r  cos  b'  cos  u' 

r  cosJ  sin  u  =  r  cos  J'  sin  u'  cos/ — r  sin  6'  sin/  '  5) 

r  sin  6  =  r  cos  b'  sin«'  sin  /+  r  sin  6'  cos/  '   . 

Wählt  man  nun  als  Fundamentalebene  die  Ebene  des  gestörten  Himmels- 
körpers zur  Zeit  der  Osculationsepochc  und  beachtet,  dass  die  polare  Coordinate  Li 
(vergl.  II  pag.  144)  vom  aufsteigenden  Knoten  [q]  aus  gezählt  wird,  so  wird  man, 
wenn  man  mit  O  den  Abstand  des  aufsteigenden  Knotens  der  Bahnebene  des  stö- 
renden Planeten,  in  der  Bahnebene  des  gestörten  Himmelskörpers,  gezählt  in  der 
Bewegungsrichtung,  bezeichnet,  die  Relation: 

Li  =u  +  0 

haben,  und  weiter  wird  die  in  5)  durch  b  ausgedrückte  Coordinate   dann  identisch 
mit  der  am  oben  angeführten  Orte  mit  B^  bezeichneten  Grösse. 

Bezeichnet  man  mit  L  die  in  den  Ephemeriden  mitgetheilte,  auf  das  gewählte 
fixe  Aequinoctium  bezogene  Länge  in  der  Bahn ,  so  wird .  da  L  aus  der  Addition 
der  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  und  des  Argumentes  der  Breite  entsteht,  sein, 
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wenn  man  analog  wie  oben  durch  Qf  den  Abstand  des  aufsteigenden  Knotens  der 
Bahnebene  des  störenden  in  der  Bahnebene  des  gestörten  Planeten  vom  aufsteigen- 
den Knoten  der  Bahn  des  störenden  Körpers  (q')  in  der  Ekliptik   darstellt: 

tt  =  i  —  (Q'  +  0)')  ; 
ausserdem  wird  die  in  5)  durch   V  ausgedrückte  Grösse  offenbar  mit  if„  identisch    v 
und  man  wird  den  Sinus  dieses  Bogens  mit  dem  Bogen  selbst  vertauschen,    dessen 
C'Oftinus  aber  der  Einheit  gleich  setzen  dürfen.     Demgemäss  hat  man  zur  Berechnung 
von  B\  und  L\  das  Formelsystem: 

w'  =  X  —  (a'  +  0)'; 

cos  5,  costt  =  cosm' 

cos 5t  sin«  =  sinw'  cos./ — B^  sini"  sin./ 
sin^i  =  sinw'  sin/+ifo  ^^^  i"  cos./ 

Hiermit  sind  die  Grössen  Ä,  imd  L^  bekannt  und  die  weitere  Rechnung 
nach  den  Formeln  4)   (pag.   157)  hat  keine  Schwierigkeit,  da  wie  oben: 

/  =  ^  +  Wo  +  ^^ 
anzunehmen  ist. 

IMe  aus  ifo  ^^  den  Formeln  6)  resultirenden  ('orrectionen  können  sehr  leicht 
mit  Hilfe  der  Additions-  und  Subtractionslogarithmen  in  Rechnung  gebracht  wer- 
den,  doch  kann  es  unter  Umständen  bequem  sein,  vorerst  u  und  B^  ohne  Rücksicht 
auf  -Bo  zu  rechnen.  Werthe,  die  ich  beziehungsweise  mit  u^  und  Bx  ^  bezeichnen  will, 
und  nachträglich  den  Unterschied  u — u^  auf  diflferentiellem  Wege  zu  bestimmen;  aus 
der  Diflferentiation  der  Gleichungen  6)  erhält  man  leicht  nach  einigen  offenkundigen 
Reductionen : 


•  *  COS  -Bi       " 


«  >       7) 


Wiewohl  demnach  die  Berechnung  der  Grössen  L\  und  B\  nunmehr  wenig 
an  Bequemlichkeit  zu  wünschen  übrig  lässt,  so  lässt  sich  doch  noch  eine  für  viele 
Falle  wesentlich  bequemere  Form  angeben.  Ist  nämlich  die  gegenseitige  Neigung 
der  in  Betracht  kommenden  Ebenen  (/)  eine  massige  Grösse,  wie  dies  in  der  That 
für  die  meisten  Planeten  der  Fall  ist,  so  kann  man  zuerst  B^  ganz  ausser  Acht 
lassen,  indem  man  die  daraus  entstehenden  (/orrectionen  einer  nachträglichen  Be- 
rücksichtigung mittelst  der  Formeln  7)  vorbehält  und  man  erhält  dann  durch  Divi- 
sion der  beiden  ersten  ßleichungen  6)  : 

tangt^  =  taugt/'  cos/; 
wendet  man  auf  diesen  Ausdruck,  in  welchem  der  Voraussetzung  gemäss  cos  /  wenig 
von  der  Einheit  verschieden  ist,  die  im   ersten  Bande  (pag.  28)  angeführte   Reihen- 
entwickelung an.  und  beachtet,  dass: 

CO8./-I        __t  2^y  gj 

C08.f-1-I  ^     ^  ' 
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ist.  so  wird  sein,  wenn  man  die  erste  Gleichung  in  7)   (p«g.  159)  sofort  heranziekt: 
tt  =  w ■= —  sin/-  i?o A-J —  sm  2  tt  H r-V  8in4 w  —  . . .  9) 

Die  Benützung  dieser  Reihe  kann  von  Fall  zu  Fall  durch  Anwendung  einer 
kleinen  Uilfstafel  wesentlich  erleichtert  werden. 

Für  die  Durchrechnung  der  Formeln  ist  nicht  die  Kenntniss  des  Bogens  B\ 
nöthig,  sondern  nur  die  Kenntniss  der  Werthe  von  sin  B^  und  cos  Bx ;  für  die  Be- 
rechnung des  Sinus  wird  aus  6;    (pag.  159)  folgen: 

sinif,  =  sinw'  sin/  -f"  -Bo  sin  i"  cos/ ;  10) 

da  sini^i  der  Voraussetzung  nach  nicht  gross  ist,  so  wird  man  auch  stets  sicher 
den  Uebergang  auf  den  (/osinus  machen  können,  dessen  Kenntniss  man  für  die 
Formel  9)  und  für  die  spätere  Bechnung  bedarf. 

Die  Anwendung  der  eben  entwickelten  Ausdrücke  setzt  noch  die  Kenntniss 
der  Grössen  (Z>,  (Z>'  und  /  voraus.  Aus  der  Betrachtung  des  sphärischen  Dreieckes, 
welches  die  Ekliptik  mit  den  Bahnebenen  des  gestörten  und  des  störenden  Planeten 
bildet,  ergibt  sich  sofort,  wenn  man  die  diesbezüglichen  aufsteigenden  Knoten  und 
Neigungen  beziehungsweise  mit  Q,  ö'  und  i.  ♦*  bezeichnet,  durch  Anwendung  der 
Gauss*  sehen  Gleichungen : 

sin|/sin|  (0  +  Ö>')  =  sin^(ö'  — q)  sin|  (1"  +  t) 
sin|/cosi  (0  +  Ö>')  =  cos|  (q'  — Q)  im\{i  —  i) 
co8|/  sin|  (0  —  0')  ==  sin^  (0'  —  q)  cos|  \^  +  1) 
cos|^/cos^  (0  —  0')  =  cos^  (q' — q)  cos^(r  —  f   , 

welche  Formeln  die  erforderlichen  drei  Grössen  /,  0  und  0'  unzweideutig  bestim- 
men; dabei  wird  man  zweckmässig  die  an  sich  willkürliche  Voraussetzung  machen 
dürfen,  dass  /kleiner  als  180"  angenommen  wird,  also  sin^/  und  cos ^/ stets  positiv 
sind,  wodurch  sich  die  Quadranten  für  die  Winkel  ^(0  +  0')  nnd  )^[Q> — 0')  er- 
geben. Die  so  ermittelten  3  Grössen  wird  man  so  lange  unverändert  beibehalten 
können,  als  die  Elemente  Q,  Q',  %  und  i  keine  Aenderung  erfahren;  da  dies 
nach  der  vorliegenden  Methode  mindestens  für  ein  Jahrzehent  ohne  Unbequemlich- 
keit geschehen  darf,  so  wird  die  Berechnung  dieses  sphärischen  Dreieckes  selten 
genug  auszuführen  sein  und  kann  demnach  den  vorbereitenden  Rechnungen  ange- 
schlossen werden. 

Es  ist  klar,  dass  bei  der  vorliegenden  Methode  der  Stöningsrechnung,  da  die 
Störungscoordinaten  auf  eine  fixe  Ebene  bezogen  sind,  eine  Aenderung  des  Aequi- 
noctiums  auf  dieselbe  ohne  Einfluss  ist;  nur  muss  darauf  geachtet  werden,  dass 
auf  diese  Aenderung  bei  der  Berechnung  der  Coordinaten  gehörig  Rücksicht  ge- 
nommen wird.  Man  wird  demgemäss  in  den  Elementen  die  durch  die  Präcession 
im  Knoten,  in  der  Neigung  und  im  Abstände  des  Perihels  vom  Knoten  bewirkten 
Aeudenmgeu  in  Rechnung  ziehen  (I  pag.  81)  und  mit  den  auf  dasselbe  Aequinoctium 
bezogenen  Coordinaten  des  störenden  Planeten  verbinden ;  da  aber  voraussichtlich  im 
Berliner  Jahrbuch  zu  jenen  Epochen,  wo  eine  Aenderung  des  Aequinoctium^  eintritt. 
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auch  eine  Aendenmg  der  Grössen  q'  und  %  voi^enommen  werden  wird,  so  wird 
man  die  Berechnung  der  Formeki  ii)  stets  auf  die  Epoche  dieser  Aenderungen  be- 
schränken dürfen. 

Schliesslich  dürfte  es  passend  sein,  an  dieser  Stelle  zu  erwähnen,  wie  man 
die  nach  dieser  Methode  erlangten  Störungswerthe  zur  Berechnung  einer  strengen 
Ephemeride  verwerthen  kann. 

Man  wird  sich  zu  dem  Ende  aus  den  Störungstabellen  für  die  Epochen  der 
Ephemeride  die  Werthe  J M^  z/w,  vwxiAz  ermitteln.  Es  wird  hierbei  zweckmässig 
sein,  für  einige  der  Ephemerijle  nahe  liegende  Störungsepochen  und  für  die  Mitte 
derselben  die  Störungswerthe  zu  bestinmien,  und  mit  Hilfe  der  so  gebildeten  kleinen 
Störungstafeln  die  Zwischenwerthe  zu  interpoliren ;  es  wird  sich  dieses  Verfahren, 
bei  welchem  man  eine  Reihe  von  Werthen  braucht,  etwas  kürzer  erweisen,  als  die 
directe  Rechnung  für  jeden  einzelnen  Werth  mit  Hilfe  der  P-  und  Q-Coefficienten 
(vergl.  Tafel  VI— IX). 

Man  gelangt  mit  Hilfe  der  Formeln  V)  und  VI)  (pag.  145)  zur  Kenntniss  der 
Coordinaten  des  Planeten  in  der  ungestörten  Bahnlage;  es  ist  also  zu  rechnen: 

((r))  sinV  =  Oq  cos^q  sin£ 
((r))  cos  V  =  Oq  (cosiS — ^o) 

W  =  ((»•))  (I  +»') 


>2) 


Um  nun  z  bei  der  Berechnung  der  rechtwinkeligen  Aequatoreal  -  Coordinaten 
zu  berücksichtigen,  denke  man  sich  zwei  rechtwinkelige  Coordinatensysteme  mit  einem 
gemeinsamen  Anfangspunkt  und  mit  gemeinsamer  X-Ach^e,  welche  letztere  mit 
der  Knotenlinie  der  ungestörten  Bahn  in  der  Ekliptik  (Qq)  zusammenfallen  soll ;  die 
X  F-Ebene  möge  die  gewählte  fixe  Ekliptik  sein,  die  X^  F, -Ebene  aber  s^oll  der  \m- 
g^störten  Bahnlage  entsprechen  und  die  diesbezüglichen  Z-Coordinaten  sollen  in  der 
üblichen  Weise  gezählt  werden.  Bezeichnet  man  mit  i^  die  Neigung  der  unge- 
störten  Bahnebene  gegen   die  Ekliptik,   so  hat  man  sofort  die  Relationen: 

X  =  Xi 

y  =  yi  cos to— 2^1  sin^ 
z  z=:  yi  sin  iQ-\-Zi  cos  i^    . 

Setzt  man  für  x^j  y^  die  polareu  Coordinaten ,  so  werden  die  ekliptikalen  auf  Qq  als 
Ausgangspunkt  bezogenen  Coordinaten : 

X  =  (r)  cos  / 

y  =  (r)  sin/  costi>  —  Zi  sint© 

z  =  (r)  sin  /  sin  ^  +  «1  cos  ^  . 

Verlegt  man  nun  den  Ausgangspunkt  der  Zählung  auf  den  Frühjahrspunkt, 
80  wird  sein: 

Oppolxer,  BAhnb«8timmQiig«a.  11.  21 
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x^  =a:co8Qo  —  y  sinQo 
y^  =  a:  sinQo  +y  cosQo 


und  die  Substitution  ergibt: 

Xf.  =  (r)  {  cosZ  cos  öo  —  si^^'  sinQo  cos  to)  +  arj  sinQ«  si»^ 
y^  =  (r)  {  cos/  sin  Qo  +  ßi^^'  cosQo  cos  ij,}  —  «j  cosQq  sini^, 
z^  =  (r)  sin/  sin^  +  h.  costj)  ; 

verwandelt  man  diese  Ekliptikalcoordinaten  mit  Hilfe  der  im  ersten  Bande  (pag.  12) 
angesetzten  Transformationsformeln,  so  wird  man  leicht  finden: 

X  =  (r)  {  cos/  cos Qo  —  siii/  siiiQo  cosij)  }  +  «1  sinQo  ^^^H 

y  =  (r)  {  cos/  sinQo  cos€  +  sin/  ccsQ^  costj,  cos«  —  sin/  sini^  sine  } 

—  Z\    \  cosQo  8in«o  cos€  +  cosij)  sine  } 
z  =  (r)  {  cos/  sin Qq  sine  +  sin/  cosQq  cos«o  ßinc  -f-  sin/  sinto  cos«  } 

+  ^   {  —  cosQo  811^^  sine  +  costi)  cose  }  . 

Die  Einfühnmg  einiger  Uilfsgrössen  wird  die  Berechnung  dieser  Ausdrücke 
erleichtem  (vergl.  I  pag.  1 6]  ;  setzt  man  nämlich : 

n  sin  JV=  sinto 
n  cosN=  cos  Qq  costi) 
m  sin  M  =  cos  Qq  sin  i^ 
m  cos  M  =  cos  «i, 
sina  sin^  =  cos^o 
sina  cos^  s=  —  sinQo  cos^ 

sin  b  sin  B  ^  sin  Qq  cos  e  l        1 3) 

sin 6  cos£  =  n  cos  (iV  +  e) 
sine  sin C  =  sinQo  sin£ 
sine  cos  C7  =  »  sin  (iV  +  e) 
cos  a  =  sin  Qq  sin  t^ 
cos  J  =  —  w  sin  [M  -f-  «) 
cos  c  =  w  cos  (Jlf  4"  €) 

so  ist,  wenn  man  statt  Z\^   den  Buchstaben  2;  schreibt  und  darunter  die  Störung  in 
der  auf  der  Bahnebene  senkrechten  Coordinate  versteht: 

X  =  (r)  sin a  sin  (-4  +  /)  -^  z  cosa 

y'  =  (r)  sin  J  sin  (if  +  /)  +  :?  cos  4  ^         14) 

z  =  (r)  sin  c  sin  (C  +  /)  +  z  cos  c  . 

Als  Probe  für  die  Richtigkeit  dieser  Constanten  kann  benützt  werden  (vergl. 
I  pag.  17): 


tgf  = 


sin 6  sine  8in(C — B) 
sin  a  cos  A 


163 


§  4.    Uebergang  auf  oscalirende  Elemente  nach  Hansen-Tieljeii's  Methode. 

Das  Bedürfniss  des  Ueberganges  auf  osculirende  Elemente  tritt  bei  dieser 
Methode  aus  ähnlichen  Ursachen  ein,  wie  bei  Encke^s  Methode ;  nur  werden  im  All- 
gemeinen die  Störungen  weit  mehr  anwachsen  können,  als  bei  der  letzteren  Me- 
thode, bevor  es  nothwendig  wird,  diesen  Uebergang  zu  machen. 

Um  nun  diese  Uebertragung,  falls  sie  aus  irgend  einer  Ursache  wünschenswerth 
erscheinen  sollte,  ausführen  zu  können,  bedarf  man  geeigneter  Formeln  und  ich  werde 
ähnlich,  wie  früher,  zwei  Arten  des  Ueberganges  vornehmen ,  nämlich  vorerst  jene 
Methode,  nach  der  man  die  Unterschiede  der  gestörten  und  ungestörten  Elemente 
ermittelt,  und  welche  einer  grösseren  Genauigkeit  fähig  ist,  ohne  allzugrosse  loga- 
rithmische Tafeln  anwenden  zu  müssen,  und  dann  jene,  in  der  man  aus  den  ge- 
störten Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  unmittelbar  die  Elemente  ableitet. 

Aus  der  Störungsrechnung  sind  für  die  gewählte  Osculationsepoche  zu  bestim- 
men:  JM^    ^/oi,  y,  -^,   «,  -jr^  Mad  IsUdt;  die  erste  Aufgabe,    die  zu  lösen  ist, 

besteht  dann  wieder  darin,  ^/(r),  ^/  l^\  und  J  [Vp)  (vergl.  über  die  Bedeutung  die- 

SBJT  Symbole  pag.  89]  zu  ermitteln,    da  dann   die  Herleitung  der  Elemente   wie  bei 
Ertcke's  Methode  möglich  ist. 

Man  hat  vorerst: 

r  =  ((r))  {i+y):  cos*  =  ((r))  (i  +  y)  (i  +  -^)  D 

"W-obei  der  Winkel  b  bestimmt  ist  durch  die  Relation: 

tangJ  =  -7^  2) 

Es  soll  also  zunächst  der  Unterschied: 

((r))  -  n 
ermittelt  werden.     Es  ist: 

Mq  +  JM=  E—e^BinE 
also  findet  sich  der  Unterschied  der  excentrischen  Anomalien  durch  die  Gleichung : 

JM=  {E—E^)  —  2eo  sm\(E—Eo)  cob^  [E+Eq)  .  3) 

Da  aber  durch  eine  vorausgehende  Rechnung  sowohl  JS,  als  auch  Eq  mit 
einem  hohen  Grade  der  Annäherung  bekannt  ist,  so  kann  eine  fast  directe  Be- 
stimmung von  E — Eq  leicht  genug  ausgeführt  werden.     Setzt  man  nämlich: 

wo  ß  die  Bogenverwandlung  ist,  welche  Grösse  sich  fast  ohne  Mühe  aus  den  loga- 
rithmischen Tafeln  ergibt  und  bei  der  Kleinheit  von  {E  —  Eq)  im  Allgemeinen  wenig^ 

▼on  der  Einheit  verschieden  ist,  so  wird: 

21* 
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F—F--  "^^  ^^ 

^  Nun  bestehen  die  Gleichungen: 

((r))  sin  V=  Oq  cos 9)41  sin^  =  Tq  sint?o  +  200  co8qpQsin^(£ — Ef^)  co8^{£+^) 
lilfj^cos  V  =  Oq  [cosE—et,]  =roco8ro  —  20^  8in|(J? — i^,)  s\n^{E+Ef^)   ; 

setzt  man  also: 

*  •*•  cos  (pQ  cos  \{E  +  jEI))  =  n'  cos  N 

8in|(£+^)  =»'8inJV  5) 

2fl,>ii' sin !(£—£;,)  =ao/5fn'(JS;— jE;))8inr  =  ii 


\ 


so  wird : 


taxig(V-v,)=     '■'»- 


co8(iV — rü) 


1 8in(jy — ro)  6) 

»"0 

((rW        ^   —        nän{N-i{V-\-f>^} 
(M)  -  ro coni(V-vo) ' 

Man  kann   aber  V — Vq  und  (fr))  — ro   auch  in   anderer  Weise  ableiten,    die 
mit  Vortheil  als  (/ontrole  angewendet  werden  kann;  es  ist: 

(W)  =öo  (i— e^cos^) 

^0  =  «0  (i— ^o^os^;,) 

also  wird : 

((r))  —  ro  =  2  00^0  »in\  {E—E^i)  sin|(JS+J?o)  = 

=  (hieQß{E—Eo)  sini"sm{{E+E^)  7a) 

Um  eine  andere  Form  für  die  Berechnung  von   V — Vq  zu  erhalten,    erinnere 
man  sich  an  die  bekannten  Gleichungen: 


yiFl)  cosi  V=  y7i^i—eo)  cos\E; 

multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  links  mit  >  r^  cos  \  Vq  ,  rechts  mit  dem  äquiva- 
lenten Werthe  Va^  i — eo)  cos  \  Eq  und  ähnlich  die  zweite  Gleichung  beziehimgs- 
weise  mit  Vtq  sin^t^o  u'^d  Vao(j+^o)  »in^-Bo  ^^d  subtrahirt,  so  folgt  sofort: 

sini(r-ro)  =  ^??^sini(£-£o)  •  7b) 

Der  Uebergang   von    '  r)  auf  (r)    macht  sich  sehr  einfach,    da  die  Relation 
besteht : 

W  =  ((»•))  (!+♦'); 

es  ist  also : 

{r)-[(r))  =  ({r)]v;  8) 

schliesslich  folgt  aus   ij   'pag.  163)  unmittelbar: 

r  —  [r)  =  2  ;n  \     ; 

'  '  '      CO80 
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setzt  man  also : 


C08& 


9) 


so  wird: 


d  (r)  =  r-ro  =  ((r))  -r,  +  ((r)) y  lo) 

wobei  ((r)) — r^  nach  6)   oder  7a)  zu  berechnen  sein  wird. 

Um    (^  —  ^1  zu  erhalten,  beachte  man,  dass : 

r2=  (r)2  +  «2 

ist,  woraus  durch  Differentiation  nach  der  Zeit: 

dr  f  .     d{r)       ,        dz 

folgt,  da  nun: 

rcosft  =  (r) 
'sty    so  kann  man  schreiben: 

dr  ,  d(r)        .    .         i  dz  . 

_8eoÄ=i=-jp-+taiigÄgy  „) 

3  der  Gleichung  7)    (pag.  146J  folgt: 

d{r) 


dt 


nft.^11  hat  also  die  'Gleichungen : 


sm 


^  secÄ  =  ((r))  ^  +  (,^^)^-    +  tangi  ^ 

"^"•^-d  durch  Subtraction  folgt  hieraus: 

ij<  -  dTr^*  -  ^^'^J^  dt  +  y;^  \  r+T 

*^hrt  man  hier  nach  Gleichung  9)  den  Werth  von  y  ein,  so  resultirt  endlich: 

Die  Bestimmung  von  ^  [Vp)  kann  leicht  mit  der  Bestimmung  des  Knotens 
J£q,  und  der  Neigung  /  der  gestörten  Bahn  in  der  ungestörten  Bahnebene  ver- 
V>unden  werden. 

Die  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  sind  dargestellt  durch: 

X  =  (r)  cos  / 
y  =  (r)  sin  / 
z  =  z 
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dx 

dt 

dy 
dt 

dt 


f  \     '     jdl    .  1  dir) 

t  \  jdl    .      .     ,  d'r) 

(r)  cos  /  ^  +  sin  / 


dt 


dt 


dz 
dt 


Man  erhält  also: 


k  Vp  cosJ 


^  dt 


dx 

yjt 


k  Vp  sin Äi  sin./   "^  V  dt 

dz 


—  z 


dy 
dt 

dx 


\^l   dt 


•     1  d{r] 

z  srnl  ^^ 


k  Vp  cos  K^sinJ   =  x"^  —  z^  =  (r)  cos/  t7  +  « (r)  sin /  ^^  —  2  cos / 


dt 


dt 


dt 


d{r) 
dt 


>  I 


Zählt  man  alle  Längen  vom  Punkte  /  aus  und  beachtet,  dass  nach  Gleichui 
I)  pag.   141  : 

ist,  so  erhält  man : 

k  Vp'  cosj = kVji^  +y*-  ^^^ 

k  VpAn  (K^  —  t)  ^inJ  =  —  ^|a  V^  +f2  Udt  } 
k  \p  cos  (Äi,  —  /)  sin/  =  (r)  -^  —  z 


dt 


dt    • 


Beachtet  man  nun  (vergl.  Gleichung  7]  pag.  146)  : 


d[r)       ....    dy    ,     ke^nnV 

dt        -   ^l^)^  dt  ■^(.+.)i/po 


14) 


so  findet  sich 


8in(/— ifo)  tang/=  -j^ 


cos  (/ — Kq)  tang/  = 


(r) 

dz  d  Ir) 

Ir)  -— s  — -^ 

^  '    dt  dt 


15) 


*  Vi>0  -hf^'  Udt 

womit  Kq  und  /  bestimmt  erscheinen ;  dabei  wird  /  erhalten  durch  die  Gleichung 

16) 


Aus 


/  =  V  -{-  Wq  -{-  Jw  . 


kVp  =  (kypQ+fsUdt  jsec/ 


folgt  weiter: 


J  (|/^  =  V^- V;,,  =  f^JLj^Udt  +  iVpo  sin2i/|  sec/  17) 


und 


■^ip)  =p-Po  =  1 2  V/^)  +  -^{Vp) }  -^(v» . 


18) 


«67 


Es  erscheint  angemessen,  gleich  hier  den  Uebergang  von  Kq  und  /auf  Q — Qq 
und  i—^io  aufzuweisen ,  wobei  sich  die  Bestimmung  von  w  —  Wq  unter  Einem 
durchführen  lässt. 

Nennt  man  das  A^ument.der  Breite  des  Planeten  in  der  gestörten  Bahn  in 
Bezug  auf  die  ungestörte  (u),  so  ist: 

tang  {u)  s=  tang  (/ —  Eq)  sec/ . 

Erinnert  man  sich,  dass  Ausdrücke  von  der  Form: 

tang^  =  n  tangf) 
sich  in  die  bekannte  Reihe  (vergl.  I  pag.  28] : 

V»— 9'  =  ;r+-i*™2  9'  +  *(M^)    ^""^1"+  •■■■  +m{^i}     »"»2»»9'+--- 
auflösen  lassen,  so  wird  man  mit  Rücksicht  auf  die  Kleinheit  von /zweckmässig  erhalten : 


^{u)^(u)-(l-K,) 


ULUf^iJ 


Bini 


n 


Sin 


(tang«  4/)« 


in2{l-Eo)  +  V^l-^m4{l-Eo)  +  ..      19) 


Um  nun  die  Aenderung  des  Knotens,  der  Neigung  und   des  Arguments   der 
Breite  in   Bezug  auf  die  Ekliptik  zu  finden ,  vnid  die  Betrachtung  des  bezüglichen 
sphärischen  Dreieckes  leicht  die  ver- 
l&]:igten    Relationen    finden    lassen. 
iHe  Durchschnitte  der  in  Betracht 
kommenden  Ebenen  mit  der  Him- 
laelskugel   seien  durch  Kreise  dar- 
gestellt, bei  P  befinde  sich  der  Pla- 
i^et  zur  Zeit  der  gewählten  neuen 
Osculationsepoche,  die  punktirte  Li- 
^e  stelle  das  sphärische  Perpendikel 
▼om  Punkte  P  auf  den  die  unge- 
störteBahnlage  darstellendengrössten 
Kreis  vor ;  die  Bedeutung  der  Seiten 
und  Winkel  ist  unmittelbar  in  die  Figur  eingesetzt  und  bedarf  daher  keiner  näheren 
Erläuterung. 

Setzt  man  also  als  Seiten: 

a  =  Kq 

C  =  Q  —  Qo 

als  Winkel: 

A  =  180"—» 

C  =  J 

so  geben  die  Nep er' sehen  Gleichungen: 

tang  -^  =  tangla -^^^rcT 


tang 


2 


.         -        sin  4(5—0 
=  ^°g*^   iini(J4-Cr 
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sofort: 


ta«gi{iir-(a-a«))  =  -S^j^^tangiÄi  I    '° 

welche  Formeln  man  zur  Bestimmung  von  £^und  [Q — Qq]  benützen  kann.  Ist  aber 
t|)  nicht  gar  zu  klein  (nur  wenige  Bogenminuten) ,  so  wird  man  mit  Vortheil  von 
den  folgenden  Reihenentwicklungen  Gebrauch  machen,  die  man  wohl  stets  bei  den 
in  der  Regel  stattfindenden  Verhältnissen  wird  benützen  können.  Wendet  man 
die  oben  in  Erinnerung  gebrachte  Reihenentwickelung  auf  die  Gleichung  20]  an,  so 
findet  sich  leicht: 


+  4    '^°«iy^''    Bm3Jro+..=   I 


Bin  1' 


I  (JT-  (Q-Q,)}  -  ^Ko  ==  -  ^»^ii-^y  *^BinJg;,+i  »""^^X'^^^^'rin.iro- 


-i    '^*^y^''     sin3Jii+..=n 


21) 


und  man  hat: 


J(Q)    =  Q-^Qo    =1  — n. 
Weiter  ist  in  der  ungestörten  Bahn: 

dagegen  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  in  der  gestörten  Bahn: 

Cd  =  (tt)  +  K—v  =  {l—Ko)  4-  -^M  +  JäT— c  ; 
die  Subtraction  der  letzteren  Gleichungen  ergibt: 

w— Wo  =  J[K)+  j[u)  +  (/— i;,)  —  («—Co) ; 

man  hat  aber  zu  beachten,  dass  ist: 

^  =  ^0  +  ^0 

demnach  ist: 

l—l^  =  (V—Vo)  +Ju> 

und  man  wird  daher  haben: 

w  —  Wo  =  J{K)+J(u)+Jio  +  {{V--Vo)  —  {v  —  v,)}     ) 

7C—7tQ  =  (ftl Wo)   +   (Ö— Qo)  )   * 

wobei   die  Bestimmung  von    v  —  Vq  noch  nöthig  ist,    die  weiter  unten  vorgenom- 
men wird. 

Aus  der  Neper' sehen  Gleichung: 

folgt  sofort: 

t  f       •  \          cos  { JTo  4-  i-^iÄ")  }  A         1   r  \ 

tangi  (i-t.)  = eo,|^(g)  t«^W  M) 

womit  % — t^  bestimmt  erscheint. 
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Zur  Bestiminmiuig  von  (t?  —  t?o) ,  {e  —  Co) »  (^* — ^o^)>  iv  —  flPo)?  (f*  —  /"o)  ^^^d 
[M — Jlfo)  wird  man  dieselben  Formeln  verwenden  können,  welche  früher  für  den 
Uebei^ang  auf  osculirende  Elemente  bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  aufgestellt 
wurden  (pag.  102,  103) ,  so  dass  hiermit  die  Entwickelung  der  Formeln  für  die  erste 
Form  des  Uebergangs  erledigt  ist. 

Will  man  aber  unmittelbar  die  gestörten  Elemente  erhalten,  so  lassen  sich 
auch  hierfür  recht  bequeme  Formeln  angeben,  deren  Berechnung  mit  Vortheil  dazu 
benützt  werden  kann^  um  die  aus  den  eben  entwickelten  Formeln  erhaltenen  Re- 
sultate zu  controliren/ 

Zur  Berechnung  der  gestörten  Bahnlage  gegen  die  ungestörte  Bahn  wird  man 
die  Formeln  15J    (pag.  166)  benützen  und  weiter  rechnen: 

y^=(kYp^  -\-J2Udt)  sec/ 
tang  (u)  =  tang  (/ — iSfo)  sec/ , 


25) 


hierauf  wird  man  die  Formeln  20)  und  24)    (pag.   i68j  heranziehen,  um  daraus  Q,  i 
und  K  zu  erhalten. 

Die  Excentricität  und  die  wahre  Anomalie  resultiren  aus  (vergl.  pag.  89]  : 


Vp     dr 
sinfip  smt?  =.  -~  — r- 

'^  k       dt 


sinr/)  coso 


_   P 


-  I 


26) 


.  dr 


wobei  -T^  zu  berechnen  sein  wird  aus  (pag.   165) : 


dt 


dr 
dt 


(r)    dir)  .   .     2      dz 
r       dt    "^  r     dt 


27) 


die  Grösse 


dir) 
dt 


fand  schon  bei  Berechnung  der  Formeln  1 5)  ihre  Verwendung  und  ist 


nach  Formel  14)    (pag.  166)  leicht  zu  erhalten;  femer  ist  nach  pag.  168: 

10  =  {u)  -\-  K—  V         y 
TT  =  w  +  Q  .  / 

Weiter  ist: 

tang  J  JE  =  tang|t?  cotg  (45  +i<ip) 


28) 


M  =  E-^^WLnE 


sin  I 


29) 


lind: 


a 


_  _  P 


I 


30) 


Ä 


Ich  werde  nun  die  für  die  Rechnung  nöthigen  Formeln  hier  zusammentragen. 
Es  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  für  die  neue  Osculationsepoche  aus  der  Störungs- 
rechnung entlehnt  sind  die  Werthe  von: 

Oppolzer,  Bahnbestimmiingeii.  II.  22 


/-' 


Udt. 
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Man  wird  hierbei  den  Umstand  zu  berücksichtigen  haben,  dass  für  i  i 
heit  der  Sonnentag  gilt,  wenn  man  für  die  Constante  des  Sonnensystems 
im  ersten  l^ande  pag.  45  angeführten  Werth  benützt.  Um  aber  aus  den  Sumn 
tabellen  mit  möglichster  Bequemlichkeit  die  Integralwerthe  entlehnen  zu  1 
wird  es  sich  empfehlen,  als  Zeiteinheit  das  bei  der  Stöningsrechnung  benütz 
intervall  w  zu  wählen,  man  wird  demnach  in  den  folgenden  Formeln  übera 
wo  die  Grösse  k  erscheint,  sofort  {wk)  annehmen  und  kann  dann  tr,  soweit 
den  einfachen  und  doppelten  Integralen  in  Betracht  kommt,  der  Einheit  gleich 

Zunächst  bestimmt  man : ' 

Mo  =  3foo  +  ^Iq^  • 

wo  3/00  die  mittlere  Anomalie  der  Ausgangselemente  ist,  t  die  Zeit  (in  Einhei 
mittleren  Sonnentages)  die  zwischen  der  Epoche  dieser  Elemente  und  der  ge^ 
neuen  Osculationsepoche  verflossen  ist.  Bezeichnet  man  mit  Eq^^  die  zur  m 
Anomalie  Mq,  dagegen  mit  Eq  die  zu  (Mq  +  J  Mj  gehörende  excentrische  An 
so  hat  man  zu  rechnen: 

Mo  =  Eoo  —  eo'  sin £00    1  Mq  +  J M  =  E^  —  e^"  sin  E^ 

Tq  sinoo  =  «0  cosfpQsiaEoo  ,  ((r))  sin  F=  Oq  cosfpQ  suiEq 

To  COS  Vo  =  Oq  (cos  Eqo  —  eo)  ,  ( (r) )  cos  V  =  a^  (cos  E^^  —  ^o ' 

r  =  ((r))  (i  +  v) 

r=  [r]  secÄ  ,     Xgb  = -^ 
d{r)   ,,  ..    dv^  (tiyÄ;]eo8inr 

dt  -^^""^^  dt  -^  (i-h^)i7^ 

Hierauf  berechnet  man: 

sin(/-Äi)%/=-^ 

,     dz  d{r) 


cos(/— Äi)  tg/=—     "^^  ^^ 


l  =  V  -{-  Wq  -{-  ^  w 
Dann  ist:  » 

=   —. jr  Sin  Kq   -\ : r.  SIU  2  Äa   H : T,  Sm  3  Äa   +   .    •    • 

II  = -, — TT  sin  Kq  H -. — y,  sin  2  Kq  —  — r— r.  sin  3  Ä|  +  .  .  . 

8in  i"  "    '     2  81111  "         jsim'  "^    ^    ' 


m 


Q— Qo  =  i  —  n 

Hierauf  schreitet  man  zur  Bestimmung  von  J  (r)  und  J  [-^A  .    Bezeichnet  man 

mit  ^  die  zu  sin^  [E — JSo)  gehörige  Bogenverwandlung  also : 

log/:?  z=.  S  —  log  sin  i" 

wobei  S  die  bekannte  Ililfsgrösse  zur  Berechnung   des   Logarithmus   des   Sinus   der 
kleinen  Bogen  darstellt,  so  wird  sein: 

^_^ ^M    

fi  cosN=  cos<jpQ  cos|^  {Eq  +  ^oo) 

n  smN=  sin  \  [Eq  +  Eqq) 

n  =  naf,ti{Eo-E^)  sini" 

tg  (r-t^o)  =       "'"■  .^.v""^    . 
^^  "'  ro — n  sin  [N—Vq] 

l'rji  —  ^0  —  cosi(r-f?o) 

Zur  Controle  rechne  man: 

(W)  —  ^0  =  «0  «0  /^  (Eq  —  Eoo)  sin  i"  sin^  (jBo  +  ^o) 

sini(r-ro)  =  ^??i^  (JBo-^ool  «in  i" 

*  Vo  ((»■)) 


V) 


VI) 


Man  findet  dann: 


V  -\-  2  8ln2  ^  5 

y  r=   ! -= — 

'  COS  6 


J  (r)  =  r-ro  =  { ((r))  -r,}  +  ((r))  y 

Zur  Bestimmung  der  Excentricität  und  der  wahren  Anomalie  hat  man: 

dtfi  [ick] 

tg  (V—Vo)  —  ,,  .  ^^^,,^_^, 


vn) 


eo-h^co8  ((?  —  %' 
z/W_p_p    —  ^co8{(?  — j(t?  +  t;o)} 

sin  y  =  ^Q  +  ^^  (ö) 


>  VIII) 


sin|(f/)  — (jPo)  = 


2  COS  i  (9)  -+-  9>o) 


Um  den  Unterschied  der  mittleren  Anomalien  anzugeben^  hat  man: 

22* 
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(a)  =  2  8iii|(f? — Vq)  C08^(t?  +  ro)  cos ip — 2sm\{(p  —  epo)  sin ^ (r/)  +  9>o)  sinro 
(y)  =  J{e)  —  2  8in|(r  — t?o)  8iii|(t? H-t?o) 

(/)   =—j  ff  C08  G 

5^'  sin  G'  =  (/)  sin  Jio  +  (c^)  y- 
/  cos  G'  =  (/)  cos  JSoo  +  (y)  — 


tarn?  (E—E^a)  =   9'^i^i(^''-^ 


4-^    C08(i 


-fibo) 


^{e) 


M-M,  =  {E-E,o)  -  -^^  8ini(i^-JSoo)  cos^  (^^.JE^H))  --^1^  8in£ 

Weiter  ist : 

(a—ußo  =  J(K)'{-J{u)  +  Jüß+  (F— Co)  —  (f?  —  r«) 


IX) 


XI 


XI) 


7t TVq  =  (W U)q)  +  (Q  —  Qo)  • 

Zur  Bestimmung  des  letzten  Elementes  /u  hat  man : 

y  als  Argument  für  die  /-Tafel  (Tafel  XI) 

f^—fh  =  — /y/^o 

Zur  Controle  der  Richtigkeit  der  Rechnung  wird  man  die  Elemente  durc! 
die  directe  Rechnung  hestimmen  und  haben,  indem  man  vorerst  die  Formelsystem 
J)  und  II)   (pag.  170)  wie  oben  erledigt: 

8m(/-Ä'o)tg/=^ 


COS  (l—  Kq)  tgJ  = 


.dz 


d[r) 
dt 


Weiter  ist: 


(tr/)  V|io  4-  f^  Udt 

[wk)  Vp=  ^{wk)  Vpo+f^Udt  I  sec/ 
tg(w)  =tg(/— Äi)  sec/. 


III 


Dann  ist  zu  rechnen: 


cos  }  ( Ä' —  Äi)) 


I\l 


dr 
dt 


(r)    rf(r)         s    (fz 
"r    ~di  '^  ~r   Tt 


sm  <jp  sm  t?  = 


sin  (jp  cos  t?  =   -  —  I 


f 


V) 
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CO  =  (tt)  4-  K — V 


Schliesslich  ist: 


tang^JS  =  tang|t?  cotg  (45"  +  i9>) 
M 


a 


Sin  i" 
P 


f*  = 


VI) 


§  5.    Beehnungsbeispiel  zu  Hansen-Tietjen's  Methode. 

Es  sollen,  um  die  voranstehenden  Entwiekelungen  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern, die  Störungen  ermittelt  werden,  die  der  Planet  @  Erato  durch  die  An- 
ziehung der  Planeten  Jupiter  und  Saturn  erleidet,  und  zwar  innerhalb  desselben 
Intervalles  und  mit  Annahme  derselben  Elemente ,  die  zur  Ermittelung  der  Störungen 
nach  den  rechtwinkeligen  (*oordinaten  gedient  haben,  um  Anhaltspunkte  zur  Ver- 
gleichung  der  Resultate,  die  nach  verschiedenen  Methoden  erhalten  wurden,  zu  ge- 
winnen. Indem  ich  betreffs  der  allgemeinen  Bemerkungen,  über  die  Wahl  der  Inter- 
valle des  fixen  Aequinoctiums  etc.  auf  den  §  5  der  Encke' sehen  Methode  (pag.  105) 

verweise,  setze  ich  nochmals  die  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  gelegten  Elemente 

hier  an: 

@  Erato 
Epoche  und  Osculation  1874  Decbr.  26,0  mittlere  Berliner  Zeit. 

mittl.  Aeq.  1870,0 
Zo  =  219°  8'  6"8 
Mq  ==  180  40  48.9 

TTo     =       38  27     17.9 

Qo    =   125  42   39.7 

to       =  2    12    23.9 

9>o   =       9  59  14-9 
i^o    =  640"  89605 
logöo  =  0.4954793  . 

Auf  den  unteren  Rand  eines   Zettels   schreibt  man   vorerst  jene  constanten 

Log^thmen  hin,  die  im  Verlaufe  der  Störungsrechnung  auftreten ;  hierbei  hat  man 

zu  beachten,  dass : 

^" «i«^  ffo 


«0 

Po 


sin  I 
sin<jp0 

Oq  C0s2<|)y 
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\<t.  Mit  Rücksicht  auf  die  voranstehenden  Elemente  und  Massenannahmen  (vergl. 
Tafel  XII^   der  störenden  Planeten  hat  man : 

logco"  =  4.553  556  log  I  [w^k^]  10'  =  6.851 

log^o  =9-239131  log2Aio7l/;?o  =  7-379  77Ö 

logoo  cos^Q  =  0.488  847  log  2  k  Vpo  =  0.379  77^ 

logöo  =  0-495  479  ^^S  iw^k^)  10'  =  6.675  283 

0)  =  272^44' 38"2  log  12  =  1.079  1^1 

log  («7^2)  m^  =  3.654  972      {w  =  40)  log  ;— /Mo)  =  2„8o6  788 

log [w^k^)  m^  =  3.13102  logio""  :  sini"  =  8.314  425 

wobei  die  Zahlen  so  angesetzt  sind,  dass  die  in  Einheiten  des  Radius  verstandenen 
Störungsgrössen  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale,  die  im  Bogenmaass  ange- 
setzten in  Einheiten  der  Bogensekunde  erscheinen. 

Hieran  schliesst  sich  die  Rechnung  der  Grössen: 

M=E-'eo"  sinE 
((r))  sin  F=  Oo  cos^o  sin^ 

((r))  cos  V  =  Oq  (cosE — ^o) 

/  =  F  +  Wo  +  ^^ 

(rj  =  {(r))(i+v) 
«  =  10'  (w'^k'^)  :  (r";3 

Hei  den  zwei  der  Osculationsepoche  vorangehenden  und  folgenden  Intervallen 
kann  man,  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  die  Grössen  ^3f,  .Jio  und 
V  der  Null  gleich  setzen;  man  übergelit  dadurch  nur  Glieder  zweiter  Ordnung  in 
Bezug  auf  die  Störungen,  die  bei  der  grossen  Nähe  der  Osculationsepoche  wohl  stets 
unmerklich  sein  werden.  Hat  aber  die  Rechnung  bereits  die  Anfangsintervalle  über- 
schritten, so  bildet  man,  je  nachdem  die  Rechnung  der  Zeit  nach  fortschreitet  oder 
nach  rückwärts  fortgesetzt  wird,  die  Grössen  JM  und  z/co  mit  l^enützung  der  dies- 
bezüglichen  Integraltafeln    (vergl.  pag.  68   Formel  2)  und   3))    durch   die   Formeln: 

bei  Rechnung  nach  A'orwärts: 

o-J-(i-f  i]fr 

j'f(x)  dx  =  'f  [a  +  [i-\-{]  w)  +  1/  (a+iw)  +  ^  [lo/-  (a+[t-^]w]  + 

+  9/"  {a+[i-i]w)  -h  8/-  («+[•-1]«')  +   ...] 
und  bei  Durchführung  der  Kechniing  nach  rückwärts : 

ff{x)dx=lf[a+[i-\]w)  -  ^/{a+iw)  -|-^[io/'  {a-h[i+\]w)  - 

—  gf"  {a+[t+i]tc)+8/'"  {a+[i  +  \]u>)  —  •  •  •] 

Für  V  und  die  später  erforderliche  Grösse  2  hat  man  Doppelintegrale  nöthig.  Man 
bildet  also,    je  nachdem   die  Rechnung  mit  der  Zeit  vor-   oder  rückschreitet, 
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nach  vorwärts : 

f{a+[i+i]u>)  =f{a  +  iw]  +/'  («+[,•— ^]«,)  +/"(a+[,-_i]w)  + 

+  /'"(«  +  [»■— llw)  +••• 
nach  rückwärts: 

/(«  +  [»■— i]«>)  =/(a  +  tw)— /•  {a-\-[i-\-\]to)  +/«(«+ [,-4.1]«,)  - 

-/'"   (a  +  [.-+|]«7)  +  ...  , 
und  hat  damit  die  folgende  für  diese  Zwecke  genügende  Annäherung : 

fff  [X) dx^  =  "/  'a'+  [i±i]w)+  ^J  [a  +  [i±  i]w)    . 

Nun  kann  an  die  Berechnung  der  störenden  Kräfte  geschritten  werden;  da 
das  Berliner  Jahrbuch  für  das  hier  in  Betracht  kommende  Intervall  der  Störungs- 
rechnung die  auf  pag.  158  ff.  erwähnten  erleichternden  Hilfsmittel  noch  nicht  gibt, 
so  wird  es  am  zweckmässigsten  sein,  unmittelbar  aus  den  heliocentrischen  auf  das  fixe 
mittlere  Aequinoctium  bezogenen  Längen  (Aq')  und  Breiten  iß^']  der  störenden  Planeten 
(über  die  Ermittelung  dieser  Angaben  vergl.  pag.  82,  83,  156)  und  deren  Radien- 
vectoren,  die  nöthigen  Grössen  nach  den  Formeln  2)  und  3)  pag.  157  zu  berechnen. 
Man  hat  dann: 

q  sin  Q  =  sin  ßf^ 
q  cos  Q  =  cos  ßfl  sin  (Ao'  —  Qo) 
cos  By  cos  Z/j  =  cos  ßfl  cos  (V  —  Qo) 
cos  J5i  sin  jLi  =  j  cos  (Q  —  t^,) 
sin  5i  =  j  sin  (Q  —  t^) 

Da  aber  die  in  diesem  Paragraphen  enthaltene  Zusammenstellung  der  Formeln  bei 
der  practischen  Verwendung  als  Leitfaden  dienen  soll,  so  muss  hier  auch  die  zweite 
Fomielgruppe  aufgeführt  werden,  die  auf  pag.  159  und  160  erläutert  ist,  und  die 
allenfalls  ohne  erheblichen  Irrthum  angewendet  werden  kann,  wenn  man  genähert 
lichtige  Annahmen  über  die  Bahnlage  des  störenden  Planeten  macht  und  B^  der  Null 
gleich  setzt.     Man  hat  so  vorerst  zu  rechnen: 

sin  |/sin  \{0  +  O')  =  sin |  (ö'—  Q]  sin  \  (t  +  i) 
sin  4  /cos  1(0)  +  Ö>')  =  cos I  (q'—  Q)  sin  \  (r  —  •) 
cos^/sin|(a) — 0)')  =  sin|(Q' — Q)cos^(t'  +  t) 
cos  I /cos I  (0  —  0)')  =  cos^  (Q'— Q)  cos|  (t'  — *), 

welche  Rechnung  zu  den  Vorbereitungsrechnungen  gezählt  werden  kann. 

Ist  nun  L  die  Länge  in  der  Bahn  bezogen  auf  das  fixe  Aequinoctium,   Bq  die 
Breite  über  der  durch  Q'  und  t   bestimmten  Bahnebene,  so  ist  zu  rechnen: 

u'  =  L—(Q'+0') 
cos  Bi  cos  u  =  cos  u' 

cos  Bi  sin  u  =  sin  u  cos  J  -^  Bq  sin  i "  sin  / 
sin  J5i  =  sin  u  sin  J  -\-  Bq  sin  i"  cos  / 
Ly=u+0, 

wodurch  JBj  und  Li  bestimmt  erscheinen. 
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Nun  gestaltet  sich  die  Rechnung  fiir  beide  Methoden  gleichmässig  in  folgender 
Weise : 

gj  =  r^  cos  Bi  cos  {Li  —  /) 
rj^  =  r|  cos  Bx  sin  (Lj — t) 
C,  =  ri  sin  5, 
Q  cos  d-  cos  0  =  §1  —  (r) 
p  cos  ^  sin  0  =  1^, 

^  sin  ^  =  C|  —  z 

Cr=  [w'^k'^)mxioTKrix  (r) 
ii  =    (tt7U2)miio7ir-J- 

Wx  =   (tt?2A2)m,  lo'ifCi 

Die  Werthe  {w^k^)  nix  'o'  sind  in  der  Tafel  XII  für  die  verschiedenen  Planeten 
aufgenommen.  Die  Rechnung  nach  den  voranstehenden  Formeln  ist  für  jeden  stör 
renden  Planeten  gesondert  durchzuführen ;  bei  Beginn  der  Rechnung  wird  man  für 
die  beiden  der  Osculationsepoche  vorangehenden  imd  folgenden  Intervalle  wieder 
ohne  Nachtheil  z  =  o  setzen  dürfen ;  bei  der  Rechnung  der  Grössen  ü^  i2,  Wx  und 
Wx  wird  man  sich  auf  die  zweite  Decimale  der  siebenten  Stelle  beschränken  können 
und  dem  entsprechend  ist  die  Rechnung  für  das  folgende  Beispiel  durchgeführt. 

Bezeichnet  man  die  für  die  verschiedenen  störenden  Planeten  erhaltenen 
Werthe  von  ?7,  iZ,  Wx  und  Wx  durch  die  entsprechenden  Indices,  so  bildet  man 
jetzt : 

:^  R  =  R^    +  R^    +  Ä^    +  R^  +  ... 

^Wx=  Wx^+Wx^+  lVxi+Wx^+  ... 
^  Wx  =  wx^   +  tcxy^  +  W7,^  4-^15  4-  • . .   . 

Ist  die  Störung  in  z  schon  beträchtlich  angewachsen,  was  übrigens  erst  im  wei- 
teren Verlaufe  der  Rechnung  eintreten  wird,  und  jedenfalls  bei  den  Werthen  in  der  Nähe 
der  Osculationsepoche  nicht  in  Betracht  kommt,  so  wird  man  zur  Beriicksichtigimg 
des  Einflusses  der  höheren  Potenzen  von  z  auf  die  Störungen  noch  zu  rechnen  haben : 


wobei   z  näherungsweise    für    die  geforderte    Epoche    ohne   Schwierigkeit    aus    dem 
doppelt  summirtcn  Werthe  erhalten   wird;    in   diesen  Ausdrücken  wird  man  unbe- 
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denklich  ^  der  Einheit  gleich  setzen  dürfen ;  sollte  diese  Annahme,  was  wohl  kaum 

je    eintreten    wird^    nicht   genügend  genau   sein,    so  entlehne  man  mit   dem  Ar- 
gumente : 

_  _?L 

I 

aus  der  Encke' sehen/*  Tafel  (Tafel  XI)   den  Werth  ron  f. 

Sobald  der  Werth  2  T^  bekannt  ist,   bildet  man  das  Integral   12  U  dt;  für 

die  Anfangsconstante  und   den  Integralwerth  gelten   die   folgenden  Formeln  (vergl. 
Pa«:-  35): 

/  (a-it^)  =  -  ^  /'  («-1  ^)+l^  /'"  («-i«^)  -  •  •  • 

a+inr 

ff{x)  dx  =  y(a  +  H  -  ^/'  [a+iw)  +  ^f"  (a+iw)  -  ... 

wobei  die  Funktionswerthe  aus  der  I7-Tafel  zu  entnehmen  sind,  die  in  dem  unten 
folgenden  Beispiele  mitgetheilt  ist.  Die  Bestimmung  der  Anfangsconstante  hat 
keine  Schwierigkeit,  da  sofort  nach  der  Anlage  der  Rechnung  vier  Werthe  für  ^  17 
bekannt  sind.  Bei  der  Bildung  der  Integrale  hat  man  zu  beachten,  dass  die 
Punktionswerthe  arithmetische  Mittel  sind  und  dass  man  die  bei  der  Rechnung  feh- 
lenden Differenzwerthe  nach  dem  Gange  der  Funktion  bestimmen  muss.  Die  An- 
nahme   für   y'"   [a  +  *  tv)    kann     wegen     des    verhältnissmässig    kleinen    Factors 

^  leicht  genug  überschlagsweise  gemacht  werden,  die  Berechnung  yon  f^  (a-j-iw) 

aber  muss  genauer  durchgeführt  werden.     Man  erhält  leicht,  wenn  man  auf  die  Be- 
deutung von  f^.[a'\'ito)   zurückgeht,  und  nur  auf  jene  Differenzwerthe  Rücksicht 
tiimmt,  die  in   völliger  Strenge  gegeben   sind    (vergl.  pag.  67)  bei  der  Rechnung: 
nach  vorwärts : 

+  f''(a  +  [i  —  2]w)  +  ...     ] 
nach  rückwärts: 

/i  [a  +  iw)  =/'  (a+[i  +  ^]fv)  +  i-[/"  (a  +  [i+i]w)  — /"'  {a  +  [i+i]w)  + 

+  ß'{a  +  [i  +  2]w)  ^  ...       ] 

In  dem  für  die  Sumn^ttion  von  *  U  bestimmten  Bogen  setzt  man  nun  in  die 
entsprechende  Columne  log  /  ^  ?7rf<  und  log  /  Z/ rf/,  wobei  man  sich  zu  erinnern 
hat,  dass: 


fir  dt=  i  1  +     J^^^\_  \  f^  TT  dt 


Oppolter,  BaliBbeftiininttngen.  II.  23 
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ist.  Sind  die  störenden  Kräfte  sehr  bedeutend,  so  wird  stets  eine  grosse  Unsicher- 
heit in  der  Berechnung  von  j  IT  dt  in  den  letaten  Stellen  übrig  bleiben,  doch  hat 
dieses  auf  das  Resultat   keine    sehr   schädigende   Wirkung,    weil    dieses    Integral 

schliesslich  mit  dem  bei  Störungsrechnungen  stets  kleinen  Factor  *  ^ ,  .4  zu  mul- 
tipliciren  ist. 

Hieran  schliesst  sich  die  Berechnung  der  Formeln: 

Hi  =  2  R  —  2  Wi  +  J  2  R 
Hd  ^  Hl  -\-  Äj 
Ä  =  «  —  Äi 

kio-1 


Ä'  = 


i+A*io-'  • 


Nunmehr  hat  die  Berechnung  des  zweiten  Differentialquotienten  von  v  keine 
Schwierigkeit;  wie  derselbe  für  die  ersten  Intervalle  erlangt  wird,  ist  oben 
[pag.  151  ff.)  ausführlich  auseinandergesetzt  worden;   ist  die  Rechnung  einmal  im 

Gange ,  so  geben  die  doppelt  summirten  Werthe  -j^ ,  die  aus  dem  y-Bogen  zu  ent- 
nehmen sind,  sofort: 

Sh  =  "/  («+»•«')  -  i^  /"  («  +H  H-  n  -öi 
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■J^  =  ^0  —  ^'  ^h  y 

wobei  der  im  Allgemeinen  fast  unmerkliche  Werth  von  —  f"  (a  +  iw)   in   Bezug 
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auf  y*"  [a-^-iw)  nach  dem  Gange  der  Funktion  zu  extrapoliren  ist. 

Nun  rechnet  man,  da  jetzty  (a  +  »t^)  =  -jjj bekannt  ist  genau: 

y  =  "f{a-\-iu>)  +  1-J  [a+iw)  -^f"  («  +  »■«')  +  . . .  , 

wobei  jetzt  über  den  Werth  vony*"  (a+ttr)  eine  wesentlich  genauere  Annahme  mög- 
lich ist^  da  es  sich  nunmehr  bloss  um  eine  Extrapolation  um  ein  Intervall  handelt. 

Weiter  hat  man: 

dJM 


di 


—  ^qOV 


wobei  a  mit  döm  Argumente  v  aus  der  Tafel  XIII  zu  entlehnen  ist;  in  dieser  Tafel 
ist  die  Constante  w  gleich  40  Tagen  bereits  in  die  Grösse  a  mit  aufgenommen. 
Wollte  man  zur  Ermittelung  von  a  nicht  die  Tafel  benützen,  so  würde  sich  die 
Rechnung  mit  Hilfe  der  Additionslogarithmen  am  einfachsten  in  der  Form  gestaltan : 

dJM 


dt 


=  -  (t^A*o)T:^(r  +T^)   • 
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Die  Summation  dieser  Werthe  nebst  derjenigen,  die  sich  späterhin  für  —T-f- 

ergeben;  führe  ich  auf  einem  und  demselben  Bogen  aus;  zur  Bestimmung  der  An- 
fangsconstante  für  diese  einfachen  Quadraturen  wird  man  wieder  haben: 

Man  bat  nun,  um  zur  Kenntnise  von  -js-  zn  gelangen,  zu  rechnen : 
aus  dem  2-Bogen  wird  man  erhalten : 

Su>  = "/  («+»«')  -  ^5  /"  («+*«>)  +  n  w^o , 

wodurch 


wird.     Schliesslich  ist  noch: 

dJ 


wobei  zu  beachten  ist,  dass  man  in  diesem  Ausdrucke  nicht  irrthümlicher  Weise  den 
früher  benützten  Werth  von  j  ü"  dt  verwendet. 

Ich  habe  nun  ausführlich  die  diessbezügliche  Rechnung  für  Erato  hier  auf- 
genommen, und  es  bedarf  dieselbe  nur  einiger  erläuternder  Worte. 

Vorerst  ist  zu  beachten,  dass  die  vier  ersten  Orte  entsprechend  den  auf 
pag.  1 5 1  ff.  gemachten  Auseinandersetzungen  durchgeführt  sind ,  demnach  von  dem 
allgemeinen  Rechnungsschema  abweichen ;  sonst  ist  Alles  gleichmässig  durchgeführt. 
Die  Rechnung  ist  so  abgetheilt ,  dass  die  mit  ®  überschriebenen  Bogen  wesentlich 
Grössen,  die  von  dem  Orte  des  gestörten  Planeten  in  der  Bahn  abhängig  sind^  ent- 
halten, während  auf  den  mit  ^  und  ~|^  bezeichneten  Bogen  die  Berechnung  der 
störenden  Kräfte  für  jeden  einzelnen  dieser  Planeten  aufgenommen  ist.  Ueberdies 
sind  auf  den  2[.- Bogen  die  Summirungen  der  störenden  Kräfte  und  der  von 
z^  und  z^  abhängigen  Correctionen  ausgeführt^  welch'  letztere  Correctionen  je- 
doch für  das  vorliegende  Beispiel  innerhalb  des  behandelten  Zeitintervalles  un- 
merklich bleiben,  da  dieselben  niemals  den  Werth  0.005  ^^^  siebenten  Decimale 
erreichen. 

Die  Berechnung  der  Aiuiahmen  für  JM,  Jw^  v  und  z  für  das  jeweilige 
nächste  Intervall,  nebst  den  Zwischenwerthen,  die  zur  Kenntniss  von  j  V  dt  führen, 

23» 
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ist  stets  auf  einem  Nebenpapiere  ausgeführt;  ich  werde  aber,  um  die  in  obiger  Zu- 
sammenstellung enthaltenen  Formeln  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  hier  eine  solche 
Bestimmung  ausführlich  durchnehmen^  und,  um  keinen  Zweifel  übrig  zu  lassen, 
mehr  Zahlen  hinschreiben,  als  man  sonst  mitzunehmen  gezwungen  ist. 

Da  die  Rechnung  nach  rückwärts  fortschreitet,  so  sind  der  obigen  Zusamnt^en- 
Stellung  die  diesbezüglichen  Formeln  zu  entlehnen. 

Die  Rechnung  sei  etwa  bis  1872  März  11  vorgeschritten,  und  man  habe  die 
Störunge werthe  für  1872  Januar  31  zu  berechnen.  «Wenn  man  also  nur  jene  Sum- 
mations-  und  Differenzwerthe  in  Betracht  zieht,  die  in  dieser  Phase  der  Rechnung 
schon  bekannt  sind,  und  die  Werthe  von  .^3f  und  Ju)  auf  Zehntheile  der  Bogen- 
Sekunde,  den  Werth  von  v  auf  die  sechste  Decimale  und  jenen  von  z  auf  die  siebente 
Decimale  genau  zu  erhalten  wünscht,  so  wird  man  haben : 

für  J  M  für  Jia 

/    («  +  [»-i]«')  +  52'38"99  -  7'23V 

/    (a  +  ito)  —     3'2i.88  +      13.27 

/'    (a+ [«+!]«?)  —        17.48  —       o.io 

/"   (o+[i +!]«»)  +  4.85  +        O.II 

/"•(«  + [»■+!]«')  +  0.22  +       0.04 

/"  {a-\-[i+z]v})  —         0.23  —       0.01  ; 

man  findet  also  leicht,  wenn  man  rechnet: 

y  =  il  '°/'  («  +  [»+i]«')-9/"(«+[»  +  i]«')+8/"'(«+l»+i]«')  - 

■/ («  +  [»■-!]«')  +  52'38"99  -  7'23V 

—i/ («+»«')  +     140.94  —       6.63 

y  —         8.96  —       0.08 

JM=  -\-  54'ii"o     J(a  =  —  7'3o"6  . 

Für  V  und  z  wird  man  nach  den  betreffenden  Summationsbogen  haben: 

'!/■    («  +  [»■—1]«')  +35354  —447-1 

f   [a  +  ito)  —      870  -j-     20.7 

/'  («  +  [»■+1]«')  —        89  +      8.4 

f"[a  +  [i+i]w)  +45  -       1.4; 

setzt  man  wieder: 

X  =  ^  [/(«  +  »■«')  -/■  (a+L«  +  i]tr)  +/"  (o+[»+i]u))  - 

— /•"  («  + [»  +  !]«»)  +  ...] 


so  wird: 

IUI 

V 

z 

'/(«+[«— i]«?) 

+        35354 

—           447-1 

X 

—              6i 

+               0.9 

I  4-v 

+  1,003529 

2  =  —  0,0000446 

womit  alle  Werthe  gegeben  sind ,   deren  man  zur  Berechnung  der  störenden  Kräfte 
fiir  1872  Januar  31  bedarf. 

Im  Verlaufe  der  Rechnung  tritt  noch  die  Nothwendigkeit  hervor,  den  Werth 
von  I  IT  di  für  dieses  Datum  zu  berechnen.  Auf  dem  Z7- Bogen  sind  die  dies- 
bezüglichen Zahlen: 

/    [a  +  iw]  =  I  (446445  +  4365-21)  =  +  4414-83 

/'  {«  +  [»+i]t^)  =  +  57-09 

/'    (ö. +  [»+!]«')  =4-11.05 

/in  (a+[i+i]w)  =  +    0.83 

/'^   (a+[t-{'2]w)  =  —    0.21   . 

Man  findet  also  aus  diesen  Zahlen  (vergl.  pag.  177)  : 

/»  (a  +  iw)   =  H-  52.09. 

Für  y "' (a  +  f tt?)  wird  man   schätzungsweise  +  0.95   annehmen  können;  der 
genaue  Werth  hierfür  ist,  wie  sich  später  zeigt  +0.99.     Nunmehr  hat  man: 

]f(a  +  iw)       —  :i  /'  [a  +  iw)        +  j^  /'"  [a+itc] 
j  I  Udi    =  +  4414-83  —  4-34  -+-  O.Ol     =  H-  4410.50  , 

womit  der  für  die  weitere  Rechnung  nöthige  Integralwerth  bekannt  ist. 

Für  die  Berechnung  von  Ä^  und  S^  wird  man  haben,  wenn  man  für/"  [a+ito) 
dem  Gange  der  Funktion  entsprechend  beziehungsweise  +31  und  —  0.3  annimmt 
(die  genauen  Werthe  dieser  zweiten  Differenzen  sind  beziehungsweise  +  28.64  und 
0.22). 


Sh 

^w 

»f[a+iw) 

+  35353-87 

447,15 

12          " 

4-        i7->7 

-  w, 

la        " 

• 

—       0.04 

^^/"(a+H 

—          0.13 

0.00 

Sh 

h  35370.91 

^w 

447.19  . 

Als  Anhang  für  die  voranstehendc  Rechnung  habe  ich  für  die  Zeit  von  1860, 
^pt.  I  bis  1877  Dec.  30,  mit  Ausschluss  der  bereits  im  Beispiel  enthaltenen  Zahlen 

^e  einfach   summirten  Werthe  von       .      und      ,  /^  ,    dann  die  doppelt  summirten 


—    \s%    

Werthe  von  j^  und  -j^  mitgetheilt ,  weil  diese  Werthe   bei  dem  unten  folgenden 

Beispiele  der  Ableitung  der  Erato-Elemente  nothwendig  sind. 

Schliesslich  will  ich  noch  erwähnen,  dass  man  als  Probe  für  die  Richtigkeit 
der  Rechnung  den  regelmässigen  Gang  der  Differenzen  verwerthen  kann.  Man  wird 
diese  Prüfung  durch  Differenzen  auch  im  Verlaufe  der  Rechnung  mehrfach  vornehmen 
können,  um  etwa  vorhandene  Fehler  sofort  zu  erkennen  und  zu  verbessern,  ehe  die- 
selben in  das  Resultat  übergehen.  Ich  prüfe  demgemäss  stets  die  Werthe  /,  log  r, 
log  ^5^  und  log  Q-^  durch  Differenzen ;  ausserdem  wird  es  sich  empfehlen^  auch  die 
Differenzwerthe  von  E  zu  bilden ;  man  wird  daraus  leicht  einen  sehr  nahe  richtigen 
Schluss  auf  die  folgende  excentrische  Anomalie  machen  können  und  dadurch  die 
Auflösung  der  transcendenten  Gleichung  (vergl.  I  pag.  49)  wesentlioh  erleichtern. 


Ausftlhrliches  Beispiel 
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der 
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®. 


1875 

1874 

Datum 

Febr.  24           Jan.  15 

Dec.  6              Oct.  37             Sapt.  17              Avg.  8              J«&i  «9      |      1 

JM 

(vergl. 

p^ag.  151 

ff.) 

—         io"8 
-h           i"8 

—            2l"l 

4-             5"2 

—         34''9 
4-         "''9 

4- 

Mq-\-  (Mit 

I9l°2l'42"7 

i84**i4'26"8 

177"   7'""o 

i69**59'55"i 

i62«52'39"3 

I55'*45'23"4 

148**  38'  7"6 

141* 

M 

I9i**2i'42"7 

i84"i4'26"8 

177"   7'ii"o 

i69«59'55"i 

i62**52'4i"i 

I55*»45'28"6 

I48*»38'i9''5 

141* 

E 

i89"4i'2i"8 

i83"36'5i"7 

i77'*3a'43"i 

I7i'*28'i9"9 

165^23'  7"2 

I59*'i6'28"3 

,530  7'47''8 

14^ 

sin  E 

9,,226l02 

8*799621 

8.631742 

9.171110 

9.401947 

9.548869 

9.655108 

9 

cobE 

9«99376o 

9ii999i36 

9«9996oi 

9n995i72 

9*985716 

9*970945 

9*950382 

9i 

Subtrl. 

0.070386 

0.069586 

0.069518 

0.070176 

0.071600 

0.073877 

0.077158 

0 

cosE  —  en 

(W)  sin  V 

0^064 146 

0^068722 

0^069119 

o„o65  348 

0*057316 

0*044822 

0^027540 

Ol 

9ii7 14949 

9^288468 

9.120589 

9.659957 

9.890794 

0.037716 

0.143955 

0. 

sin  Köder  cos  V 

9ii99S6os 

9n99939i 

9«9997i9 

9*996599 

9*989939 

9*979537 

9*965068 

% 

((r))cosK 

©«559625 

0^56420 I 

o„564598 

0^560827 

0*552795 

0^540301 

0*5*3019 
I57**i9'34''9 

0| 

V 

188'*   8'i6"s 

183"   2'  i"6 

i77°56'23"o 

i72"5o'i9"8 

i67"42'52"2 

i62°32'57"8 

15a' 

cüQ  -h  ^01 

272"44'38"2 

272°44'38"2 

272"44'38"2 

272"44'38"2 

272"44'27"4 

272^44' 1 7"  I 

272^44'  3^3 

»7»^ 

/ 

ioo"s2's4"7 

95°46'39"8 

9o*'4i'  i"2 

85**34'58"o 

8o°27'i9"6 

75°i7'i4''9 

70**    3'38''2 

64' 

i^y 

I. 000041 

1.000092 

1.000171 

I 

log  (i  -f  y) 

(vergl. 

pag.   151 

ff.) 

0.000018 

0.000040 

0.000074 

0 

((r)) 

0.562856 

0.560764 

0.55795» 

0 

(r) 

0 . 564020 

0.564810 

0.564879 

0.564228 

0.562874 

0.560804 

0.558025 

0 

(r)3 

1 . 692060 

1.694430 

1.694637 

1 . 692684 

1.688622 

I. 68241 2 

1.674075 

I 

a(fi^X)  VpofU^dt 

3^86441 I 

3,^00659 

3. 41 1549 

3.896506 

4.122474 

4.268008 

4.370913 

4 

(r)< 

2.256080 

2.259240 

2.259516 

2.256912 

2.251496 

2.243216 

2.232100;     2 

Äi 

—      40.58 

—       13.85 

4-      14.19 

4-     43.61 

4-      74.30 

4-    105.87 

4-    137.66 

4- 

Äi 

-h      57.26 

4-      76.74 

4-      99.50 

4-    125.63 

-j-    154.88 

-}-    186.36 

4-    »18.37 

4- 

J^o 

4-      16.68 

-f      62.89 

4-    "3.69 

4-    169.24 

-j-    229.18 

4-    292.23 

4-    356.03 

4- 

-Ttt-, 

-f    267.83 

-(-     306 .  68 

4-    349.89' 

4-    396.90 

4-    446.43 

4-    495.9a 

4-    541.67 

4- 

« 

+96210.6 

4-95687.0 

4-95641.4 

-f-96072.5 

4-96975.2 

4-98371.8 

4-100278.6 

4-1 

A 

4-96193.9 

4-95624.1 

4-95527.7 

4-95903.3 

-I-96746.0 

4-98079.6 

4-99922.6 

4-K 

IO-7Ä 

7.985633 

7.991578 

7.999663 

8 

I  -^^lo-Th 

(vergl. 

pag.  151 

ff.) 

0.000350 

0.000355 

0.00036a 

0 

Sh 

-[-    412.60 

4-    922.51 

4-  1715.69 

4- 

\og  Sh 

2.615529 

2.964971 

3.234438 

3 

Ä' 

7.985283 

7.991223 

7.999301 

8 

Ä'  Sh  =  Äv 

4-       3.99 

4-       9.04 

4-      »7.13 

4- 

£?'»' :  dfi 

-}-      16.00 

-|-      62 .  80 

4-    113.58 

4-    168.01 

4-    225.19 

4-    283.19 

4-    338.90 

4- 

y 

+      70.93 

4-       9.91 

+     12.03 :4-    128.03 

4-    412.29 

4-    9*1.76 

4-  I7I4.»4 

4- 

logy 

1.8508.. 

0.9961. . 

1.0803..     2.1073.. 

2.615203 

2.964618 

3  234071 

3 

a 

4.9031.. 

4.9031. . 

4.9031..     4.9031.. 

4.903063 

4.903030 

4.902979 

4 

\og  dJM:  dt 

9n56o7 . . 

8^7060 . . 

8^7902..        9«8i72.. 

o„3a5054 

0*674436 

0*943836 

I 

dJM'.dt 

-       o"364 

—      o"o5i 

—       o"o62 

—      0^656 

-       2" 114 

-       4"725 

-       S^y«? 

— 

[u>] 

+96478.4 

4-95993.7 

4-95991.3 

4-96469.4 

4-97421.6 

4-98867.7 

4-100820.3 

4-1 

CO—''  [io] 

7.984430 

7.982243 

7.982232 

7.984390 

7.988655 

7.995054 

8.003548 

8 

>  4-  A  IO-''  kj 

0.000352 

0.000358 

0.000365 

0 

s^ 

—       76.69 

—     152.99 

—     256.01 

^__ 

log  5«, 

1*884739 

2,^184663 

a*4o8a57 

.  a 

M 

(vergl. 

pag.  151 

ff.) 

7.988303 

7.994696 

8.003x83 

8 

MÄ^^sM 

—        0.75 

—         1.51 

—         2.58 

— 

»^0 

—       27.38 

—       28.32 

—       28.45 

— 

d^z  :  rf<^ 

—      19.67 

—      21.99 

—       24.02 

—      25.63 

—       26.63 

—       26.81 

—       25.87 

— 

io-7/2'C;a<:sini" 

i|i799"3 

»«335325 

I. 346177 

I. 831093 

2.057021 

2.202515 

».305383 

a 

(r)2 

I. 128040 

I. 129620 

I. 129758 

1.128456 

I. 125748 

1.121608 

i.i 16050 

I 

dJta  :  dt 

—       4"689 

—       i"6o6 

-f       r'646 

4-       5"o42 

4-       8"536 

4-     i2"o48 

4-     I5"464 

4- 

^^^^^                                       ^^^^^ 

^ 

1S74 

... 

1 

Wni       ]      J«.>o 

Aog.  ,3         1         jBli, 

"''-                Apri.,, 

"? 

—       l'34"»—       ''58"? 

-       i'i4"3—       i'!o"i-       3'«S"9 

-        3'40"7 

—      4'  4"4 

-      4'i6"S 

—        4'47"l 

■ 

+        l'8"6+       l'46"7 

+        2'j8"6+        3'45"i+        S'  9"i 

+       6'sl"» 

+   ,   8'55". 

+      il'i8"l 

+      .4    >"J 

r« 

l.7"l6'io"o.io"   9'  4"! 

113"   i'48"4  ios"54'ji"s 

98"47'.6"7 

91" 40'  o"8 

84"3i'45''o 

77"i5'i9"» 

70"l8'i3"i 

8"o 

i»7"l7'>8"6iiio"io'5o"y 

..3"   Vi7"o|los"s8'.7"7 

98''Si'i5"9 

9i"46'53"o 

84"4.'4o"i 

77"j6'47"i 

7o''3i'u"6 

&"4 

.34°lj'jl"o'li8"  o'jb"6 

|ji"ji'34"5lii4"ia'44'6 

.oB°i8'»B"l 

lol''3l'  S"7 

94"35';7"9 

a7"3i'i7"3 

8o"i9'59f'7 

'74 

9.85404;       9.896471 

9.910565,      9-957349 

9-977441 

9. 991 '65 

9-998599 

9.999600 

9.993789 

45 

9,(44817       9,789441 

9„7i86i5       9„6256o8 

9,497099 

9-300315 

a„904ii3 

8.631517 

9.115096 

l»S 

0.096185!     0. .07765 

0,1143491     0.149434 

0,190915 

0.171505 

0,165055 

9.876569 

8. 5 16469 

170 

9,941011       9,Bi»7io6 

9^841964!      9„77504i 

9.688014 

9ni7l840 

9.404.86 

9„i 15700 

7,741565 

0. 341891  1     o.3BiJl9 

0.419413  1      0.446196 

0.46618g 

0.4800.1 

0.487446 

0.48B447 

0.481656 

■7« 

9,891180  1      9«853137 

9.886218        9.91002t 

9-947771 

9-969747 

9.985969 

9.996111 

9.999993 

^^ 

141"  7'37"ol3.?''l9'  9"o 

0.338443        o„z7osil 

0.183501 

D„o67ii9 

9,899665 

9,6.1179 

8    137044 

^1 

a"» 

.i9"4i  ii"lll2l"42'5j"6 

.17^Ji'«3'7 

lll"    a'i8"6 

.04"19'  9"4 

97"33'i3"8 

9o"i9'3i"r 

6-J 

17»''4J*  4"o.7i"4i'39"5 

i7i"42'>3"9i7i"4''48"o 

.7i''4.'»i"3 

i7i"4o'57"5 

i7i"4o'33"8 

i7i"4o'i."7 

i7i°39'5'"' 

9-« 

S3"5o'4l"o,  4B">i'4fl"j 

4i"i3'j6"i|    36"i4'4l"6 

3o"ij'46"o 

ij"49'i6".     17"   9'4J"1 

10"13'J5"5 

i"59'ii'-8 

1 

«6 

1.000630 

I.00086B 

1.001149 j      1.001471 

..oo.8z6 

■.001107 

..001601 

1.003001 

1.003392 

i»9 

0.000377 

0.000499,      0.000639 

0.000791 

0,000957 

0.00. 119 

0,001302 

0. 001471 

171 

0.545111 

0.539548 

0.533195 

0.516.75 

0.5.8517 

0.5.0=65 

0. 501477 

0,49113s 

0.48 1643 

{60 

0-545484 

0.539915 

0.533694 

0.526814 

0.5.9309 

0.511111 

0.501606 

0.493537 

0.484114 

■ 

38o 

..636451 

..6.977S 

I. 601081 

1.580442 

1.5S7917 

1-53J66'", 

1.5078.8 

1,4806t. 

.  .451341 

,zo:   4.5^9682 

4-545478 

4.545958 

4.53180s 

4-507855 

4-4731.9 

4.430700 

4.3B1730 

4.331:88 

^1 

440 

1. .81936 

2.159700 

1.114776 

1.107156 

1.0771:6 

2.044888 

1.010414 

1.974148 

1.936456 

^H 

-46 

+      111.71 

+     143- 'O 

4-    157.74 

+     166.41 

+      »69.54 

+      268.06 

+    163.. 9 

+     256.10 

+     148.11 

■SJ 

+      «87.55 

+      190.45 

+      157.75 

+      1:16.34 

+      189.79 

+    'Si-87 

+      '»5  48 

+       81.47 

»9 

+     S>°-i6 

+      533S5 

+     537:88 

+      514.16 

+    495.88 

+     457.85 

+    415.06 

+      371.68 

+     330.69 

1 

■75 

+      60s. 86 

+      58«. 63 

+      55'-'o 

+     497,63 

+     434 -So 

+      369-43 

+    306.99 

+      150. 98 

+     101.96 

t.a  !-i-i°935J-o 

+  113631-9 

+  118631.7 

+  114406.0 

+131025. 5 

+  138553.1 

+147050.0 

+  156556.8 

+  .67086. 5 

i.±  ,  +  108841.7 

+  njioo,4 

+  118093.» 

+  U388l,R 

+  130519.6 

+  138095-4 

+146614.9 

+  .56185.1 

+  166755. 8 

16«,      8.0^6800 

8.053465 

H.07122'T  j        8.093007 

8.115709 

8.140179 

8.166137  1     8.193619 

8.111081 

,S.  j      0.000394 

0.Q00409 

0.000427          0.000448 

0.000472 

0.000499 

O.0OO51O       0.000565 

0.000603 

1 

.i»|+   6jo8.i»    4-  8690. ?i 

+  m;o6.7i 

+  .4723-30+18180.60 

+  21094.63 

+16061.34 

+  10061.37 

+  13964-40 

13s        3-799917I      J.9190S5 

4.060951 

4.16S005.     4.161990 

4.344187 

4.41 599T 

4.4780D9 

4,531014 

|«7        8.036406        H.esiosf- 

8.092559!      8.1.5237 

8.139680 

8,165707 

8.193074!      8.111478 

.9«   +        68.60!+        9S    !<= 

+      135-75 

+      .81.11    +     138.16 

+      304-77 

+      181.68 

+     468,90 

+      565.59 

..or  +     44"-fi6,+     43S-JS 

+     402,11 

+      341.95J+      157,51 

+      ■53.08 

+       3J-38 

—        97.11 

—     134.90 

1 

1.71  +  630J.81  j+  S681.56 

+  11495.39 

+  14708. .0  +18160,74 

+12069.14 

+16019,54 

+  30011.30 

+139.7-16 

I7S«       1-799J3S|     3.938648 

4.060524 

4.167557        4.161519 

4.3437B8 

4,415466 

4.477444 

4,510410 

«OS        4- 90167  9       4.90'S>S 

4.9023411      4.901133        4-90190» 

4.901654 

4.90.397 

4.9011J8 

4.9008S4 

13«!      1,509001        i„64796i 

1,769654!      [„876478        i„970209 

2,052130 

1,113651 

1,185370 

1,138091 

'W4 

—      ll"lBS  —     44"4S9 

—     58"837  —  i'i5"i4S  —  l'33"37o 

—  ■'5l"7T9 

-i'ii"938 

-  i'l3"i39 

-i'Sl-o.B 

1 

l»-9 

+  ■09958.9 

+  114212.5 

+  119181. 8   +114903-6  +131460.3 

+  118921.6 

+  1473S7-0 

+  156807.8 

+  .67189. 5 

*68 

«.041131 

8.057751 

8.076213        8.096575        8. 118795 

8,141771 

8.168371 

a,.9Sj6H 

»,113469 

y»s 

0.000398!     o.0O04>l 

0.000411  1      0.000451        0.000475 

0,000503 

O.OOOS33 

0.000567 

0.000605 

1 

'-•S 

—      709-J'  '—     896.17 

—    1091.44 

—   1188..!   —   .478.94 

-    1656.77 

—   1814.96 

-   1947.51 

—   1049.08 

K>96 

i„S5o8l6|     l„9Si39° 

3„039ooo 

3,109957        3,1169951 

3„ii9i6i 

3„i5Ba67 

1,189484 

3,1"5S9 

«13 

8.040833 1     8.0S733« 

8.075782 

8. 096111        8,118310 

8.141170 

8.167838 

8.194801 

8.111864 

^1 

;-7i 

—        7.79 

—       10.21 

-            IJ.OO 

-        16. 07—        19.41 

—      11-99 

—       30.50 

—        J4.1J 

;.6> 

—       ".S7 

-       18,69 

—       14.40 

—        10.16 

-          6.18 

-         J.19 

+         O.S5 

+         1-49 

(.90 

_       .4.78 

-         8.46 

-         1.40 

+          5.91 

+        '3.04 

+        19-70 

+       15-71 

+       31. OS 

+       35.71 

1 

jio,      1.464073 

2.479860 

i. 480340 

1.467195 

2.442159 

1.407541 

1.365143 

1.3.719s 

1.165773 

,7«    1.09096« 

1.079850 

1,067388 

..051618 

..0386.8 

1.011444 

1. 005112 

0.987074 

0.96B11B 

H 

410    +      i3"6io 

+     15".  .0 

+      2S"879 

+     is"9'6 

+      15    330 

+     J4"i7i 

+     «"905 

+     ii"ja6 

+    .9"a4o 
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1 

nir-ii.   IL 

f 

21 

J 
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1873 

1872 

Datum 

'  «» 

Mftrt  6 

Jan.  95       1 

Dec.  16               Not.  6 

Sept.  a; 

Ang.  x8               J«lf9         1       ■ 

J  vt 

—       S'  6"2 

—       5'23"8 

-       5'4o"3~       5'55"7 

—       6'io"2 

—       6'24"2—       6'37''6  — 

JM 

-f     17'  3"?+     2o'23"9 

+     23'59"3+     27'47"2|+     3i'43''9-f     35'45''2;+     39'46"3!+    • 

Myi  -h  fiQi 

63"io's7"S     56**  3'4i"7 

48"56'25"8'    4i**49'io"o    34^41 '54"! 

27  34'38''3    2o"27'a2''5 

•v 

M 

63*^28'   1^2 

56^24'  5"6 

49°2o'25"i 

42"i6'57"2i    35"i3'38''o 

28"io'23''5J   11**  7'  8"« 

•4' 

E 

72«s8'  5"3 

65"26'22"0 

57"44'37"2 

49"52'53"3    4i°5i'28"8 

33^41'  3''9i   25»22'4o''7 

l6». 

• 

sin  E 

9.980522 

9.958814 

9.927200 

9.8834991      9.824312 

9.743994!      9-632040 

9. 

co%  E 

9.4667*4 

9.618733 

9.727304 

9.809136      9.874040      9.920179 

9.955928 

9- 

Subtrl. 

9.838129 

0.145083 

9.829331 

9.863828       9.884876      9.898491 

9.907434 

9. 

cos  E —  eo 

9.077260 

9.384214 

9.556635 

9.672964:      9.756916      9.818670      9.863362 

9. 

(ir))  sin  V 

0.469369 

0.447661 

0.416047 

0.372346      0.313159 

0.232841!      0.120887 

9- 

sin  Foder  cos  V 

9-996533 

9-984675 

9-962752 

9-928334;      9-877749 

9.886356      9.937379 

9. 

({r))co8  V 

9-57*739       9-879693 

0.052114 

0.168443!      0.252395 

0.314149       o.35884i>      0. 

V 

82^46'  9"6 

74"52'  5"6 

66"36'27"4 

57«58'54"3!   48"59'42"9 

39V  3"5 

30"  2'  4"«    ««■ 

o)o-h  '^•"' 

272."39'32"o 

272*»39'i4"4 

272"38'57"9 

272"38'42"5  i  272"38'28"o  272"38'i4''o 

272*»38'  0^6 

»7»; 

l 

355"25'4i"6 

347^3  i'2o"o 

339'*i5'25"3 

33o"37'36"8!  32i"38'io"9  3i2"i8'i7"5 

1                                            1' 

302V  S''4 

292*\ 

I  +»' 

1.003758 

I . 004086 

1.004363 

1 

1.004574 

1.004709 

1.004755 

I .004705 

I.l 

log.ii  -4-  y) 

0.001629 

0.001771 

0.001891 

0.001982 

0.002040 

0.002060 

0.002038 

0.< 

((r)) 

0.472836 

0.462986 

0.453295 

0.444012 

0.435410 

0.427793 

0.421462 

0.4 

■     ■                      (r) 

0.474465 

0.464757 

0.455186 

0.445994 

0.437450 

0.429853 

0.423500 

0.4 

M» 

1.42339s 

I. 394271 

1.365558 

1.337982 

I. 312350        1.289559 

I . 270500 

t.: 

>          :    i{ick)  y pof  Udt 

4.278455 

4.226226 

4.176583 

4-I3M99 

4.092343 

4.060763 

4.037499 

4.« 

;                     (r)« 

1.897860 

1.859028 

1.820744 

1.783976 

1.749800        I.719412 

I . 694000 

1.1 

Äl 

H-    240.21 

H-    232.92 

+     226.90 

+     222.55 

+      220.06 

+     219.46+     220.55 1+ 

ÄJ 

+      53.76 

4-     29-63 

+       10.01 

—         5-37 

—        16.91 

—       24.88  1 —       29.68  — 

^« 

+     *93,.97 

+    262.55 

+     236.91 

+     217.18 

+      203.15 

+     194-58  +     190.87  -f 

• 

ilr, 

-h     163.13 

+    130.85 

+     105.08  +       84.71 

+        68.74 

+       56.22 

+       46.45+ 

8 

-f-178602.8 

+190990.5 

+204044.5  +21 7421.0 

+230638.9 

+243066.1 

+253970.6 

+26 

'                                    Ä 

4-178308.8 

+190728.0 

+203807.6 

+217203.8 

+230435.8 

+242871.5 

+253779-7 

+*6 

IO-7  A 

8.251173 

8.280414 

8.309220 

8.336868 

8.362550 

8.385377 

8.404456 

t. 

.           i+A^o-U 

0.000645 

0.000689 

0.000737 

0.000785 

0.000833 

0.000878 

0.000918 

O.i 

•         Ä* 

+  37632.87 

+40925.73 

+43702.27 

+45827.04 

+47175-89 

+47643.33 

+47150.97 

+45 

.    .      logÄÄ 

4.575567 

4.611991 

4.640504 

4.661121 

4.673720 

4.678002 

4.673491 

4. 

h' 

8.250528 

8.279725 

8.308483 

8.336083 

8.361717 

8.384499 

8.403538 

8. 

h'Sj,^hy 

-f     670.03  i-f-     779-33 

+     889.17 

+     993-58  1+  1085.02 

+  1154.78 

+  1194.07 

+  1 

m 

■—     376.06 1 —     516.78 

—     652.26 

—     776.40 1 —     881.87 

—     960.20 

—  1003.20 

—  I 

1 

+37577-03 

+40860.77 

+43628.17 

+45744-24 

+47085.471+47547.08 

+47051.46 

+4$ 

lug  J' 

4.574922 

4.611306 

4-639767 

4.660336 

4.672887 

4-677124 

4.672573 

4. 

^1 

4.900647 

4.900434 

4-900255 

4.900118 

4.900031 

4.900001 

4.900034 

4. 

...        logc/^4r:£/< 

%»8^357 

2^318528 

2„3468io 

2,1367242 

2»3797o6 

2^383913 

»»379395 

»i 

.  ,     r/   dJM:flt 

-r-3'M"583 

—  3'28"223 

—  3'42"234 

--3'52"939 

—  3'59"72i 

-  4'  2"o54 

—  3'59"S49 

—  3 

,         ,     .           •           i        ;            M 

+  178765.9  +191121.3 

+204149.6 

+217505.7 

+230707.6 

+243122.3 

+254017.0 

+1« 

.  ;•  ■        IO-:7,tt^l   . 

8.252185       8.281309 

8 . 309948 

8.337470 

8.363062 

8.385825 

8.404863 

8. 

I  +Vs  iQ-'M 

1  ,  0.000647 

0.000691 

0.000739 

0.000787 

0.000834 

0.000879 

0.000918 

0. 

Äo  .. 

—  2114.95 

—  2141.13 

—  2124.36  —  2062.30 

—  1953.70 

—  1798.60 

-  1598.71!—  1 

• .         log  ^1^ 

3h3*S3oo 

3«38o643 

3^327228 

31.314352 

3„29o858 

3«254935 

3«*03772 

3i 

■        '               l«''],     .• 

8.251638 1     8.280618 

8 . 309209 

8.336683 

8.362228 

8.384946 

8.403945 

t. 

.  1           Uo 

^       37.75 

—       40.86 

—       4329 

—       44.77 

44.99 

—      43.64 

—      40.5» 

— 

+  ■      1.97 '+  .      2.10 

+        2.01  !+        1.79 

+         1.50 

+         1-15 

+        0.80 

+ 

.      <Ps:rf^: 

+       39.7»+      42-96 

+      45-30;+      46.56 

+       46.49 

+      44-79 

4-      41.3» 

+ 

ux-i  fZ  UM'.%ini" 

;     2.112958 

2.160746 

2.111117 

2.065944 

2.026896 

1.995323 

1.972063 

'\\ 

(r}2- 

0-948930 

0.929514 

0.910372 

0.891988 

0.874900;     0.859706 

0 . 847Ö00 

'■», 

.   dJ»',dt 

+     iß"367 

+     i7"o5i 

+     15"876 

+     14^926 

+     I4"i90 

+     I3"665 

1 

1 

1 

..lll    -'.«.l     I 


^^^^^^^^^^^    1 8T^!^^^^^^^^^^^^^^^^H 

®. 

^^^^^^^^ 

1871 

■"■ 

>o           1        Hin..        {        Ju.  ]t 

Dscii        I        N0V..1        j        Ocl.i 
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•   4-0 

—      j'iT"i   -       7'30"6 

-        7'44"o 

-       7'li7"B 

—       8'll"7 
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+      So'i9"6    +     J4'll"o 

+  j^'yy 

+   „"i'*"^ 

+  1"  ,'9"o 

+'°  K'*'> 

+ ."  i'iB"4 

•50"» 

JS9"  5'J4'9     3S'°5*'>9"" 
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3.6"i.'s9"9 

3o9''l4  44"o 

•ig-'S 

159°S6'J4"S  .  3S»''5i'jo"i 

14!°48'    l"6 

138-41'  6"o 

311  17'4a  6 

Ji4''3l'4l"5 

3l7"»S'l4"» 

llo":8'll"4 

'    7"9 

lS9"S5'Si"4|  JSi''i3'""6 

34»''Si"»7"6 

]J4''»S'45"S 

316"  4'59"6 

ltAi'4l"6 

309''47'  4"i 

3o."5i'5o"i 

Hl  so 

T„o8i076l        9™l7i403 

9^469039 

9»6j5.o6 

9»7466is 

9,81667. 

9„a8s6io 

9„929o6t 

9S«J9 

9.980J04;       9.95S=li 

9.9.8999 

9.870118 

9.8061,3 

9-7»i5S5 

.6.71 

9-917178 

9.916117 

9.91103"'       9-907169 

9.893>3o 

9,884194 

9.861709 

1151» 

9.917178 

9-9"J" 

9.891134 

9.861501 

9.817179 

9.7544»! 

9,668811 

9.5495B1 

S*9*7 

7,569913 

9-664150 

9„9S7886 

o„ill9S3 

o„il547i 

o„3i5Si8 

o„  5 74467 

o„4 17910 

SJJ41 

O.QOOOOO 

9.993007 

9.971031 

9.936388 

9.884666 

9„8798iS 

9„93D076 

9«964'33 

06991           o.4t27S7 

0.406790 

0.1888:1 

0.357980 

0.111658 

0.14990: 

0.16430: 

0,045060 

►'S8"a    JiAs"  3"«     349"44'44"' 

139''39'i9"i 

3»9Vis"l 

l»o"  3'53"7 

l.o"4i  l6"7 
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i9i''se'  o"i 

f'jV'i 

x-ji'-ij'ii-o     I7i"l7'   7''6 

I7i"l6's4"i 

i7l''36'4o"4 

I7i''l6'i6"5 

i7i"36'li"l 

171=1S'58". 

i7i"35'4l"7 

.'J>"4 

i7l''ji'i4"8;  i62"ii'5l"7 

iSi-ie'il"! 

I4i''ii'  5"6 

iliV'lo". 

ii3-.7'i9"o 

i:4°i4's<»  9 

»os"3143.9 

■a»jo6 

1 . 00396 1 

1.003519 

1.00J014         1.001459 

1.00.854 

i.ooli»6i       1.000590 

0.999963 

oi8f>6 

0.001510 

0.00.31.1       000.066 

0.000511,       0,000156 

.,  9.999984 

.»J7SO 

0-4117S7 

0.413783 

0.416780I       0.41.591 

0.417991 

0-4356911       0,444191 

0-453777 

.S6i6 

0.414474 

0.415J13 

0.418091         0.411658 

0.418796 

0,436115;       0,444647 

0.453761 

L46fl4« 

1.141411 1       i.i4S93(. 

1.154171         1.167974 

..186188 

..108675 

1.13194' 

..36.1BJ 

»6jJ3 

4-017138 

4.014J46 

4.0363461       4.051958 

4-0700J7 

4.089618 

4,109959 

4.1104SI 

»»464 

1.6J7K96 

1.66.151 

1.671364 

1.690631 

..71S>84 

. , 744900 

1.77858B 

1.815044 

it$.W 

+     "8.74 

+      110.71 

+     13'. 10 

+     "9.79 

+     »16. 19;   +      11. .17 

+      i>4.47 

+     106.73 

11.15 

—       18.68 

—       14.64 

-       .9.56 

—        13-85 

—         7-91,  —        1.09 

+          1-49 

+         8.65 

»»♦■71 

+     100.06 

+      106. d8 

+     11. .64 

+     1.S.94 

+     1:8.46]  +     1.9.08 

+     117-96 

+     11s. 38 
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+       18. .1 

+        14.41 

+       "-S5 
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+144847.1 
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+106061.9 

■ 
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+170109.  J 

+168541.1 

+163417.8 

+155115-9 

+14461B.7 

+i3»179-8 

+  119115.1 

+105847.5 
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41B110 

B.4J1S40 

8.419011 

8.410661  '       8.406941 

8.388508 

8-166199 

8.3409.0 

8.3.3546 

0.000977 

0.000971 

O.0OD9S1'        0.000911 

0.0008R5 

0.000840 

0.000791 

0.000744 

156.79 

+  J9698.71 

+  35J70.91 

+10101.45 

+14647.00 

+  18580.64 

+  .1178.97 

+   59".  38 

-     167-71 

»M049 
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4.481463 

4-191764 

4.169061 

4.089.61 

3.77:689 

»»565517 

m 

4»7"S"  '       8-4105631       S.41B040 

8. 419709 

8,406019 

8.1B7613 

8.365359 

8.140.. 8 

8.311801 

M 

IS$-9*      +   1069. B9:   +      947.73 

+      796-47 

+     617.74 

+     453.61 

+     184.79 
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-         7.56 

■ 

M9.*S     —     869. 83|  -     741.65 

-      584.81 
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—     135-15 

-       65.71 
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+  5900.60 
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1,770896 

»„564761 

900192          4.900S15 

4.900796 

4.90iii4<        4.901490          4.901884          4.901191 

4.901705 

4,901114 

,j4ll6oi        »„3O510} 

i«iSSiS9 

i„i884iil        1„099119!         .„976B48           i„79740i 
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—     3o"ii7 

+        i"88i 
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iSkS.i 
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+106077.1 
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8. 141371 

8.3.4030 

■ 

0D0970 

□.000977          0.000971 

0.000951          0,000913 

0.0008851       0.000841         0.000793 

0.000745 

1 
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—      774.08     —     447.19 

—      .08.81      +      »J'-6o 

+     565.07,  +     883.41     +   .179.71 

+    .448.46 

P31S*' 

i„saa786          i„65o49i 

».."36749:        1.364719 

i.75i'oi         1.946167         3.07178] 

1.160906 

■ 

437f>< 

1.430919,        8.418413 

8.410091 

8.406419 

B.JB8041         8.165796         8.140578         a.i.jiBs     1 

■ 

d.9t 

—        10.88^-        11.99 

—          1.86 

+          5-90 

+       ij.8i|  +       10.51     +       15.84 

+       19,80 

■ 

0.11 

—          1.06 

—         1.30    —         .,54l  -         1.75 

—         1-95 

■ 

tf.Ol 

+        10.66 

+       11.47 

+          ».06 

-          6.96 

^       15.11 

—       11.05 

—        »7.59 
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■ 

1.9J1806 

1,958911 

1.014181 

1,044509 
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9jo90> 

1.970911 

1.986510,        1,004595 

■l»l> 
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o,8S7S9» 
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+      ll"tT^ 

+      13"437 
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9.999887 
9.98H768 

-ä"54'""o 

8.351747 
9.99988. 

9.981871 

i''io'i."9 

— o"(i'  i"o 

8.355449 
9-999875 
9^975674 

8.3579" 
9.999869 
9,967118 
."14'3'"4 
-o"47'Si"! 

8.35918s 
9.999S61 
9.957180 
i"i6'44"o 
— o"4S'39"9 

8.359149 
9-999854 
9-94!76i 
■  V  3"4 
-o"43'io"! 

8-3580971     1.! 
9.999846;    9-' 

9.931785       9.' 

."3"'3o'e|     .'3 

-oV5l"i  |— o"^ 

.1«  lO-il 
cos  (Q-,a) 

a»l96ij6 
9.98888. 
9.999946 

8„ 179991 
9.981991 
9.999950 

8„l 61608 
9.975799 

9-999954 

B„i438lo 
9,967159 
9.999958 

B„. 13197 
9.957318 
9-999961 

8.10061D 
9.945907 
9.999965 

8,075180        8,1 
9.931939,      9-' 
9-999969 1      9- 

CO.  B,  .in  7„ 
.in  7,1  oder  CO. /., 

CO.  ü,  CO.  i, 

9.988B17J     9.9ai94' 
9.988878        9.98;9«7 
9.34911«!      9.43851! 
77"s'ir9,        74''4'i"S 

9.975753 
9 -975794 
9.!'15S4 

7."i'si"o 

9.967117 
9-967154 
9- (71997 
6«"|'43"8 

9-957180 
9.9573'l 

9.615747 
65"o'37"5 

9- 9458-* 

9.945899 

9.671707 

6l"59'i8"4 

9.931908 
9.911930 
9.711190 

58"sB'l3"4 

9.' 
9.' 

CO.», 

.            .i„\ 

9.999949,     9.9999S4 
0.736575       0.736731 
8«i8sii7        8„i6i98i 

9-999959 
0.736818 

B„ 13 8407 

9   999963 
0.736861 
8„i  11079 

9,999968 
0.736835 
8„o8o6iS 

9-999973 
0.736747 
8,046517 

9.999978 
0.716597 
8,0081.9 

9- 

sin  m-li 

336"il'M"i|338"i7'ii"7 
9.9614»!  1      9.968046 
0.736514       0.73&686 
9-6°i'77        9„i6«i07 

J4o"ii'49"8 
9.973980 
0.736787 
9„5i6399 

34i"i6'45"8 
9.979190 
0.736815 
9„479437 

344"33'i7"9 
9.984016 
0.736803 
9«415394 

346"4i'i3"5 
9.98B100 
o,7367!0 
9„36i702 

348"34'3!"i 
9.9918.3 

0.736575 
9„=84ioa 

jSil 
9- 

9. 

Subtract. 

0.697949,     0.704731 
0.564010      0.564810 
9. 557774]     9.579939 

0.710767 
0.564879 
9.60.11. 

0.7.61.S 

0, 564118 

9.611890 

D.:iogi9 
916411.7 

0.714910 
□,;6o8o4 
9.661006 

0. 718388 

0.558015 
9  68.551 

9- 

Suhimnl. 

8„9"69» 

8„8997.4 

8„87513! 

8,847941 

8« 8 17450 
4,89.... 
9-999949 

8,783174 
SbIBs... 
9.999891 

8,744816 
5»4oai.. 
9.999800 

8. 
5. 
9- 

»in  h  oder  CU8  H 

(,.  »i» » 

0.111794 
9«93i87S 
o„j4ijoi 
0.409416 
9.999770 
»„9x1691 

0. 144749 
9„9 15085 
o«304793 
0.J89708 
9.999773 
8„8997.4 

o,.66.oo 
9„ 891647 
0^163 i86 
0.370539 
9-999778 
8„R7!135 

0,186118 

9„B64o34 
o„i.6l6i 
0.351118 
9.999787 
8,847941 

0,10499. 
9,869819 
o„.6il97 
0.3J5161 
9.999800 
8,8.7399 

9.90189. 
o„09g4»i 
0.3.99.9 
9.9998.7 
e„783.6s 

0-139578 

9.931446 
0.010677 
0.307.31 
9-999837 
8,744616 

9. 
9. 

9- 
8. 

p-J 

Sutlmct. 
K 

9.590344 
B.77T031 
7.790175 
9.951051 
8,7*3083 

9.610065 

8.830.9s 
7.789B04 
9.958507 
8 . 78B701 

9.619139 
8.887717 
7.789516 
9.963900 
8.8!i6.7 

9.647559 
8.941677 
7.789414 
9-968359 
8,91.036 

9.664638 
8,993914 
7.789495 
9.971991 
8,965905 

9.679898 
9.019694 
7- 789759 

9.974*60 
9.014554 

9.69170s        9. 
9.0781.5       9- 
7-790109       7. 
9.97701.1     5. 
9-055116,     9- 

o.'339'9 

t. 378055 

0-.906311 

-    1914.76 

+     315.08 

0.1399" 

1.443674 

o„8696oi 

-  1057.10 

+     383.35 

D.i45«88 

1.506589 

O„8i8o65 

—   1160.99 

+     449-14 

o,i5.aii7 
1.566008 
o„  780490 

-1-    511,17 

0.157955 

1.610S77 

0»  7 15071 

—   1117.93 

■j-     600.94 

0,164116 

1.669516 

0,659=16 

—   1.31.83 

+     68., 78 

o.i 70161 
1.710108 

+      759.40 

+ 

'f'l 

-       19.94 
-(-      166. 6cj 

+     305-6. 

-        »4.09 
+      348.89 

—     15-94 
-t-    395-96 

—        17-43 
+      445.54 

-       18-37 
+     495.07 

-       18.51 
+     540.86 

+ 

SR 

1-  H-, 

+      315.09 
+      167. 83 
—        19.91 

+     381.41 
+      Jo6.6g 

+     449 ■ 39 
-h     349-89 

+   511.53 
+  396.90 
—     15.89 

+      60.. 31 
-h     446.43 
-        17.18 

+     681.18 
-h     495   91 
—        18.31 

+     760.04'-+ 
+     541.67,+ 

-        18.45  1- 

j3 

° 

° 

° 

° 

—               77 

-           153 

-            156 

1-  /(  -  1  -r, 

4-       57.26 

+        76.74 

+       99. io 

1-   115-63 

+  154.88 

+     186,36 

+      118.37 

+ 

jr'fr 

" 

0 

0 

° 

0 

1874 

1 

»                   «R>       1        ha.n 

D.C.  I.       1         »ov.  1 

SBpt.™ 

A=j.  ,1       1         J.II4       1        «^.J       1       April  .5      1 

■ao"7+i''i6'iq"o 
'"9"»|«75"3>'=4": 
'W'S     4q"5»'44"! 
.ISJ9        i).8B34l«J 
(S«qo'      9  q99«9i 
k.JS7       9  »091s 8 

+  ."ii-i4"6 
i74"33''i"4 
46"5o'3'"7 
9.863008 
9.919896 
9.835063 

+  >"14'  7"o 

169"J0'J7"4 
41"47'57"7 
9.840191 
9  ■999899 
9.858398 

+t".4'l6"6 

.66"i7'39"3 
4o"44'59"6 
9.814751 
9.999903 
9.879411 

+  ."lo'S3"6 

i63''i4'i4"i 
37"4.'34"5 
9,786346 
9.99990» 
9-898341 

+  1"   B's8"4 
i6o"io'i9"i 

34"37'39"4 
9.7S4!3' 
9- 99991 1 
9.915317 

H-:"   6'5o"8 
I57"i5'5l"6 
3i"33'i'"9 

9.718744 
9-999918 
9.930518 

+  ."    4'1>"1   +1"   1'   »"o 

l,4"lo'48"3    151"    5'   7"i 

i8"i8'  e"6     I5''"'i7"4 

9.67813.        9.631981 

9,999914        9.999919 
9.944016         9-95S941 

Jlii        8.347157 
9»17         9.y<)98l6 

■1719      9»«3n>- 
■57">         ■''40'  o"5 

.era  — o-j»-»j"4 

8.J4MI. 
9.999804 
9,861904 
i"43'ii"7 
— o"i9'   j": 

8.33360« 
9-999790 
9^840090 

-0"i5'i9"9 

8.314690       B.JMJDi 
9-999773        9.999753 
9.814655       9.7862S4 
i"si'ii"»l      r'!5'5l"' 
-o"irir'i— o"i6'i8"7 

8.301378 
9  999719 
9.7S4445 
1"    rio"8 
-0".,'  3"i 

8. 188778 
9.999700 
9.718661 

-rf'   I'4J"9 

8. 173395]       8.156094 
9-99966J1       9.9996.5 
9.67B.55         9.631910 
i".5'i7"8       i"i4'36"7 
0"   i'53"9       o".i'ii"8 

J"94 
190» 

99T7 

7„974>3' 
9.88ä!?9 
9,9999*1 

7„9i6f>68 
9.86J.00 
9 ■9999«; 

7„B673S6 
9,840300 
9,999988 

7,.78975i 
9-81488: 
9.999991 

7„6Bo637 
9,786501 
9-999995 

7.S07151 

9.754716 
9.999998 

7„  13 5670 
9.7-8961 

6,915875!       7,!SOSS9 
9.679491]       9.631195 
0.000000^       9.999997 

IHT9 

I894 

0147 

'lJ-7 

9-llSi540 
9.88j(5i 
9- »090 so 
49"S3'=J"' 

9.86308; 
9,863093 
9   83+9';9 
46"si'.4"! 

9.858303 
g. 858197 
43"48'44"S 

9,8148-4 
9.879317 
9   879314 
4o*>4;';o"9 

9-786496 
9.898150 
9.898149 
17"+i'3o"o 

9.915140 
9-915140 
34"38'39"' 

9.7.9961 
9.930436 
9.930436 
3-"34'i5"5 

9-678491 
9   943949 
9^943950 

9,631191 

9.95587. 
9,95587. 

15"  13' 3  7-6 

9.999988 

0.7 1,-780 
7„«S7690 

9.999991 
0.735387 
7^789769 

9-999994 
0-7349J4 
7.707686 

9.999997 
0.734417 
7,1604634 

9  999999 

0.733864 
7,467118 

0.713146 
7«i6i869 

o,73i!74 
6„8546li 

O.ÖOQOOO 

o.73'«49 

0,73.074 
7.181854 

l'44''* 

jsft"   1-4.". 
9.99*964 

0. 735768 
■„»J8676 

j58"39'i6"o 
9.999R81 
0,735379 
8,36984^ 

,"ZS'   8"3 
9.999867 
0. ■'34918 
8,393806 

4"ii'   7''3 
9.998746 
0,734414 
8.88015. 

7"i8'44"o 
9.996190 
0.733H63 
9.114480 

io"49'il"o 
9-991105 
0.733146 
9.173641 

I4"i4'3i"3 
9.986110 
0.751574 
9.395913 

9-977558 
0.731849 
9,496018 

ii"i4'.4"B 
9.9659.6 
0.731074 
9.58.0B0 

11351 

JOJ60 
"9J49 

0.73473» 
o.54S4*4 
9.7373°J 

0,735160 
0,53991s 
9- 7543 '7 

o.  71479! 
0-53369+ 
9.770054 

0. 733170 
0,516814 
9.784089 

0  730153 
0.519309 
9.79585! 

0.715451 
9.B04603 

0.7.8694 
0.501606 
9.S09361 

0.709407 
0.49J5J7 
9.808805 

0.696990 
0.484114 
9.80..11 

S1309 

JOO.. 

594-9 

*-59J4TO 
S»«So6- . 
9.999114 

8«ii!l!5 

S„95.8., 
9.99B839 

8„44i6:ol     8„339o6i 
6„0374-.         6„I096.. 
9.998188        9.997431 

B„ioiool 
6,-697.. 
9.995940 

7„99!ii! 
6„ii8t96 
9.991669 

7„5»7io6 
6„i;8  39B 
9.979118 

7.336116 

6,188910 
0.017191 

7.913918 
6„  3 10906 

&JT09 
7779» 
l(7«6 
91917 
99M7 

0.281787 
9,991857 
9,574444 
0.190950 
9-9999'3 
8,591684 

o,i94H! 
9,999091 
9„  105111 
0.195150 
9-999938 
«.,Si39«4 

0.303748 
9  999033 
9^"i87J4 
0.JO4715 
9  999959 
8„44O90*i 

0,310903 
9.991381 
9.614575 
0,319511 
9, .99997  7 
8.336491 

0,315164 
9.976069 
9-848343 
O.3J909! 
9,999989 
8„ 19694= 

0.3x5815 
9.953104 
0  006BK7 
0.361711 
9.999996 
7,987784 

0.11,96» 
9.911391 
0.118497 
0.389575 
0.000000 
7„!66344 

0  301341 
9.883541 
0.117B77 
0.418B0. 

7-373515 

0,185135 
9.861518 
0. 111154 
0.449616 
9.999998 
7.914618 

«970 

319IO 

7910* 
03116 

9.708963 
9.116889 

T. 79^66° 
9.97940» 
9.iobJ9i 

9,704788 
9.  "43*4 
7.793839 
9,978716 
9,093090 

9.695144 
9.085731 
7.795198 
9.977164 
9.061B96 

9.680455 
9.041J6S 
7.796719 
9-974543 
9.015908 

9.660894 
8,98z68i 
7.79B408 
9.97061s 
8.953197 

9-637175 
8.911815 

9.9*5039 
B.  876 864 

«"  83 1175 
7.B01178 
9.957348 
8.788611 

9.581199 
8.743597 
7-804453 
9.946913 
8,690510 

9.550371 
8,65.1.6 

7. 80677 8 
9.931916 
8.584041 

i>99t 

J*.46 

0.189148 

1.76116J 

0,119918 

—     760,66 

+     891-30 

o,i9!J35 

1.74B061 

9„64!'4  5 

—     147.19 

-+.      877.80 

9! 66141 8 
+      140.05 
+      819.79 

0, 106356 

i.6foB8D 

0. .41389 

+     649. °4 

+      753-76 

0   110844        0.114119 

1.608169        1   51i8j6 

0.J67651        0.518109 

+      946,06   -f    1111.88 

+     6!9.1!,+      557.17 

0.116088 

1.443595 

0.631101 

+    1.87.68 

+     4i6.75 

0,1.5870 

1,345491 

0.711414 

4.   1166.56 

+     364." 

0.111876 

1.139014 

0.796168 

+   T084.61 

+      183.07 

»5  67 

-      ij.bj 
+     60J.1J 

—       i».76 
+     587.94 

-        14.47 
+      !S0.41 

-         10.13—          6.4( 
+     496,98]+      41416 

-          3.36 
+      168.80 

+      306   37 

+         0.48 
+     1.50.16 

+           1-41 
+      101.34 

74.»« 

31.75 

.5.61 

-H      «93. 4' 
+     60s. 86 
-        ».57 

+     879.08 
+     588.63 
-        t8.69 

-f-      831-14 
i-      55'.  10 

—        '4-4° 

+      755.38 
+     497-63 

+      661. .4 
-+-      434-80 
-          6,38 

+      5!9." 
+      369,43 
—         1-19 

+      4S8.B6 
+      306,99 

+     366  46 
+     150,98 
+         0.55 

+      »85.43 
+      101.96 
-h           1-49 

!3- 

—             709 

895 

_           1090 

—           1187 

-           1478 

-         '655 

—           18.3 

-          1945 

-          1046 

f).(j 

+-     »KT.!! 

+     190.45 

+      ISO. 14 

+      157.75 

+      116. U 

+      189.79 

+      .51.87 

-+-      115-48 

+        81-47 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

■^ 

^^      . 

Uatum 

-in  ,V-tlnJ 

.0.  X-a^: 

1871 

1871 

+o"|i9'l7"4 
M7"58'4i"j 
21"! 6'   s"6 
9-57*574 
9 -999915 
9.966339 

+o"s6'i3"4 
■44"5i'4o"o 
.9"    9'  o"3 
9.5'S91i 
9,999941 
9.975177 

D....6_ 

■t-o"5j'l8"8 
.4I"41'48"6 
.6"    1'  8"9 
9.440844 
9-999948 
9.982800 

+o"jo'   3"6 +0"46'ia"4 

,18-35' 8;;s  .35:15X6 

ii-5i'i8"8      9"41'5T"9 
9-347951       9-117185 
9-999954I     9-999960 
9.98894!;     9-99jri6 

Aus.  .» 

+o"43'   3"8 

I32"1S'.1"8 

6"!i'l4"' 

9,056697 
9  999966 
9.99^.62 

+0"  IS'IO"! 

.29°   l'S4"8 
j-ji'is-i 

B,767i"8 
9.999971 
9   9991JS 

9-' 
9.' 

ain  Ai' 
sin  IJ  uder  cos  Q 

8.136686 
9. 99955' 
9- 578509 
i"36-i2"i 

8.214909 
9.999457 
9-5'5874 
2"5i'46"2 
o"39'ii"l 

8. 190545 
9.999115 
9.440792 
VH'   o"4 
l"   o'i6"5 

9-999075 
9.147906 

8-13247' 
9.998601 
9.11714s 

4^is;47;;o 

8.097822 
9-99719' 
9.056663 
6"i6'i6"i 
4"   4'   1"! 

8.058495 
9.991849 

8,767190 
1,"    3'56"7 
8"5.'li"B 

9-' 

7-. 

Hin  (Q— „' 
cos  {(i-i^ 

7.«434i> 
9.578958 
9.99998g 

8.058900 
9   516417 

9.999972 

8.246136 
9.441477 
9-999911 

8.427297 
9-348B31 
9.999844 

8.620104 

9.228644 

9.999612 

8.850819 
9.0S9171 
9.998905 

9    187536 

8.77514- 
9  994788 

9.1 

i.i 
9" 

cu»  Ä,  iic  /., 

mn/„oacrco,/., 

coa  ß,  cos  i, 

L, 

9-578947 
9.966276 

9.516389 
9.975111 
9 -9751 '9 
i9"io't6"2 

9.441409 
9-982751 
9.982748 
16"   2-=6"7 

9.34B675 
9.98B904 
9.988B96 
1 2"  53 '48", 

9.128166'    9-058177 
9.993696     9.997141 
9.993686'    9.997'lB 

9"44'ia"6|      6"3l'5S"6 

8.770119 

9-999145 
9  999117 

l"2i'j6"9 

7- 
9.' 

.-in  '/;, 

9.999998;   9  999998 

<j,7J0i5°        0.719180 
7.411379!      7.575117 

9-999995 
0.72B465 
7.687713 

9-999991 
0.717507 
7.776128 

9.999990        9-999986 
0.726509        0.715473 

7.B4874B  :         7,910091 

9-999981 
0.714406 
7.961B77 

9-' 

,-,  cos  /(, 

^in  iL,-/} 

I6"5.'l7"i 
9.950419 
0.730148 
9-65496' 

3'"38-56"2 
9,93007» 
0.729378 
9.719922 

J6-47'    1-4 
9,903579 
0.718460 
9-777179 

9.869124 
0.727499 
9 ■81777' 

48"   6'   7"7 
9.824650 
0.716499 
9.B7'770 

S4''lS'}8"l 
9.766487 
0.715459 
9.909386 

6o"'42'ji"5 
9.689530 
0-714188 
9.940588 

6T": 
9- 

9-' 

Sublract. 

0,680667 
0.47446 5 
9.781682 

0.659450 
0.464757 
9-751543 

O.6J1039 
o.455'B6 
9.701151 

0.596713 
0-445994 
9-6'7955 

0.551149 
0-437450 
9.476061 

0.491946 
0   419853 
9.186677 

0, 411918 
0.421500 
8.348455 

9- 

Siibirttcl. 

8,152619 
6„  3 24694 
0.006+07 

8.304697 
6„HoDoK 
0   004s 79 

B.416178 
fi„li654i 
0.00351g 

8    503635 
6„3'36i6 
0.00179s 

8-575157 
6,29003s 

8,635564 
6„  15 4064 
0.001800 

8.687283 

6„ioi76i 

1. 

.=i-ici 
»in  W  odLT  tos  W 

y  CO«  ff 
cot*  3 
(,.  «in  ff 

0.258147!     0,217100 
9.903852'      9.935872 
0.185110        0.449300 
o.48[)58        o.si34>B 
9.999995        9   999991 
8.159036        8,309176 

0.156438 
9-960378 
0.505739 
0.545J6" 
9.999988 
8. 419697 

0.063949 
9.978500 
0.555170 
0   576770 
9. 9999 84 
8.506430 

9-9'35l' 
9.990919 
0.598269 
0-607350 
9.9999B' 
8.577503 

9  616530 
9-998013 
0.634845 
0.636832 
9.99997B 
B. 637364 

8«76i373 
9   999966 
0   664976 
0.665010 
9.999976 
8.6B8704 

9- 
9- 

t^ubt^lct. 
Ä 

9-51«6j7 
8.555911 
7.809250 
9.9'4i37 

a  470148 

9.486564 
8.459691 
7.811860 
9.M89306 
8.348998 

9.454627 
8.363881 
7   8 1460s 
9.855938 
8.219819 

9-413114 

8.269641 
7-817479 
9.810870 
8.080511 

9.192631 

8.177893 
7,810473 
0.106193 
7.916766 

9.361146 
8,089438 
7,823581 
9.916551 
7-750133 

9-114966 
8.004898 
7.816781 
9.705015 
7.531797 

9- 

7. 

9- 

7. 

El      ir} 

[wty^m,   10-  K 

■/>  ir) 

U 

R 

0.206202 1  0.194691 

i.iiSiio       2,003970 

0.8596751    0,914057 
+   965.59  +    827.99 
+   2:4.45  +   158.00 

0-176853 
1.87479' 
0.960925 

4-     685-04 
+     112.63 

0.150719 

'.735484 

1.00.264 

+      545-44 

+        76.95 

0.113699 

1.58.738 

'-035719 

+     414.44 

+        49-59 

0.061091 

1.40S'05 

1 .064698 

+      194.99 

+        19-31 

9,990418 
1.1 86769 

..08B476 
+      '88. 47 
+        15-04 

9. 

+   ' 

+ 

"'i 

+       1,90  -t-      1.04 

+      161. 5J    +      ijo.ii 

+           1-95 

+           1.71 
+        84.06 

+           1-44 
-t-        68-06 

+           1.10 

+       55-51 

+          o-7i 
+        45.70 

4- 

+ 

2   « 

-  «-1 

+     216,89  +      '60.48 
-j-      165.13   +      130.85 
+           1.97,+           1-10 

4-     ..5-09 

+  .05.08 

-f-        79-14 
+        84-71 
+           1-79 

+        5', 81 

+        68 . 74 
+           1-50 

+       l'-14 

-t-       56" 
+          '-'S 

+        16.77 
-f        46-45 
-t-          0.80 

+ 

=1 

-         2,38 

"" 

—          2059 

-           1950 

-           '795 

—           "595 

:ä  :   In* 

1 
+                 0                        0 
-H       51  76  -f-       19.61 

—          5-17 

-         .6.91 

-        24-88 

-        19.68 

j£  ir, 

0 

0 

0 

0 

0 

F 

■ 

' 

-     191 

^4 

1 

187a 

..,. 

,1 

1 

1 

■o 

lUf... 

Ä..S. 

H<«. » 

0«i.3 

^»t-M 

JnUts 

J.«, 

9376 

+  o"i7'W5 

ii9"»4'  6"7 

3Sj"4i'»7"o 

9,040971 

9.999986 

9.997161 

+  o"i3'  6"7 

116"  a'48"o 

150-16'   8"l 

9,110514 

9   999990 

9.99J910 

+  o".8'46"7 

iii";i'i;"j 

347"  9'45"6 

9,3467" 

9-999991 

9.989007 

H-o-iVu-'B 

'09"14'57"4 

341''S»'17"7 

9,441719 

9  999996 

9.981561 

+0"  9'5i"S 

.o6''.6'»3"o 

J4o"j]'43"3 

9.511165 

9.999998 

9-9745' 3 

+  0°  s-i9"6 

lot"s6'4."4 

i37''l4'  t"7 

9,587679 

9-999999 

9.964774 

99  IS  5i"5 
313"i3'll"« 

9,643599 
o.ooaooo 
9.951140 

-0"   j'sj^i 

96".3;53';4 
lio"!!'.!": 

9,691064 

9.919784 

17S3 
I966 

7.9™546 

9„99B866 

9,040957 

t7S"5i'37"6 

"Tj"]9''j"; 

7.817554 

9,999645 

9„iio;o4 

i77"4o'i«"6 

17S"18'14"7 

7-737j8t 

9,1999869 

9.346705 

17B'>35'29"9 

I76''il'  6-0 

7.610980 

9„99995' 

9.443715 

.79"  »'■7"9 

i76"j5'54"o 

7.458163 

9.999984 

9.51116s 

'79"jo'i9"6 

177''l7'5j"7 

7.. 90181 

9.999996 

9,587678 

.79"46'.4"' 

.77"31'50"» 

6,ijooi4 

9^643599 
.T9''58'.9"8 

I77''4S'SS"9 

7„05  3ii7 

J.999999 

9,691064 

180"   7'S3"7 

17  7SSI9"8 

U»5 
[«IJ 

9.043502 
9.041091 

9.9971 Ji 

8.896919 
9.110B59 
9.998645 

B.  79969 7 
9-3468J6 
9,999115 

8.728571 
9. 441704 
9,.999177 

8-67J17J 
9.511179 
9,9995.8 

8,618434 
9.587681 
9,999607 

8-590941 
9.643599 
9,999670 

8.SS8B.3 

9,692065 
9,999715 

S77? 
iJS» 

.-4-, 

9,03941! 

9.997380 

9-997147 

3(jV'4ö"s 

9„i'9S04 

9.99J948 

9-991910 

3So"i7i6"o 

9„  34597' 
9,989043 
9.989000 
J47"ii'l"i 

9«441'4' 

9.981605 

9.982558 

34j"5l'3o"4 

9,S>1697 
9-974564 
9.9745.. 

340"34'5i"8 

9,587189 
9.964811 
9.964773 
137^S'7''6 

9,643169 

9.953304 

9.953140 

33l"54'n"9 

9.69.780 

9-939854 

9-939784 

13o"li'.."4 

9SJ8 

9.999967 
8.i855<)3 

9.999961 
o.7i9«Si 
8.117778 

9.999957 
0.71B657 
8.146513 

9-999951 
0.7. '448 
B. .71136 

9.999947 
0,71611. 
8.19(451 

9-99994. 
0.7.5006 
8.1.6116 

9.999936 

0-7.3777 
8-134541 

9- 9999 10 
0.7.1551 

8.150878 

11 '9 

Si^to-ii"? 
9.185986 

0,710995 
9.994*16 

88"   5'J4"3 

94"S4'17"8 
«.93147 ■ 
0.7186.4 
9   998401 

.oi"32'i4"8 
9,301 '5' 

0.717401 
9.99.131 

i07"54'ji"6 
9^487855 
0.716.78 
9.978419 

1.1"S7'18"6 
9,608644 
0,7.4947 
9.960861 

i.9"39'i3"o 
9„694417 
0.711711 
9-939014 

.14"58'17"S 
9,758311 
0.7.148. 
9.91350. 

»»54 

1364 

o.7.9«:i 
9.999759 

603a 

56.6 
171t 

9.9069B1 
0.414474 
9.838334 

9.241991 
0.415311 
9.969K1« 

9,65.085 
t^.  4.8091 
0.068556 

0,0.8551 
0.41165B 
0-14437S 

0,104011 
0.418746 
0.103050 

0,113591 
0.4J621S 
0.148154 

0,408140 
0.444647 
0.2B3160 

0,470794 
0,45376. 
0.191597 

t7l8 

i6«9 

8.806611 
5„9876.T 
o.ooosu 

8.837619 
5„64933! 
o.ooolBi 

8.865190 
5.037416 
O.DO0064 

8.889784 
5. 3636.1 
9.99987. 

8.91168] 
5-751179 
9.999699 

8.931121 
5-945469 
9.99955. 

8.948118 
6,070776 

8. 961429 
6,160.68 

»79' 

9,999414 

9-9993'6 

8756 
■731 
Sil» 

67«T 
-997» 
.IJ09 

0,151808 
9.975668 
0.715811 
O.740I5J 
9   999970 
8. 807144 

o„38S"5l 
9-957815 
0,719571 
0.7^1747 
9.999969 
8.837910 

o„4B66,,7 
9.935454 

o"7b1563 
9.99996a 
8.B65.54 

o„567ol3'        0,631816 
9.908907           9.878615 
0.708512          0.694607 
0.799615           0.815991 
9.999967          9.999966 
8.8896551        8,91.381 

o„6B4579 
9,853816 
0.675809 
0-830751 
9.999965 
8,930671 

0,717807 
9„B8j79i 
0. 651717 
0,8440.5 
9.999965 
8.947741 

0.76339' 
9.907497 
0.615981 
0.855894 
9.999964 
8.96174s 

WS  55 

ISS 

04JJ 

9.»59B'7 

7-779451 
7.8369.6 
9..S066T 
6,9joii8 

9.138111 
7.714666 
7,840447 
9.516118 
7„ 140904 

9.118405 
7-65  S"5 
7 . 8 44019 
9.736071 
7„19'i86 

9.100141 
7.601016 
7   847656 
9.883198 
7,4844>4 

-     9.183974 

7.551911 
7.8SIJ07 
9,996704 
7,548616 

9-16911» 

7-507616 
7-854981 
0.088165 
7„S958oi 

9.155950 

7-467850 
7.858669 
0..64.58 

7„6 11008 

9.. 44070 
7.411110 
7.B61347 

9-79*161 
7,660709 

H»4" 
<S-V>i 
II 114 
5-)7 
0.64 

9-491507 

0.585090 

1.IJ019S 

—       51. 9J 

8.826679 
0,895876 
1.. 34885 

-  107.34 

-  O.S3 

9.^1^994 
1,046158 
1.135108 

+           1-90 

9.595894 
1.139196 
... 11190 

-      .86.46 
+           S-44 

9,775137 
..103598 
I..1J401 

+         9-51 

9,887366 

1,150771 

1,1.2034 

—      130.57 

+       '3-74 

9^961491 

1.1869B0 

1    097184 

—     341-11 

+        .7-8= 

0,017011 

.,11568. 

1.079743 

-     14B.56 

+        11.5. 

o.OT 

;i  9S 

-         0..5 
+        17. >9 

^          D.81 
+        10,43 

-           1.07 
+        '«Ol 

—               l,JO 

—         1.52 
+       14.54 

—           1-71 
+       '3. »7 

—          ..90 
-J-        11.11 

.65 
s.So 
d.ii 

_          0.S6 

+       =4-45 
—         0  ii 

■t-           1.99 
+        i'-55 
—          0.80 

+           5-41 
+        .9.18 
~           .,06 

I+  + 

-h       14.03 
4.       .6..1 
—         1.54 

1  +  + 

I+  + 

—            771 

-           446 

—             109 

+             13' 

+           564 

+             881 

+           "77 

+           1446 

—       18.68 

-  ».c 

-         '9-S6 

-         '3. «5 

—          7-93 

—          2.09 

+           3.49 

+          8.6s 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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Datum 

Febr.  24 

^75 

Oct.  '.7 

1874 
j      Sept.  17             Aug.  8 

Jan.  15 

Der.  6 

Juni  39 

i       « 

A/ 

—   l"  z'lj" 

o*'59'26" 

— o"56'27" 

'—  o"53'27" 

i—  o"5o'25" 

0V23" 

-  o«44'i9'' 

-o« 

Äo' 

Siy^'is'  3" 

316"  o'27" 

3i4"45'59" 

3i3"3i'39" 

i  3i2''i7'26" 

311"  3*21" 

:   309^49'23'' 

30«- 

V-öü 

i9i«32'23" 

.   i9o'*i7'47" 

189"  3'i9" 

i87"48'59" 

,   i86"34'46'' 

i85"2o'4i" 

184"  6'43" 

I83< 

sin  (V— Qu) 

9«3o"3 

9^25222 

9«  19697 

9«! 3354 

9„059ii 

8^96917 

«,.85555 

«. 

cos  ,V 

9- 9999 3 

9.99993 

9.99994 

9 . 99995 

9.99995 

9.99996 

9.99996 

9. 

cos  (Ao'  — Qo/ 

9ii99"3 

9«99*95 

9«99455 

9«99595 

9«997i3 

1      9«998ii 

9»99«8« 

9m 

»in  ,V 

»»25877 

8„23773 

8„2i537 

8^19166 

8^16628 

8„i3934 

8,^11028 

h 

fiin  Q  oder  cos  Q 

9«99«22 

9«9979« 

9«99765 

9«997i8 

1       9;,99647 

9«99530 

9«99309 

9^ 

cos  /«o'  **in  (Ao'  —  öo) 

9„3oio6 

9,|252i5 

9» «969» 

9«! 3349 

1       9«o59o6 

8^9691 3 

«««5551 

^ 

Q 

i85"ii'  z" 

i85"3i'3i" 

i8s"57'24" 

i86**3r2i" 

1   i87"i7'4o" 

i88"25'  4" 

190^11 '32" 

Q-io 

i82"58'38" 

i83"i9'  7" 

183^45'  0" 

I84"i8'57" 

185"  5'i6" 

1   i86"i2'4o" 

1 

187^*59'  8" 

191« 

sin  (Q— /o) 

««71549 

8^76259 

8„8i56o 

8^87653 

8«94783 

1 

9«03420 

9«i427« 

9» 

^      . 

9.30284 

9-25417 

9.19926 

9.13631 

9.06259 

8.97383 

8.86242 

«•: 

cos  {Q—to) 

9n  99941 

9«99927 

9m99907 

9n99877 

9*99828 

9»99744 

9*99577 

9«f 

cos  ^1  sin  Li 

9«3022S 

9«25344 

9«i9833 

9,1 13508 

9/|06o87 

8,i97i27 

«««5819 

«. 

sin  Zi  oder  cos  Xj 

9«99i09 

9«9929i 

9«99452 

9,,99592 

9«997ii 

9„998o9 

9,99887 

9«! 

cos  ^i   cos  /y| 

9„99io6 

9  99288 
i9o^9'35" 

9»99449 

9/,99590 

1       9n997o8 

9«998o7 
185^22*15" 

9i.99«84 
184^  8'i4" 

..^ 

L^ 

I9i"34'i4" 

189"  5'  4" 

i87''50  4i" 

i86"36'24" 

cos  /?| 

9 • 99997 

9.99997 

9.99997 

9.99998 

9.99997 

9.99998 

9-99997 

9. 

'1 

0.99500 

0.99537 

0.99573 

0 . 99608 

0 . 99642 

0.99676 

0.99708 

o.* 

sin  B\ 

8^01833 

8„oi676 

8,^01486 

8^01284 

8^01042 

8„oo8o3 

8^00520 

^ 

I^-l 

90^41 '19" 

94"32'55" 

98^24'  3" 

io2"i5'43" 

106"  9'  4" 

iio"  5'  0" 

114**  4'36'' 

11«> 

COg   (Zj  — /) 

«»07984 

8„8993o 

9«  «6464 

9»327i2 

9»4443i 

9«53578 

9,^61062 

9i^ 

r\  cos  ^1 

0.99497 

0.99534 

0.99570 

0.99606 

0.99639 

0.99674 

0.99705 

DJ 

sin  [L\  — /; 

9.99997 

9.99863 

999532 

9.98998 

9.98251 

9.97276 

9.96047 

9. 

^i 

9„074«i 

9«89464 

0^16034 

©,,32318 

1 

j      0^44070 

:      0^,53252 

0,60767 

;    0^^ 

(r) 

0.56402 

0.56481 

0.56488 

0.56423 

0.56287 

'     0.56080 

0.55802 

i    0. 

Subtract. 

0.01386 

0.08412 

0.14425 

0.19702 

1      0.24423 

1 

0.28712 

0.27691 

0.; 

1 

*• 

9«oi333 

9,.oi2i3 

9«oio59 

9^00892 

9«oo684 

9,,oo479 

9,00228 

9i^ 

*• 
«* 

4«89... 

5,,i85.. 

5,4082. 

Sm 

Subtract. 

0 

0 

0 

0 

9.99997 

9.99993 

9.99989 

9. 

^1  -(r) 

o,.57788 

0^64893 

0^709 13 

0^76125 

o„8o7io 

0^84792 

0,88458 

Om\ 

sin  6*  oder  cos  (i 

9.97031 

9.95966 

9.94758 

9.93401 

9.91882 

9.90188 

9.88291 

9.' 

V\ 

0.99494 

0.99397 

0.99102 

0.98604 

0.97890 

0.96950 

0.95752 

o.< 

Q  cos  0- 

1.02463 

I. 03431 

1.04344 

1.05203 

I .06008 

1.06762 

1 .07461 

I.« 

cos  ^ 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9 . 99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.* 

(>  sin  0- 

9«oi333 

9«oi2i3 

9«oio59 

9«oo892 

9„oo68i 

9»oo472 

9,002 I 7 

9." 

Q-' 

8.97535 

8.96567 

8.95654 

8.94795 

8.93990 

8.93236 

«.92537 

8. 

e-3 

6.9260^ 

6.89701 

6.86962  ■ 

6.84385 

6.81970 

6.79708 

6.77611 

6. 

n  -3 

7.01500 

7.01389 

7.01281    ! 

7.01176 

7.01074 

7.00972 

7.00876 

7.« 

Sublract. 

9- 35659 

9.48970 

9.59169 

9.67395 

9.74236 

9.80051 

9.85042 

9. 

A' 

6,128264 

6^38671 

6^,46131 

1 

6^51780 

6^56206 

6«59759 

6,62653 

6J 

^\  :  (r) 

»«51079 

9«32983 

9«59546  ; 

9«75895 

9,187783 

9»97i72 

0,04965 

0» 

^fr/;-'mi  io7  A' 

9,141366  j 

9«5i773 

9ii59233 

9^64882 

9«693o8 

9«7286i 

9»75755 

9. 

';i  (r) 

1.55896 

1.55878 

1.55590 

1.55027 

1.54177 

1.53030 

1.51554 

I. 

r 

—        9.39 

"93 

—      14.07 

—      15.82 

—      17.17 

—       18.15 

—      18.75 

R 

+        o.oi   ; 

-h       0.07 

-f-        0.15 

-|-        0.26 

-f        0.37 

+        0.50 

+        0.64 

-h 

w, 

4-       0.03 

+        0.03 

+        0.04 

+        0.05 

-h       0.05 

+        0.05 

1 

-h       0.06 

-f 

fp. 

4-        1 .  14 

1 

+        1.07 

-h          I.OO 

-1-        0.94 

+       0.89 

4-       0.85 

-f-        o.8i 

+ 

i 

i 

■ 

m 

m 

■ 

^ 

■ 

H 

1 

13= 

^^ 

1874 

.a,3 

~ 

«"■ 

Ei»'"  " 

D«.  ti 

».,., 

8.,L« 

Au«.,, 

Jnll« 

K.1.S 

April .] 

9" 

—  o°!S'  3" 

-  0-31 '56" 

—  o°i8'4a' 

—  o''a5'4o" 

-  o"iz-3." 

-    0".9'12" 

—  o"i6'i3" 

—  o"il'  3" 

_  0"  9'54" 

>*" 

106"  8'to' 

304"54'38" 

30j"4i'ii" 

JOi"i7'53" 

3ol''.4'39" 

300"  i'30" 

19B"48'17' 

i97"3S'i9' 

I96"iz'36" 

r* 

iao''is'3o' 

m'ti'iV 

I77"58'3i" 

176"45'"3" 

I7s''3i'59" 

i74"i8'5o" 

173"  5'47" 

.7I"S1'49" 

170"39'!6" 

B» 

7,87016 

8-14515 

8.54809 

8. 75305 

8.B914S 

8.99598 

9.07990 

9-14997 

9.11004 

97 

9.99998 

9-99998 

9,99998 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

0.00000 

B> 

9b99999 

9„99996 

9«99973 

9„9993o 

9,99868 

9„99786 

9,99684 

9,99561 

9,9941. 

TT 

K,oo84i 

7„96796 

7„9i3i' 

7,187309 

7,81613 

7,.7S078 

7,67369 

7-57934 

7,45936 

oo 

9-90776 

9.91051 

9.988.1 

9.99616 

9-99847 

9-99930 

9,99967 

9.99984 

9-99993 

»i 

-«87014 

8. .4513 

8.54807 

8.75304 

8.89144 

8.99597 

9.07990 

9.14997 

9.11004 

«" 

*J3"57'(»" 

ii6"«-54" 

346-3  9'i=' 

j;i"29'ii" 

j55"m'i4" 

3S6''44'44" 

357-45'  9" 

358"i7'j8" 

158";8's8" 

44" 

2j.'>4C»K' 

3i4">o'jo" 

344''17'   6" 

J5o".6'58" 

35i''59'io'' 

3S4-31W 

3i5''3i'45" 

356"rs'.4" 

J56"46'34" 

f»a 

9nS9!<'9 

9„767J9 

9„4ieii 

9„ii7  33 

9„0867S 

8,97850 

8,8901. 

8,.8l5i5 

8,75003 

«5 

8.10065 

8.11471 

8-SS99S 

8.7567B 

«.89197 

8,99667 

9.08013 

915013 

9.11011 

9,79  >« 

9.90891 

9.9838. 

9.9937! 

9,99674 

9,99801 

9.99869 

9.99907 

9.99931 

;9« 

7»«9^H 

8.13364 

8.54376 

8-75050 

8.8B971 

8.99469 

9.07891 

9.14910 

9.10941 

»ai 

9»99999 

9„y9996 

9b99973 

9.9993 > 

9„99«69 

9^99787 

9,99685 

9,99564 

9-99413 

179 

9,99997 

9«99994 

9„9997i 

9»99919 

9„99867 

9,9978s 

9„99684 

9„99S6i 

9,9941' 

'70V43 

1*" 

i8o"i6'so" 

t79'^'']'>4" 

■77"S9'44" 

i76"46-ii" 

,-S''33'   3" 

'74"i9'5o" 

.73"  6'43" 

i7i"S3'39" 

i*a 

9-99998 

9.99998 

9.9999a 

9-99998 

9.99998 

9.99998 

9.99999 

9-99998 

9.9999« 

■yo 

0.99800 

0.99819 

0.99857 

0.99884 

0.99909 

0.99934 

0.99958 

0,9998. 

l.OOOOJ 

•7 

7,99574 

7„99i>' 

7„988.7 

7„984n 

7„9797S 

7»97S'7 

7,97044 

7,96518 

7.960.4 

.t6''!6'  9" 

131"   l'if" 

r3S"36'  8" 

i4o''ir37" 

14i"l9'i7" 

1S0"J0']4" 

ISS''S7'  0" 

161V'  4" 

l67''4l'lo" 

9„77S44 

9.8.7.S 

9-85401 

9„8a6s3 

9,9.506 

9-9397  3 

9,96056 

9,97738 

9,98990 

0.9979a 

0.99817 

0.99B55 

0.99881 

0.99907 

0-99931 

0-99957 

0,99979 

9.9*460 

9.87761 

9.84487 

9.80479 

9.75509 

9.692ZT 

9.61016 

9.49766 

9-31883 

7« 

o,7734» 

o„8i54i 

o„8si56 

o„a8535 

0.9 "41 3 

0,93905 

0^96013 

o„977i7 

0,9899. 

>S6 

0.I454H 

0.53991 

0.53369 

0.S168. 

0.51931 

0.51.11 

0.S016. 

0,49354 

0.4841. 

'«4 

O.1018S 

0..8477 

0.17013 

0-15775 

0.14701 

0..3780 

0..1991 

0.11331 

0.11794 

~ 

8-99374 

8„99040 

«„98674 

8,98195 

8,9788 I 

8,97451 

8,97001 

8,96509 

8,960.7 

!,8so6. 

i;™95'B. 

6„o374- 

6„io96. 

6,1697. 

6,zi88o 

6,15840 

6„i889i 

6„jio9t 

m 

9.99969 

9.99960 

9.99951 

9-99941 

9-99933 

9.99914 

9.999.6 

9.99908 

9.99901 

«6 

o,9TSi7 

i„oooi9 

'«01179 

'«04310 

.„06., 5 

■„07685 

.„09005 

1,10049 

.„'0785 

«1 

9„8a»8o 

9„90ia6 

9n91HS 

9,93776 

9-95171 

9,96599 

9,97744 

9,98689 

9-99407 

U9 

0.90158 

0.87589 

0.84341 

0.80J6. 

0.754.6 

0.69.53 

0.60973 

0-49745 

0.31884 

roj 

1.09147 

' -09733 

...0,64 

■■ 1=534 

1 . .0843 

1,11086 

1.11161 

,.1.360 

1.U37B 

m 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9-99999 

9-99999 

9.99999 

•w 

8,99343 

a„99ooo 

«„98615 

8^98237 

8,978.4 

8,97375 

8,969.8 

8„96417 

8„959'9 

>•* 

8.90751 

8. 90166 

8.89835 

8,89465 

8. 89156 

8.88913 

8.88738 

8.88639 

8.886i> 

Itl 

6.71156 

6.70798 

6.69SOS 

6.68395 

6.67468 

6.66739 

6.66114 

6.659.7 

6,65863 

^ 

7.00513 

7.00419 

7.0034g 

7-00173 

7.00198 

7,00.16 

7.00057 

6.9999' 

>I9 

9.9640a 

9.99110 

0.03014 

0.05146 

0,06471 

0.07311 

0.07730 

0.07708 

6.68664 

6„70oiB 

6„7M3. 

6„7ioi9 

6,717.4 

6,73110 

6,73515 

6-73647 

6,73171 

il» 

■»."794 

o™i75fo 

o„5i887 

o„358S4 

0,39481 

0,41783 

o„4S7S> 

"»48363 

0,50580 

«3 

9.81766 

9„83iio 

9„84i34 

9,81.1, 

9,858.6 

9,863.1 

9-86617 

9,86749 

9,86673 

M 

1.44806 

■.4158. 

1.37711 

1.33041 

i. 17347 

1..1134 

0.99099 

0.8.195 

•9 

—      H.44 

—       17.66 

-       .6.57 

—      .5.19 

—       .3.54 

—       M.64 

—         9.51 

—         7,11 

—       4.78 

9t 

+         t... 

+         1.18 

+          1.45 

-f.        1,61 

4-       '.79 

+        1-95 

+         1... 

+         1-14 

+        1.16 

>6 

+         0.06 

+         0.07 

-t         0.07 

+        0,07 

+       0.07 

+        0.07 

+         0.07 

+         0,07 

+        0.07 

i 

+■         0.71 

B>hnlH"l>fn.r 

L 

+         0,69 

+-         0.67 

+        0.6; 

+       0^64 

+•        0.63 

+         o!6i 

+         0.61 
25 

+        0,61 

i 

^^^H 

^^^H 

^^^H 

^^^H 

^^^^1 

..„ 

Mir.* 

J.n.  »s 

U».  .6 

Nov.  6 

a«pi.  IT 

Ao«,  >S 

J»U* 

H 

-  0°  6'44" 

-  a"  J'34" 

-  0"  o'2  5" 

+   0"  z-^s" 

+  0"   5'54" 

+  0»  9-  3" 

+   °""'."1 

+   0' 

\' 

'9!"  9'47" 

»9ä''S7'  i" 

I9i"44'"" 

191 "31 '45" 

190"!  9'"" 

189"  6'43'' 

Au'— Qu 

.69".7'   7" 

i68"l4'ii" 

.67"   .'41" 

.65"49'   5" 

.64''36'3=" 

.63"24    i" 

■in  ll„'-Q«; 

9.38917 

9-4»39' 

9-45587 

9  485« 

9- 

o.ooeoo 

o.ooooo 

0. 

c».  ,i«'^Q,) 

9„99i6o 

9^99079 

9„9a877 

9„9S656 

9-9«4<4 

9,98>5' 

9,97868 

W 

sin  ß,; 

7„29iq6 

7^01599 

6,0855 1 

6.90306 

7.13458 

7.41037 

7-54949 

,., 

«in  Q  Oller  tm.  f^ 

9.gq99B 

9.99999 

9.99999 

9.99998 

9-99997 

9- 

ci,»  .J„'  »in  [Xu'-Qi,\ 

9.I6M9 

9  ■  1°9I5 

9-3S"7 

9.38917 

9.41391 

9-48544 

9> 

J!9"ij'i3' 

J59"4»'jo" 

Ji9"58'  9" 

o"ir.3' 

'i-i. 

3i7"io'49' 

Ü7-30'   6" 

157"4i'45" 

357"  58-49' 

35«"   9'i"' 

R„69'9' 

«„6J9J9 

8«S9';3 

B,j47og 

8„5"S70 

8,46676 

8-43013 

«-: 

CO»  (S-'u) 

9.i6i6i 

9-3ll9'7 

9-4139» 

9.45589 

9-48547 

»• 

9-99947 

9-999S9 

9.99967 

9-99973 

9.99978 

9-99981 

9  99984 

9-' 

9.1620B 

9.30S81 

9.3SOtl4 

9.38890 

9.41370 

9-4557" 

9.4853' 

9- 

9„98B79 

9^98658 

9«9«4'5 

9«9«'Si 

9^ 

coH  7f|  run  i.| 

9„99i6o 

9n99079 

9,9«877 

9„9»6S6 

.Ä'iV 

•W 

/. 

.69"i7^'" 

.68".  I'  0" 

165"  49' 36' 

i64"j6'sy' 

CUR  11, 

9.99999 

9.99998 

9-99998 

9.99999 

9-99999 

9.99999 

9-' 

1.00014 

1 .00063 

1.00081 

1 , 00098 

Mn  ^, 

T„954St 

7„94«65 

7„94»7t> 

7„936iS 

7„9»96. 

7,9"65 

7.91560 

7d 

.87"46'49' 

I95''ii'59' 

ioi''j8'46' 

11 1"    6'   8' 

i'g"!»" 

air 

9„99996 

9n99S9« 

9„98451 

9„96409 

9„93i6o 

9,88711 

r,  CK  /y, 

.in  (7,,^/) 

1.OD079 

1.00097 

1.00113 

9. =,.664 

«„.0386 

9„IJI54 

9^1860 

9,,S9tS' 

9B7tl'i 

9.80379 

9.1 

o„99786 

I  „000 19 

0,99659 

"«98531 

0,96506 

0-93373 

0,88849 

0.1 

0.46476 

0.45519 

0.44599 

",4374i 

0.41985 

0.41350 

.Sllhtrnrl. 

O.lljtl 

O.IIIOJ 

o-.og74 

O.IIOIO 

___ 

c. 

»«94331 

8„937o« 

8„91o6o 

««91379 

8,91 688 

V 

6„J300I 

6„3»654 

6„3i366 

6,»9«'3 

6„154"6 

Si.l.lrnrt. 

9.9989» 

9.99896 

9.99B9S 

9.99897 

9-99901 

9.99907 

9.99916 

9.' 



l„1MbH 

1   11141 

>»io633 

i„095Si 

l«o779» 

'«"5»' 3 

1,01649 

«Wl 

9„9999« 

9,,99TS7 

9„99os6 

9„97794 

9.9(844 

9.93041 

0.01686 

o,,iJ»S 

"«41939 

0.5914» 

0|,714»S 

",r; 

1.113°« 

..10496 

1,09998 

1.09369 

1.08607 

I.C 

9-99999 

9,99999 

9-99999 

9.99999 

9-1 

(.  .1» » 

H„9<3'4 

S„94«05 

a„94»i? 

8„9l6o3 

8^91961 

8.89.13 

8.89503 

8. 90001 

8.90630 

«91391 

8-1 

6.66565 

6.67369 

6.68509 

6.74176 

H.iliiriw'i. 
A' 

6.99R68 

6,99811 

6,99757 

6.99706 

6.9965« 

a.o6lBo 

0.04558 

9.99196 

9 -95 '97 

9.9011» 

6,TJ»TB 

fc„7i745 

6„Jl9i7 

6^70770 

6.69 '99 

6„67087 

,.*,^;:i^A- 

f*«S39J7 

0,5176. 

0.50388 

0,46499 

■W 

9_«5S47 

9„8SO»S 

9„8387» 

9^81301 

9,,77J9o 

9rf 

"„86538 

1,01993 

V 

V" 

+       1.74 

-*-       S-"6 

+        7.13 

+       8,81 

1-        ».44 

+        1.4« 

+       1.46 

•+-        1-39 

+        1.14 

4-       '-7I 

+ 

"■l 

0  07 

+        0.06 

-f       0.06 

+        0,06 

+        0.06 

+       0.05 

+       "."S 

+ 

4-      o-^» 

+       0.61 

+       0.64 

+        ".65 

4-        0.68 

+      0.7. 

+ 

187» 

1S71                                                                           1 

Min  <i 

iM.  3< 

D^..* 

Hw.  1. 

OcL  3 

Aug.  U 

JnlilS 

_^"'  ^ 

•«T" 

+  0°  11*34" 

-)-  o"l4'40" 

+  o''i7'46" 

+  o"io'5o" 

+  o"33'54'' 

+   0"36'57" 

+  o"39'59" 

+  o"43'  0" 

*S4" 

2ft4"l7'l6'' 

i8j"    5'  0" 

l8i"si'47" 

i8o"4o'35" 

i79';i8:is;; 

178".6'»7" 

177"  4' 10" 

"OK  k: 

14" 

tsB"j4'36" 

Ijy'ii'io" 

.;6".o-  7" 

IS4"57'SS" 

.S1"45'4S" 

'ii"33'37" 

.s'"»iV 

.50"    9' »3" 

»57 

9.56160 

9-S*I'7 

9.60643 

9.6x55, 

9-64551 

9.66351 

9.6B063 

9.69691 

999 

9-99999 

9.99999 

9-99999 

9,99998 

9.99998 

9-99997 

9.99997 

>38 

9.96*9' 

9,96i»i 

9,96130 

9,95715 

9,9S»78 

9,94817 

9,94131 

9,93811 

97» 

7-79751 

7.8SSB3 

7-90714 

7.95174 

7.9939» 

8   03.31 

8-06559 

8-09718 

99S 

9-99994 

9.99991 

9.99991 

9.99990 

9-99989 

9-99988 

9-99987 

9   999B6 

%S6 

9.56159 

9-S8!'6 

9.60641 

9.61649 

9.64549 

,9-66349 

9,68060 

9. 696 88 

j'ij" 

o"s9'  1" 

1"   4'  6" 

i"    8'+3" 

.-.i'i." 

i"i6'4o" 

."lo'io" 

ri3'i4" 

a'S9" 

J5S"46'18" 

3!8"S'-4i" 

358''s6'i9" 

359"   o'i7" 

3  59"   «''6" 

159"    7'46" 

3S9"'i'o" 

359"  '4'  0" 

.141 

«„31919 

8,198.1 

V6773 

8,13859 

8,10981 

8,18166 

8,15391 

8,11647 

|86i 

9.56165 

9.5a5i4 

9.60651 

9.61659 

9.64560 

9.66361 

9,69o73 

9.69701 

»«9 

9.99990 

9-99991 

9-99993 

9   99993 

9-99994 

9-9999S 

9- 99996 

9,99996 

|tSD 

9-56155 

9.585I5 

9.60644 

9.61651 

9.64554 

9.66356 

9-68069 

9.6969g 

»J8 

9-9689' 

9,9651' 

9,96130 

9,95715 

9.9i»77 

9,948.6 

9,94319 

9,938.9 

■»17 

9,96890 

9,96510 

9  96.19 
,56^10'  4" 

9,95711 

9«9i»76 

9,948.4 

9,943 »8 

9,9181* 

7'  3- 

tSS"j4'4i" 

,57"11'11" 

'54*'57'so" 

i53''45'37" 

lSi"33'i6" 

151"».'.»" 

ISO-   9'    1" 

»99 

9.99999 

9-99999 

9.99999 

9.99998 

9.99999 

9  9999* 

9.99999 

9-99999 

>i55 

1. 00166 

1.00177 

1.00195 

1.00108 

1.00118 

7,89184 

7,88336 

7,87414 

7.86518 

7,85551 

7,84517 

7,83464 

7„8il49 

4'll" 

M*"    i'iS" 

155"    o'jo" 

i63"53'4'" 

I7i''36'44" 

18.-   s'i7" 

i89"l5'S7" 

197"   6'n" 

304''3S'l8" 

iS>3 

9,60866 

9,41176 

9,01676 

8.65S74 

9,1840t 

9.51845 

9.6586. 

9.75410 

■•S4 

."00.65 

1. 001 76 

I.D0193 

1 . 00106 

. .00113 

..00117 

:I96 

9,96086 

9,,98496 

9-99751 

9,99955 

9,99181 

9.97497 

9,94947 

9,9'SS3 

,677 

0,6 10 J. 

0,41451 

o„oi86i 

9.66067 

0.18603 

0.51051 

Q. 66074 

0-75617 

i{6> 

0.41447 

o.4'51' 

0.41809 

0.41166 

0.41880 

0.43611 

0.44465 

0.45376 

i949 

0.1.406 

0.3006J 

0..4856 

9.9'7S' 

9.590.9 

9.3J081 

9-80937 

0.00195 

"57 

8,89550 

8,88513 

»„87610 

8,867.5 

8,8575-1 

8,84715 

8,83678 

8,81567 

liGi 

5,88761 

5„64933 

5,03743 

5-36361 

5    7SI18 

S- 94547 

6-07078 

6.160.7 

mi 

9-999S7 

9-99975 

9-99994 

0.00014 

0.00034 

O.DOOS4 

0,00074 

0.00094 

>6i6 

o,8l4J7 

0,71594 

0,56665 

0,34017 

9-8 761» 

9-76704 

0.15401 

0.45671 

it90 

9»9°77S 

9,945 '5 

9,97115 

9,.9«99i 

9,99874 

9,999' 8 

9,99141 

9,97.545 

tj50 

0,96151 

0,98671 

0,99938 

.,00.48 

0,99383 

0,97703 

0,95160 

0,9.770 

i66o 

1.05476 

'-04'57 

'.017'3 

1.0. 157 

0.99509 

0-97785 

0.96017 

0.94115 

1999 

9.99999 

9-99999 

9-99999 

9-99999 

9-99999 

9-99999 

9-99999 

9-99999 

-098 

»,89307 

8,88488 

8,87604 

8,86717 

M5788 

8,84789 

8,83751 

9,Bi66i 

III9 

8.945»J 

8.9584» 

8.97186 

8,98841 

9.00490 

9.011.4 

9.03981 

9-05774 

6.83569 

6.87S»6 

6.9(858 

6. 965 »6 

7.06641 

7-11946 

7. '7311 

I51S 

6.99501 

6.99469 

6.99441 

6.99415 

6.99394 

6.99376 

6.99358 

6.99346 

!lt9 

9.6466. 

9.50041 

9.1B059 

8.83749 

8.68987 

9-16035 

9.51665 

9.70989 

u 

6,48*30 

6,37567 

6,I99'7 

5,80175 

S.6838. 

6.154" 

6-5102. 

6.70J3S 

1115 

0,19584 

9,9991' 

9,6.051 

9.1380. 

9-85713 

0.08419 

0.1,609 

0.3015. 

<SO* 

9-6133» 

9,50669 

9,33019 

8,93377 

8.8.483 

9-3«!'3 

9.65123 

9.83437 

.111 

.,37698 

1,40103 

',417+7 

|„414'4 

.„41163 

i,4'3»! 

',39615 

1. 37146 

>.6x 

+       9.7* 

+       8.10 

4-        5-59 

—        1-73 

-       6.19 

—     16.06 

.«■ 

+       0.64 

+       0   p 

+        0.09 

—        o-"' 

+        0.05 

+       0.19 

-(-        0.74 

+    ..„ 

.04 

+       0.03 

+       0.01 

+        0.01 

+       o.a. 

0.00 

_       0.01 

—        0.01 

—         O.OJ 

.«5 

+      0.93 

+           I.Ol 

+        1    U 

+       i.»J 

+        '-40 

+        1-58 

+        1-78 

+           t.Ol 
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U 


Datum 

1 

^r 

:/•■ 

+  5630.84 

lof^ßudt 

1 

1871  Juni    5 

-     ■           f 

—  264.62 

1 

3.750573    i  3 

+    11.15 

+  5499.25 

+  102 

Juli    15 

+     5.461 

—  253.47 

+  5371.36 

3.730084 

+ 

0.74 

:+  16.61 

+  5245  78 

+     97 

Aug.  24 

-f-    0.12 

+    6.20J 

—  236.86 

+  5125.75 

3.709757 

+ 

0.86 

'+  22.81 

+  5008.92 

+     93 

üct.     3 

-f-    0.15 

+    7.061 

214.05 

+  4899.71 

3.690170 

+ 

1 .01 

+  29.87 

+  4794.87 

+     89 

Nov.  12 

0.02 

+    8.07 1 

—  184.18 

+  4699.97 

3.672095 

+ 

0.99 

+  37.94 

+  4610.69 

+     85 

l)üc.  22 

-f-    0.04 

+ 

X.03 

+    9.06 

+  47.00 

—  146.24 

+  4464.45 

+  4534.05 

3.656486 
+     82 

1872  Jan.    31 

0.07 

+  10.09 

—  99.24 

+  4410.50 

3.644488       3 

+ 

0.96 

+  57.09 

+  4365.21 

+     80 

März  1 1 

—    0.13 

+ 

0.83 

+    II. Of 

+  68.14 

—  42.15 

+  4323.06 

+  4338.91 

3.637381 
+     79 

3 

April  20 

0.21 

+  11.88 

+  25.99 

+  4329.89 

3.636477 

3 

+ 

0.62 

+  80.02 

+  4349.05 

+     78    , 

Mai    30 

—    0.3^ 

+   12.50 

+  106.01 

+  4394.87 

3.642946       3 

+ 

0.27 

+  92.52 

+  445506 

+     80 

Juli      9 

—    0.58 

+  12.77 

+  198.53 

+  4546.09 

3.657638    ,  3 

— 

0.31 

+  105.29 

+  4653.59 

+     83 

Aug.  18 

—    0.97 

1.28 

+   12.46 

+"7.75 

+  303.82 

+  4957.41 

+  4796.21 

3.680898 

+     87 

3 

Sept.  27 

I.5S 

^^ 

2.83 

+  11.18 

+  128.93 

+  421.57 

+  S378.98 

+  S157.88 

3.712471 

+     94 

3 

Nov.    6 

2.32 

+     8.35 

+  550.50 

+  5643." 

3.751519       3 

— 

5. 15 

+137.28 

+  5929.48 

+  102 

Dec.  x6 

3.47 

+     3.20 

+  687.78 

+  6261 .70 

3.796692       3 

— 

8.62 

+  140.48 

+  6617.26 

+  113    ■ 

1873  Jan.    25 

—  4.49 

—     5.42 

+  828.26 

+  7019.73 

3.846321       3. 

13.  II 

+135.06 

+  7445.52 

+    127 

M&rz    6 

—  5.40 

—   18.53 

+  963.32 

+  7916.50 

3.898533    ,  3 

— 

18.51 

+116.53 

+  8408.84 

+  144 

April  15 

5." 

—  37.04 

+1079.85 

+  8940.23 

1    3.951348       3 

— 

23.63 

+  79-49 

+  9488.69 

1        +  162 

Mai    25 

—  2.44 

—  60.67 

+«159.34 

+10063.98 

4.002770      4 

— 

26.07 

+   18.82 

+10648.03 

+  182 

Juli     4 

+  3-01 

—  86.74 

+1178.16 

+11238.75 

4.050718    j  4 

— 

23.06 

—  67.92 

+  11826.19 

+  204    . 

Aug.  13 

+11.91 

— 109.80 

+1110.24 

+12391.32 

4.093117       4 

II. 15 

—177.72 

+12936.43 

+  224 

Sept.  22 

+20.40 

—  120.95 

+  932.52 

+13422.51 

4.127834       4 

+ 

9.25 

—298.67 

+  13868.95 

+  243 

Nov.    I 

+24.39 

— III .70 

+  633.85 

+14215.76 

4.152770       4. 

+ 

33.64 

--4>o.37 

+14502.80 

+  257 

Dec.  II 

+  18.70 

—  78.06 

+  223.48 

+14652.59 

4.165915       4. 

+ 

52.34 

—488.43 

+14726.28 

+  265 

1874  Jftn.    20 

+  5.13 

—  25.72 

264.95 

+14636.44 

4.165435       4. 

+ 

57.47 

—514.15 

+14461.33 

+  265 

März    I 

—  10.55 

+  3'.75 

—  779. >o 

+14113.93 

4.149648       4. 

+  46.92 

— 482.40 

+13682.23 

+   256    i 

April  10 

19.89 

+  78.67 

— 1261.50 

+13088.96 

4.1 16905     '   4. 

+ 

27.03 

403 . 73 

+12420.73 

+   237 

Mai  20 

— 21.42 

+  105.70 

—1665.23 

+11617.61 

4.065117 

4. 

+ 

5.61 

298.03 

+10755.50 

+    211      1 

Juni  29 

—15.32 

+111. 31 

—1963.26 

+  9793.95 

3.990958     '    3. 

9-71 

—  186.72 

+  8792.24 

+    177 

Aug.    8 

-  8.23 

+  101.60 

—2149.98 

+  7728.40 

3.888090         3. 

17.94 

—  85.12 

+  6642.26 

+    140 

Sept.  17 

—  2.76 

+  83.66 

— 2235.10 

+  5528.36 

3.742596       3- 

20.70 

—     1.46 

+  4407.16 

+  100    1 

üct.   27 

+  2.17 

+  62.96 

—2236.56 

+  3286.00 

3.516668  ;  3. 

18.53 

+  61 .50 

+  2170.60 

+   60 

Dec.     6 

+  3.15 

+  44.43 

— 2175.06 

+  1075.85 

3.031752     3. 

15.38 

+105.93 

-       4.46 

+    19 

187s  Jun.   15 

+  29.05 

+  134.98 

— 2069.13 

—  2073.59 

1049.30 

3^020900     3« 

'9    . 

Febr.  24 

1 

—1934.15 

—  3052.73 

3^484688 
—     55 

3» 
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Dttum 

f" 

/*tii 

/' 

/' 

/ 

y 

1871  Juni     5 

»34. 34 

4-  222.94 

4-  6278.89 

—      385.75 

Juli    15 

+ 

4.84 

' 

"9.97 

_ 

154.31 

+    88.60 

4-  6367.49 

4-    5893.14 

Aug.  i4 

+ 

3.08 

+ 

7.9» 

15.13 

169.44 

—    65.71 

-|-  6301.78 

4-  12260.63 

Oct.     3 

+ 

2.91 

+ 

10.83 

7.21 

176.65 

—  »35.15 

H-  6066.63 

4-  18562.41 

Nov.  12 

-h 

1.76 

+ 

12.59 

4- 

3.62 

_ 

17303 

—  411.80 

4-  5654.83 

-f  24629.04 

Dec.  22 

— 

0.16 

4- 

1*43 

4- 

16.21 

^^^ 

156.82 

—  584.83 

4-  5070.00 

-1-  30283.87 

1872  Jan.   31 

2.31 

+ 

10.12 

4- 

28.64 

^^^ 

128.18 

—  741.65 

4-  43*8.35 

4-''35353.87 

M&n  II 

— 

4.26 

4-  38.76 

—  869.83 

4-  39682.22 

+ 

5.86 

— 

89.42 

4-  3458.52 

April  20 

4.83 

-h 

1.03 

4- 

44.62 

44.80 

—  959.^5 

4-  2499.27 

4-  43140.74 

Mai    30 

— 

4.53 

3.50 

4- 

45  65 

4- 

0.85 

— 1004.05 

4-  1495." 

4-  45640.01 

Juli      9 

-^— 

3.32 

6.82 

4- 

42.15 

4- 

43.00 

— 1003.20 

4-    492.02 

4-  47135.23 

Aug.  18 

— 

1.37 

8.19 

4- 

35-33 

4- 

78.33 

—  960.20 

—    468.18 

4-  47627.25 

Sept.  27 

0.28 

_  ^ 

8.47 

4- 

27.14 

4- 

105.47 

—  881.87 

—  1350.05 

4-  47159.07 

Nov.    6 

+ 

1.14 

^^^^ 

7.33 

4- 

18.67 

4- 

124.14 

—  776  40 

—  2126.45 

4-  45809.02 

Dec.  16 

+ 

1.23 

6. 10 

4- 

11.34 

4- 

135.48 

—  652.26 

—  2778.71 

4-  43682.57 

1873  Jan-   25 

+ 

1.30 

4.80 

4- 

5.24 

4- 

140.72 

—  516.78 

—  3295.49 

4-  40903.86 

Man   6 

+ 

0.88 

m^^m 

3.9» 

4- 

0.44 

4- 

141.16 

--  376.06 

—  3671.55 

4-  37608.37 

April  15 

+ 

0.32 

3.60 

3.48 

4- 

137.68 

—  234.90 

—  3906.45 

4-  33936.82 

Mai    25 

-^— 

0.22 

^^ 

3.82 

mmm^ 

7.08 

+ 

130.60 

—    97.22 

—  4003.67 

4-  30030.37 

JaU      4 

— 

0.54 

4.36 

10.90 

4- 

119.70 

4-    33.38 

—  3970.29 

4-  26026.70 

Aug.  13 

— 

0.39 

4.75 

"^~ 

15.26 

4- 

104.44 

4-  153.08 

—  3817.21 

4-  22056.41 

Sept.  21 

+ 

0.51 

4.24 

"  ' 

20.01 

4- 

84.43 

4-  257.52 

—  3559.69 

4-  18239.20 

Nov.    I 

+ 

I.S3 

^^^^ 

2.71 

^^■^ 

24.25 

4- 

60.18 

4-  341.95 

—  3217.74 

4-  14679.51 

Dec.  II 

+ 

2.76 

+ 

0.05 

•M» 

26.96 

4- 

33.22 

4-  402.13 

—  2815.61 

4-  11461.77 

1874  JsQ'  ^* 

+ 

2.96 

4- 

3.01 

^■*" 

26.91 

4- 

6.31 

4-  435.35 

—  2380.26 

4-    8646.16 

M&n   I 

+ 

».19 

+ 

5.20 

"~" 

23.90 

17.59 

4-  441.66 

—  1938.60 

4-    6265.90 

April  10 

+ 

0.91 

+ 

6. 11 

^^^ 

18.70 

36.29 

4-  4*4.07 

—  1514.53 

4-    4327.30 

Mai    20 

— 

0.3s 

+ 

S.76 

«iMM* 

12.59 

^^^^ 

48.88 

4-  387.78 

—  1126.75 

4-    2812.77 

Juni  29 

•— 

1.22 

+ 

4.54 

^^" 

6.83 

w^a— 

55.71 

4-  338.90 

—    787.85 

4-    1686.02 

Aug.    8 

— 

i.43 



2.29 

4-  283.19 

4-      898.17 

4- 

3.11 

• 

58.00 

—    504.66 

Sept.  17 

1.18 

+ 

1.93 

4- 

0.82 

M^ 

57.18 

4-  "5.19 

—    279.47 

4-      393.51 

Oct.    27 

-^ 

1.03 

4- 

0.90 

4- 

».75 

54.43 

4-  168.01 

—    1 I I . 46 

4-      114.04 

Dec.    6 

— 

0.57 

4- 

0.33 

4- 

3.65 

^^^^ 

50.78 

4-  113.58 

4-       2.12 

4-         2.58 

it75  J^-    >5 

4- 

3.98 

46.80 

4-    62.80 

4-      64.92 

4-         4.70 

Feb.  S4 

4"    16.00 

4-      80.92 

4-       69.62 

• 

. 

4-      150.54 
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Datum 

/ 

'IV 

/ 

•in 

/" 

/' 

tPz 

J<2 

If 

4- 

"f          \ 

1871  Juni     5 

1 

.-^ 

31-75 

1448.63 

4- 

4.16 

—  268.74 

Juli    15 

+ 

0.02 

4- 

1.38 

4- 

5.54 

^■^ 

27.59 

—  296.33 

4- 

1179.8^ 

Aug.  24 

0.21 

0.19 

4- 

1.40 

4- 

6.94 

- 

22.05 

—  318.3« 

4- 

883. 5Ö 

Ott.     3 

-^— 

0.15 

_ 

0.34 

4- 

1.21 

4- 

8.15 

^^" 

15.11 

333.49 

4- 

565.18 

Nov.  12 

0.14 

0.48 

4- 

0.87 

4- 

9.02 

6.96 

—  340.45 

4- 

231.69 

Dec.  22 

— 

0.13 

0.61 

4- 

0.39 

4- 

9.41 

+ 

2.06 

—  338.39 

108.76 

1872  Jan.   31 

0 

^^^ 

0.61 

"■"" 

0.22 

4- 

9.19 

4- 

11.47 

—  326.92 

■^^ 

447.15 

März  1 1 

+ 

0.07 

0.54 

0.83 

4- 

8.36 

4- 

20.66 

—  306.26 

- 

774.07 

April  20 

+ 

0.23 

0.31 

1.37 

4- 

6.99 

4- 

29.02 

—  277.24 

1080.33 

Mai    30 

+ 

0. 15 

0.16 

1.68 

4- 

531 

4- 

36.01 

241.23 

■^^ 

1357.57 

Juli     9 

4- 

0.23 

4- 

0.07 

1.84 

4- 

3-47 

4- 

41.32 

—  «99. 91 

- 

1598.80 

Aug.  18 

+ 

0.07 

4- 

0.14 

■ 

1.77 

4- 

1 .70 

4- 

44.79 

155.1* 

~ 

1798.71 

Sept.  27 

-H 

0.16 

4- 

0.30 

■ 

1.63 

4- 

0.07 

4- 

46.49 

—  108.63 

~ 

1953.83            , 

Nov.    6 

— ^~ 

0.05 

4- 

0.2s 

1.33 

^M 

1.26 

4- 

46.56 

—     62.07 

^^^^" 

2062.46            1 

Dec.  16 

^^~ 

0.07 

4- 

0.18 

1.08 

^^ 

».34 

4- 

45.30 

—     16.77 

»114.53             ' 

1873  JaiI'    ^5 

0.04 

4- 

0.14 

"^^ 

0.90 

3»4 

4- 

42.96 

4-     26.19 

~ 

2141.30 

Mars   6 

0.05 

4- 

0.09 

0.76 

^^^ 

4.00 

4- 

39  72 

4-    65.91 

^^^ 

2115.11 

April  15 

— ^~ 

0.09 

0 

^MM 

0.67 

^^^ 

4.67 

4- 

35.72 

4-  101.63 

«^ 

2049.20 

Mai    25 

0 

0 

■ 

0.67 

_ 

5-34 

4 

31.05 

4-  132.68 

~ 

1947.57 

Juli      4 

4- 

0.02 

4- 

0.02 

0.67 

^^^ 

6.01 

4- 

25.71 

4-  158.39 

*^^^ 

1814.89 

Aug.  13 

-f- 

0.16 

4- 

0.18 

0.65 

, 

6.66 

4- 

19.70 

4-  178.09 

m^ 

1656.50 

Sept.  22 

4- 

O.II 

4- 

0.29 

0.47 

^^__^ 

7.13 

4- 

13.04 

4-  19113 

- 

1478.41 

Nov.    1 

4- 

0.14 

4- 

0.43 

•^ 

0.18 

^^^ 

7.31 

4- 

591 

4-  197  04 

^"^^ 

1287.28 

Dec.  11 

4- 

0.06 

4- 

0.49 

4- 

0.25 

_ 

7.06 

~~ 

1.40 

4-  195.64 

~ 

1090.24 

1874  Jan.   20 

0.03 

+ 

0.46 

4- 

0.74 

- 

6.32 

-^ 

8.46 

4-  187.18 

*"^~ 

894.60 

März    1 

0.26 

4- 

0.20 

4- 

1 .20 

^^^ 

5. 12 

— — 

14.78 

4-  172.40 

"" 

707.42 

April  IG 

'     '" 

0.13 

4- 

0.07 

4- 

1.40 

^^ 

3.72 

19.90 

4-  152.50 

"*."" 

535.02 

Mai    20 

"~ 

0.23 

^^^^ 

0.16 

+ 

1.47 

2.25 

"~ 

23.62 

4-  128.88 

.^"~ 

382.52 

Juni  29 

0.03 

0.19 

4- 

1.31 

^^^^ 

0.94 

25.87 

4-  103.01 

"^ 

253.64 

Aug.    8 

'  ^ 

0.11 

0.30 

4- 

1 .12 

4- 

0.18 

■ 

26.81 

4-    76.20 

~^ 

150.63 

Sept.  17 

4- 

0.09 

^^^ 

0.21 

4- 

0.82 

4- 

1.00 

26.63 

4-    49.57 

^^ 

74.43 

Oct.   27 

4- 

0.02 

^^^ 

0.19 

4- 

0.61 

4- 

1 .61 

25.63 

4-    23.94 

"^~ 

24.86 

Dec.    6 

4- 

0.06 

e\    t  9 

4- 

0.42 

-L. 

*  <\« 

— 

24.02 

.^^          f\    r\Q 

—— 

0.92 

199 


JM 


)atam 

/'^ 

/'" 

/" 

/• 

dJM 
dt 

/ 

4- 

i»  3'24''8io 

!7i  Juni    5 

_ 

32"  109 

4-         i"88a 

4- 

1"  3'26"692 

Juli    1 5 

+  o'VäS 

-  o''3«3 

—       3o"2a7 

— 

32.492 

4- 

I«  2'56''465 

Aug   24 

-f  o"o7S 

4-  0.402 

1'  2"7i9 

4-  0.860 

— 

32.090 

4- 

I"  I '53^746 

üct.      3 

-H  0.023 

4-  1.262 

—    I '34"  809 

-h  0.883 

30.828 

4- 

1"  o'i8"937 

Nov.    12 

—  0.019 

4-  a.i4S 

-    2'  5^637 

» 

-f  0.864 

— 

28.683 

4- 

5  8 '13"  300 

Dec.  22 

—  0.090 

4-  3.009 

—    2'34"320 

-f-  0.774 

— 

25.674 

4- 

55'38"98o 

72  Jan.    31 

—  0.142 

4-  3.783 

—    *'59"994 

+  0.632 

21. 891 

4- 

52'38"986 

März  II 

—  0.19S 

4-  4.415 

—    3'2i"885 

$         jtf 

-h  0.434 

17.476 

4- 

49  17^101 

April  20 

—  0.217 

4-  4.849 

-    3'39"36i 

-f-  0.217 

— 

12.627 

4- 

45'37"740 

Mai    30 

—  0.227 

4-  5.066 

—    3'5i''988 

—  0.010 

7.561 

4- 

4«'45"752 

Juli      9 

—  0.208 

4-  5. 056 

—    3'59"549 

—  0.218 

2.505 

4- 

37'46"203 

Aug.  18 

—  0.171 

4-  4  838 

-   4'  2"o54 

—  0.389 

4- 

»•333 

4- 

33'44"H9 

Sept.  27 

—  0.137 

4-  4.449 

—    3'59^7ai 

—  0.526 

-H 

6.782 

4- 

29'44"428 

Nov.    6 

—  0.091 

4-  3.9*3 

—   3'5a''939 

—  0.617 

4- 

10.705 

4- 

25'5i"489 

Dec.   16 

—  0.060 

4-  3306 

—    3 '4»"*  34 

—  0.677 

4- 

14.011 

4- 

22'  9"255 

73  Jan.  25 

—  0.027 

4-  2.629 

—     3'28''223 

—  0.704 

4- 

16.640 

4- 

i8'4i"o32 

März    6 

—  0.007 

4-  »9*5 

—    3'ii''583 

—  0.711 

4- 

18.565 

• 

4- 

i5'29"449 

April  1 5 

-|-  0.019 

4-  i.*i4 

—   a'53''oi8 

—  0.692 

4- 

19.779 

4- 

I2'36"43i 

Mai    25 

-|-  0.028 

4-  0.512 

—   *'33''a39 

—  0.664 

4- 

20 .  301 

4- 

10'  3"i92 

Juli      4 

-h  0.056 

—  0.142 

—   a'i  2^938 

—  0.608 

4- 

20.159 

4- 

7'so"254 

Aug.  13 

4-  0.074 

—  0.750 

-    i'52''779 

—  0.534 

4- 

19.409 

4- 

5'57"475 

Sept.  22 

-|-   O.IOI 

—  1.284 

i'33''37o 

—  0.433 

4- 

18.125 

4- 

4'24"i05 

Nov.     1 

-f-  0.120 

—  1.717 

—    i'i5''245 

—  0.313 

4- 

16.408 

4- 

3'  8^860 

Dec.  II 

+  0.139 

—  2.030 

—       58^837 

—  0.174 

4- 

14.378 

4- 

2'io"o23 

74  Jan.  20 

■+   0.135 

—  2.204 

—       44^459 

0.039 

4- 

12.174 

4- 

I '25^564 

März    I 

-h  0.124 

—  2.*43 

-       32"285 

4-  0.085 

4- 

9.931 

4- 

o'53"279 

April  IG 

4-  0.094 

—  2.158 

—       22"354 

-h  0.179 

4- 

7.773 

4- 

30^925 

Mai    20 

-f-  0.068 

—  1.979 

—       I4''58i 

4-  0.247 

4- 

5.794 

4- 

i6"344 

Juni  29 

-f-  0.034 

-    1.732 

—         8^787 

-|-  o.»8i 

4- 

4.062 

4- 

7"557- 

Aug.    8 

-f-  0.017 

—   1.451 

-         4"725 

-h  0.298 

4- 

2.611 

4- 

2"832 

Sept.  17 

—  0.009 

-   1.153 

—         2"! 14 

4-  0.289 

4- 

1.458 

4- 

o"7i8 

Oct.  27 

—  0.008 

—  0.864 

—        o"656 

-h  0.281 

4- 

0.594 

4- 

o"o62 

Dec.     6 

—  0.022 

4-  0.259 

—  0.583 

4- 

O.OII 

—        0^062 

o"ooo 

75  Jan.  15 

—  0.324 

0.313 

-         o"o5i 

o"o5i 

Febr.  24 

-         o"364 

• 

— 

o"4i5 

200 


jdw 


Datum 

f" 

/"' 

/" 

/' 

dt 

■  \ 

-   9'  1 "718 

1871   Juni    5 

1 

1 

o"o75 

4- 

i4"37i 

—    8'47"347 

Juli    1 5 

o"ooi 

—  o"o39 

0.114 

4- 

14.296 

—   8'33''o5i 

Aug.  24 

4-  o"oo9 

4-  0.008 

—  0.040 

0.154 

4- 

14.182 

—    8'i8''869 

Oct.     3 

4-  0.005 

4-  0.013 

—  0.032 

0.186 

4- 

14.028 

—    8'  4"84i 

Nov.  12 

-H  o.oii 

4-  0.024 

—  0.019 

0.205 

4- 

13.842 

—    7'5o"999 

Dec.  22 

4-  0.004 

4-  0.028 

4-  0.005 

0.200 

4- 

13.637 

-    7'37"362 

1872   Jan.  31 

-f-  0.009 

4-  0  037 

4-  0.033 

0.167 

4- 

13.437 

—    7'23''9*5 

Man  II 

0 

4-  0.037 

4"  0.070 

^^^^ 

0.097 

4- 

13.270 

-   7'io"65f 

April  20 

0 

4"  0.037 

4-0.107 

-f 

O.OIO 

4- 

13.173 

-    6'57"48ä^ 

Mai    30 

—  0.007 

4-  0.144 

4- 

13.183 

V        %  * 

4-  0.030 

4- 

0.154 

-    6'44"*9^ 

Juli      9 

—  0.007 

4-  0.023 

4-  0.174 

4- 

0.328 

4- 

13.337 

—    6'3o"96^ 

Aug.  18 

—  0.009 

4-  0.014 

+  0.197 

+ 

0.525 

4- 

13.665 

-    6'17"29T- 

Sept.  27 

O.OII 

4-  0.003 

4-  0.211 

-h 

0.736 

4- 

14.190 

—    6'  3"io^ 

Nov.    6 

—  0.012 

—  0.009 

4-  0.214 

+ 

0.950 

4- 

14.926 

—    5'48"i8m 

Dec.  16 

—  0.015 

—  0.024 

4-  0.205 

4- 

1.155 

4- 

15.876 

—    S'3*"30S 

1873   Jan.  25 

—  0.020 

4-  0.181 

4- 

17.031 

—  0.044 

-h 

1.336 

• 

—    5'iS"a7-4 

März   6 

—  0.020 

—  0.064 

4-  0.137 

4- 

1.473 

4- 

18.367 

-    4'56"90  7 

April  1 5 

—  0.036 

—  0. 100 

-+-  0.073 

-f 

1.546 

4- 

19.840 

-    4'37"o67 

Mai    25 

—  0.025 

—  0.125 

—  0.027 

+ 

1-519 

4- 

21.386 

4'i5"68i 

Juli      4 

—  0.032 

—  0.157 

—  0.152 

+ 

1.367 

4- 

22 . 905 

-    3'S2"776 

Aug.  13 

—  0.006 

—  0.163 

—  0.309 

4- 

1.058 

4- 

24.272 

—    3'28"504 

Sept.  22 

-l-  0.012 

—  0. 151 

—  0.472 

4- 

0.586 

4- 

25.330 

—    3'  3"! 74 

Nov.     I 

-H  0.051 

—    O.IOO 

—  0.623 

0.037 

4- 

25.916 

-    2'37"258 

Dec.  11 

-H  0.074 

—  0.026 

—  0.723 

0.760 

4- 

25.879 

—    2'ii''379 

1874  Jan.  20 

4-  0.084 

4-  0.058 

—  0.749 

1.509 

4- 

25.119 

—    I '46^260 

März    I 

4-  0.063 

4-  0.121 

—  0.691 

_ 

2.  ZOO 

4- 

23.610 

—    r22"650 

April  10 

4-  0.043 

4-  0.164 

—  0.570 

2.770 

4- 

-  21.410 

—     1'    l''240 

Mai    20 

4-  0.002 

4-  0.166 

—  0.406 

3-176 

4- 

18.640 

—       42''6oo 

Juni  29 

—  0.022 

4-  0.144 

—  0.240 

_ 

3.416 

4- 

15-464 

—       27" 136 

Aug.    8 

—  0.030 

-|-  0.114 

—  0.096 

3-Si* 

4- 

12.048 

—       i5"o88 

Sept.  17 

—  0.034 

4-  0.080 

4-  0.018 

3.494 

4- 

8.536 

-      e-ss* 

Oct.    27 

—  0.034 

4-  0.046 

4-  0.098 

3  396 

4- 

5.042 

—         i"5io 

Dec.     6 

—  0.021 

-H  0.025 

4-  0.144 

3.252 

4- 

1.646 

4-       0^136 

1875    Jan-  »5 

4-  0.169 

_ 

3.083 

1.606 

-         i"47o 

Febr.  24 

• 

4-689 

-r        6-159 

-          AVI           

•tum 

^  dJM 

^  dJa 

• 

^ 

.  ^  dl^z 

^V^  VW«M^ 

^      dt 

^     dt 

*   d0 

^  dfi 

Juni 

22 

+ 

3**  7' 1 6^749 

—    39'a5''450 

— 

59172.01 

+ 

8844.62 

Aug. 

I 

+ 

3**"'   3"54S 

— .   39' II "2  78 

~" 

44051.97 

+ 

7708.41 

Sept. 

10 

+ 

3«i3'25"366 

—   38'57"288 

"~ 

27625.01 

+ 

6384.95 

Oct. 

20 

-h 

3®i4'i7''824 

—    38'43"6i5 

10257.87 

+ 

4899.22 

Nov. 

29 

+ 

3*»i3'38''8i8 

-    38'3o"383 

+ 

7614.36 

+ 

3284.5» 

Jan. 

8 

+ 

3**ii '28^729 

—    38'i  7^694 

+ 

»5509.36 

+ 

1581.28 

Febr. 

17 

-h 

3*»  7' 50^448 

—    38'  s''6ii 

+ 

42927.36 

165.17 

M&rz 

*9 

+ 

3«  2'49"*47 

—    37'S4''iS* 

-h 

59385.»» 

1907.51 

Mai 

8 

-h 

2*»56'32''489 

—    37'43''*83 

+ 

74449.26 

^■"" 

3599.63 

Juni 

17 

+ 

2'»49'  9^*19 

—    37'3*"9*3 

+ 

87761.20 

^■^ 

5199.5» 

JuU 

^^7 

-h 

2V'49"7ii 

—    37'*»''94« 

+ 

99053.77 

""■• 

6671.46 

Sept. 

5 

+ 

2<»3i'44"99i 

—    37'i3"»o» 

+ 

108155.12 

^^■* 

7987.28 

Oct. 

15 

+ 

2*»22'    6"405 

—    37'  S''499 

+ 

114983.78 

^"^ 

9126.67 

Nov. 

»4 

4- 

2**12'   5^249 

-    36'53''64S 

• 

119537.17 

"^^ 

10076.78 

Sa    Jan. 

3 

-+■ 

2*>  i'5»''473 

-    36'43"43i 

+ 

121877.04 

"~~ 

10831.36 

Febr. 

12 

-h 

i*»5i'38^46j 

-    36'3»''644 

+ 

122114.33 

"~~ 

11389.70 

Man 

*4 

+ 

i**4i'32"88j 

—    36'2i"o66' 

+ 

120395.52 

•^^~ 

11755.50 

Mai 

3 

+ 

i«3i'44''569 

—    36'  8^478 

+ 

116890.99 

•""" 

11935.88 

Juni 

12 

1 

+ 

l'*22'2l"474 

—    3S'54"6s8 

-h 

111785,97 

"^^ 

11940.54 

Juli 

22 

+ 

i*»i  3 '30^624 

—    35 '39^38 3 

+ 

105273.76 

— ~ 

11781.08 

Aug. 

31 

+ 

I«  s'i8"io7 

—    35'»»''43o 

+ 

97551.02 

^"^ 

11470.55 

Oct. 

10 

+ 

o**57'49''o75 

—    35'  3^576 

'  + 

88814.59 

^^ 

11023.08 

Nov. 

«9 

+ 

o**Si'  7^739 

—    34'4»''6o6 

+ 

79*59.63 

10453.71 

Dec. 

»9 

+ 

o**4S'i/'38i 

—    34'i9''3i7 

+ 

69078.57 

^^^ 

9778.27 

I63    Febr. 

7 

+ 

o"4o'»o''3S7 

—    33'S3''53S 

+ 

58460.57 

^~" 

9013.36 

Man 

19 

+ 

o**36'i8"io8 

—    33'25''i2i 

+ 

47591.30 

8176.34 

April 

28 

+ 

o*»33'ii"i67 

—    3»'54''oi3 

-h 

36652.51 

**"" 

7»85.3» 

Juni 

7 

-h 

o®3o's9''i7o 

—     32'20''234 

+ 

25821.25 

6359.08 

• 

Juli 

17 

-f- 

o*»29'4o"878 

■     —    3i43''933 

-h 

15268.28 

"^ 

5416.83 

Aug. 

26 

+ 

0**29'i4"2i3 

—    3»'  S"403 

+ 

5155.57 

^■^ 

4477.77 

Oct. 

5 

+ 

o"29'36"3io 

—    3o'as''o95 

4367.28 

-— 

3560.43 

Nov. 

«4 

+ 

o*»3o'43"596 

—    29'43''6o3 

13167.29 

"^■" 

2681.78 

Dec. 

24 

+ 

o*»3i'3«"89a 

—    29'  i''628 

21132.32 

1856.31 

^f«ls«r,  BahabMtiinDiing«n.  Q. 
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Datum 

^     dt 

^  dJia 

^      dt 

dfi        \ 

1864    Febr. 

2 

-h 

o"34's6"S34 

—    28'i9"9ii 



28174.28 

— 

•     1 

1095.  »S 

März 

«3 

+ 

o^37'S»"502 

—   27'39"i66 

^ 

34*30.37 

■ 

406.  KG 

April 

22 

+ 

o«4i'i4"s46 

—   27'  o"oo8 

— 

39261.96 

+ 

207.^0 

Juni 

I 



43*51.31 

4- 

744.  Ä.< 

• 

+ 

o"'44'57"298 

—     26'22"9I2 

Juli 

11 

+ 

o«48'5S"363 

-    2s'48"i93 

^■^ 

46197.12 

4- 

1206.^.^ 

Aug. 

20 

-h 

o»S3'  3"383 

—    2s'i6"oi3 

*■" 

48109.97 

4- 

1597.03 

Sept. 

»9 

+ 

o*»S7'i6"o87 

—    24'46"40» 

49008.37 

4- 

1919.^5 

Nov. 

8 

+ 

l«*    l'28"322 

—    24'i9"286 

"^* 

48916.09 

4- 

2178.  »5 

Dec. 

18 

+ 

I»  5'3s"o8o 

—   23'S4"SI7 

^~ 

47860.61 

4- 

»375.^6 

1865    Jan. 

*7 

-h 

i"  9'3i"Si8 

-    23'3i"897 

^^■" 

45872,82 

4- 

*5i5.97 

März 

8 

+ 

i*»i3'i  2^980 

—    23'ii''i97 

4*987.54 

4- 

2600.  .48 

April 

17 

-h 

I°i6'35"036 

—     22'S2"l69 

^■^ 

39244.94 

4- 

2631.^6 

Mai 

27 

+ 

I°19'33''SIS 

—   22'34''558 

34692.46 

4- 

2609.68 

Juli 

6 

+ 

i°22'  4"56i 

—     22'l8"l06 

""• 

29387.26 

4- 

2536.89 

Aug. 

«5 

+ 

i*»24'  4"696 

—    22'  2"5S8 

^-^ 

23398.97 

4- 

»414.07 

Sept. 

*4 

+ 

i°25'3o"902 

2i'47"663 

•^^ 

16812.52 

4- 

1242.66 

Nov. 

3 

+ 

i*»26'2o"707 

—    2i'33"i78 

"""" 

9730.85 

4- 

2024.66 

Dec. 

13 

-h 

i*»26'32"288 

—    2ri8"874 

•"^ 

1277.02 

4- 

1762.93 

1866    Jan. 

22 

+ 

1^26'  4"57i 

—   *i'  4"538 

4- 

5404.88 

4- 

• 

1461.46 

März 

3 

+ 

i«>24'57"3»8 

-    2o'49"983 

-h 

13150.62 

4- 

1125.61 

April 

12 

-f- 

i**23'n''25i 

—   2o'3s"oS7 

+ 

20779.3* 

4- 

761.25 

Mai 

22 

-h 

i*»2o'47"995 

—    2o'i9"650 

+ 

28099.94 

4- 

379-7* 

Juli 

I 

+ 

i**i7'5o''i72 

—   20'  3"7oi.. 

+ 

349*0.71 

•'^~ 

12.36 

Aug. 

10 

+ 

I*»I4'2l"29I 

—    19'47"202 

+ 

41060.70 

^^^" 

403.54 

Sept. 

»9 

+ 

i°io'25"635 

—    i9'3o"i94 

+ 

46361.97 

*~~* 

783.1* 

Oct. 

29 

+ 

i"  6'  8"o92 

—    i9'i2"76o 

+ 

50700.16 

"^" 

1140.84 

Dec. 

8 

+ 

I«  i'33"95i 

—    i8'ss"oii 

+ 

53991.71 

*"~ 

1467.57 

1867     Jan. 

17 

+ 

o°S6'48"689 

—    i8'37"o73 

+ 

56196.56' 

^^"^ 

1755.79 

Febr. 

26 

+ 

o°5i'57"768 

—    i8'i9"o7i 

+ 

57316.18 

^~* 

1999.93 

April 

7 

-h 

o°47'  6"4S6 

—    i8'  i"i23 

+ 

57388.03 

^■^ 

*196.43 

Mai 

17 

4- 

o*»42'i9"69s 

—    I7'43"3a7 

-h 

56477.94 

^~ 

*343.6* 

Juni 

26 

+ 

o*'37'42"ooi 

—    I7'»S''763 

+ 

54671.82 

^~ 

*44i.49 

Aug. 

5 

-h 

52067.96 

— 

*49i.34 

4- 

o"33'« 7^402 

—    17'  8"488 

• 

203 


Datum 

^dJM 

^  d^ia 

^^  «pK 

2 

^  d^z 

^     dt 

^     dt 

dp 

^  dfi 

867    Sept. 

«4 

4- 

0**29'    9%  12 

—    i6'5i''54i 

4 

48770.61 

^^^" 

2495 . 50 

OcU 

»4 

+ 

0**2S'2l"024 

—    i6'34"944 

4- 

44885.04 

"^ 

2457.00 

Dec. 

3 

+ 

0**2I '54^720 

—    i6'i  8^706 

4- 

40514.04 

2379.34 

B68    Jan. 

12 

-f- 

o*»i8's2"498 

—     16'  2"823 

4- 

35755.66 

^^^ 

2266.27 

Febr. 

21 

+ 

o*»i  6' 15^894 

—    I5'47^a85 

+ 

30701.94 

^~~ 

2121.68 

April 

I 

+ 

o«i4'  6''oi9 

—    i5'3*''o75 

4- 

»5438.35 

"■^ 

1949.46 

Mai 

II 

+ 

o**i2'23''s8s 

—    I5'i7"i70 

4- 

20043 . 66 

1753.44 

Juni 

20 

4- 

o"ii'  8"938 

-    15'  2"S46 

4- 

14590.21 

_^_ 

1537.34 

JuU 

30 

+ 

o®io'22''o89 

—    I4'48"i75 

4- 

9144.32 

^^"" 

1304.75 

Sept. 

8 

+ 

0*10'  2"  7  34 

—    14^34^028 

4- 

3766.80 

1059.14 

Oct. 

18 

+ 

o"io'io''282 

-     i4'2o"o76 

-^— 

1486,47 

-^ 

803 . 80 

Nov. 

»7 

+ 

o"io'43"874 

—    14'  6^189 

— 

6564.03 

— 

541.89 

869    Jan. 

6 

+ 

o**i  I  '42^403 

—    i3'5a"637 

— ' 

11418.30 

-^~- 

276.45 

Febr. 

15 

+ 

o*»i3'  4"S29 

—    i3'39"o9i 

^■^^ 

16005.12 

^^^" 

10.39 

M&rz 

27 

+ 

o"i4'48"693 

13'25"622 

""^~ 

20283.32 

4- 

253.50 

Mai 

6 

+ 

o*»i6'53"i32 

—    13' 12"  202 

-^— 

24214.35 

4- 

512.53 

Juni 

15 

-h 

o°i9'i5"887 

—    i2'58"8o4 

'■^— 

27762.01 

4- 

764.08 

Juli 

»S 

+ 

0*»2l'S4"820 

—    i2'45''404 

^^■" 

30892.18 

+ 

1005.60 

Sept. 

3 

4- 

o°24'47''6i6 

—    I2'3i"979 

^~" 

33572.71 

4- 

1234.62 

Oct. 

13 

+ 

o*»27'5i"8oa 

—    i2'i  8^509 

~^ 

35773.36 

4- 

1448.73 

Nov. 

22 

-+■ 

o"3i'  4"749 

—    12'  4"977 

-^— 

37465.81 

4- 

1645 . 56 

g7o    Jan. 

1 

+ 

o**34'23"692 

—    ii'5i''370 

— ~~ 

38623.81 

4- 

1822.78 

Febr. 

10 

-f- 

o**37'4S"736 

-    ii'37"677 

■^■~ 

39223.40 

4- 

1978.11 

März 

22 

4- 

o°4i'  7^876 

—    11 '2 3^892 

-^ 

39*43.30 

+ 

2109.31 

Mai 

1 

4- 

o'*44'27"oii 

—      ll'l0''0I2 

•— 

38665.44 

+ 

2214.21 

Juni 

10 

4- 

o«47'39"972 

—    io'56"o38 

■— 

37475.65 

4 

2290.71 

JuU 

20 

4- 

o°5o'43"S43 

—    io'4i''972 

"~" 

35664.53 

4- 

2336.81 

Aug. 

*9 

4- 

o"53'34"496 

—     10'27''820 

~~" 

33228.57 

• 

+ 

»350.64 

Oct. 

8 

4- 

0^56'  9"63i 

—    lo'i  3^590 

"~~ 

30171.54 

4: 

2330.5» 

Nov. 

17 

4- 

o"58'25"823 

—      9'59''29i 

— — 

26506.10 

+ 

»»75.03 

Dec. 

27 

4- 

i"  o'2o"o78 

-      9'44"936 

"^~ 

22255.75 

4- 

2183.09 

87 1     Febr. 

5 

4- 

i»  r49"6o5 

—      9'3o''S4i 

~^ 

17457.10 

4- 

2054.09 

Märi 

17 

4- 

i"  2'5i"894 

—      9'i6''i26 

12162.34 

4- 

1888.01 

26* 
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■&.1 


187? 

1872 

Datum 

M&rz  6 

Jan.  95 

Dec.  16 

Nov.  6 

Sept.  Tj 

Aug.  18 

Juli  9 

M 

ßo 

—  0"  6'44" 

-  0«  3'34" 

—  0»  o'2  5" 

4-  0"  2'45" 

+  0«  5'54" 

+  0»  9'  3" 

4-  0"l2'll" 

4-0' 

>o' 

295«  9'47" 

293«57'  2" 

292"44'2l" 

29i*'3i'45'' 

290^1 9' 12" 

289"  6'43" 

287"54'i7'' 

2t6' 

Ki — ««ü 

i69"27'  7" 

i68"i4'22" 

167*»  i'4r' 

165^49'  5" 

164*36' 3  2" 

i63"24'  3" 

i6i*»ii'37" 

160' 

sin  (V-^ü) 

9.26259 

9.30925 

9.35117 

9.38917 

9.42391 

9.45587 

9.48544 

9- 

cos  /?o' 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0. 

cos  'V— %) 

9^99260 

9«99079 

9»9«877 

9*98656 

9*98414 

9*98151 

9*97868 

9b! 

»in  A)' 

7„i9i96^ 

7«oi599 

6«o835i 

6.90306 

7.23458 

7.42037 

7 . 54949 

7.< 

sin  Q  oder  cos  Q 

9.99998 

9.99999 

0.00000 

0.00000 

9.99999 

9.99998 

9.99997 

9«! 

cos  ,V  sin  (Äo' — Qq) 

9.26259 

9.30925 

9.35117 

9.38917 

9.42391 

9.455«7 

9.4«544 

9.: 

Q 

359"23'i3" 

359"42'3o" 

359"5«'  9" 

0*^11 '13" 

o"22'l4" 

o"3i'4i" 

0«  39'5o'' 

0» 

Q~H) 

357"io'49" 

357"3o'  6" 

357"45'45" 

357'*58'49" 

358«   9'5o" 

358*'i9'i7" 

358"27'»6'' 

35«" 

sin  (C^— ti)) 

««69191 

««63939 

««59153 

8*54708 

8*50570 

8*46676 

««43013 

«.3 

9      . 

9.26261 

9.30926 

9.35117 

9.38917 

9.42392 

9.455«9 

9.48547 

9.f 

cos  (Q— »o) 

9.99947 

9.99959 

9.99967 

9.99973 

9.99978 

9.99981 

9.99984 

9.« 

cos  lii  sin  Xt 

9.26208 

9.30885 

9.35084 

9.38890 

9.42370 

9-45570 

9.48531 

9-i 

sin  //|  oder  cos  L^ 

9^99262 

9«99o8o 

9»98879 

9*98658 

9*98415 

9*9« 152 

9*97869 

9*! 

cos  7^1  cos  L\ 

9^99260 

9«99079 

9»9««77 

9^,98656 

9»984i4 

9«9«i5i 
163^24*25" 

9*97868 

9irf 

Lx 

i69"27'5i" 

i68*»i5'  0" 

167"    2'I4" 

i65°49'36" 

i64"36'57" 

162"  11 '55" 

166» 

COg  ^1 

9.99998 

9.99999 

9.99998 

9.99998 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9. 

r\ 

1.00024 

1.00044 

1.00063 

1 .00081 

1 . 00098 

1.00114 

i.ooiaS 

1.1 

sin  ^1 

7«9S45» 

7«94865 

7«9427o 

7*93625 

7*92962 

7*92265 

7*91560 

7«! 

X,-/ 

174"   2'  9" 

180"  43 '40" 

i87"46'49" 

195" 11 '59" 

202"  58*46" 

211*^   6'  8" 

219"  31 '50" 

228^ 

cos  [U—l] 

9/,99764 

9«99996 

9«99598 

9;,98453 

9*96409 

9*93260 

9*««72» 

9. 

r\  cos  i/j 

I .00022 

1.00043 

1 .00061 

1.00079 

1 .00097 

1.00113 

1.00127 

1. 

sin  (ii— /) 

9.01664 

8^10386 

9«f3i54 

9»4i86o 

9*59151 

9«7i3i2 

9*«0379 

9« 

li 

0^99786 

««00039 

0*99659 

0*98532 

0*96506 

0*93373 

0*88849 

i   0^1 

fr) 

0.47446 

0 . 46476 

0.45519 

0.44599 

0.43745 

0.42985 

0.42350 

0. 

Subtract. 

0.11382 

0.11103 

0.10974 

0.11020 

0.11286 

0.11840 

0.12800 

0. 

ft 

»«95476 

««94909 

«»94333 

8«937o6 

8*93060 

««92379 

8^91688 

Kl 

z 

6^32469 

6„33ooi 

6*32654 

6*31366 

6*29003 

6*25406 

61,20276 

^ 

Subtract. 

9.99898 

9.99896 

9.99895 

9.99897 

9.99901 

9.99907 

9.99916 

9. 

Ii-W 

1,^11168 

I„III42 

1*10633 

1*09552 

1*07792 

i«052i3 

1*01649 

<>b' 

sin  6>  oder  cos  H 

9«9986o 

9»9999« 

9*99757 

9*99056 

9*97794 

9*95844 

9ii9304a 

9m 

m 

0.01686 

9«! 0429 

0*13215 

0*41939 

0*59248 

0*71425 

0^80506 

O.I 

Q  COS  & 

I . I I 308 

1.11144 

1.10876 

1.10496 

1.09998 

1.09369 

1.08607 

I.« 

COS  ^ 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9. 

(>  sin  9' 

««95374 

««94«05 

8*94228 

8*93603 

8*92961 

8^92286 

8*91604 

^< 

?-' 

8.88691 

8.88855 

8.89123 

8.89503 

8.90001 

8.90630 

8.91392 

8.* 

^-3 

6.66073 

6.66565 

6.67369 

6.68509 

6 . 70003 

6.71890 

6.74176 

6. 

n-3 

6.99928 

6.99868 

6.99811 

6.99757 

6.99706 

6.99658 

6.99616 

6. 

Subtract. 

0.07205 

0.06180 

0.04558 

0.02261 

9.99196 

9.95197 

9.9011S 

9- 

A' 

6*73278 

6„72745 

6*71927 

6*70770 

6*69199 

6*67087 

6.64288 

^< 

ft  :  (r) 

0^52340 

o«53563 

0*54140 

o«53937 

0*52761 

0*503«« 

0*46499 

0» 

{ji7A;)"^wi,  io7A 

9tt«638o 

9*85847 

9««5029 

9*83872 

9*82301 

9*80189 

9*77390 

9m 

«7i  (r) 

0.49132 

9«56905 

0*58734 

0*86538 

i«02993 

»«14410 

1.12856 

>• 

r/^ 

—       2.27 

-h      0.27 

+       2.74 

-+-       5.06 

+       7.13 

4-      8.83 

4-     10.06 

4- 

Ä 

-i-      2.44 

+       2.48 

-f-       2.46 

4-       2.39 

-H      2.24 

4-      2.02 

4-      1.73 

4- 

^^t 

-i-      0.07 

-|-       0.06 

+       0.06 

4-       0.06 

-f-      0.06 

4-      0.05 

4-      0.05 

4- 

ffi 

-|-      0.62 

-h      0.63 

+       0.64 

4-      0.65 

4-      0.68 

4-      0.71 

4-      0.7S 

4- 

— 

—     195 

ifcil«.    J 

C87* 

Ja.  31 

1 

D«.« 

»or.  ,» 

Oct.  3 

Alf-  «4 

J«ll  ..i 

=J"*  ' 

.  oPi8'»7" 

-f  cfti'u" 

-)-  O"i4'40" 

+  o''i7'46" 

+  o''3o'5o" 

+  o"33'S4" 

+  o;;36;;7;; 

+  o"39'59" 

+   o''4j'   o" 

l"j'l9-34" 

»84"  17' 16" 

^»f    ;'  0" 

i8."ii'47'' 

i8o"4o'3S" 

i79;;i8;i5;; 

178".6'.7" 

177"   4'io" 

i7!"Si'    3" 

l»'46  54" 

1  SS" 34' 36" 

.S7""'z=" 

.56"  10'   7" 

'S4"S7'S5" 

IS 3" 45 45" 

i!l"33'37" 

.5."!. '30" 

150"   9''i" 

*-SJ*5T 

9.S6160 

9-58517 

9.60643 

9.6165. 

9   64551 

9.6635» 

9-6B063 

9.69691 

■  »-»»999 

9-99999 

9.99999 

9.99999 

9-99998 

9.99998 

9-99997 

9.99997 

9-99997 

1   *.97»1« 

9,96891 

9,96511 

9,96.30 

9„9S71S 

9,95178 

9«948.7 

9,94331 

9,93811 

T-T*97» 

7.T97S1 

7.85583 

7-90714 

7.95174 

7.99391 

8.03.33 

8,06559 

8,09718 

9-99995 

9-99994 

9.99991 

9.99991 

9.99990 

9.99989 

9.99988 

9.99987 

9   99986 

9-Sl8s6 

9.56159 

9.58516 

9.60641 

9,61649 

9.64549 

,9-66349 

9,68060 

9.69688 

o»sj'ij" 

o"S9'  1" 

1"    8'4j'' 

r.i'si" 

l".6'4o" 

."lo'io" 

l^lj'14" 

."ib'iV 

Mr40'59" 

3S8''46'l8'' 

J58"si'4i" 

358"56'i9" 

JS9"    o'i7" 

3S9"   4''6" 

359"    7'46" 

359">l'o" 

3 59". 4'  0" 

-  Ij6wi 

8,.3»9i9 

8,19811 

8,16773 

8,13859 

8,10981 

B,i8i66 

8„1539> 

8,. 1647 

-  9-5JB61 

9,56:65 

9.585:4 

9.60651 

9.61659 

9.6456D 

9.66361 

9,68073 

9.69701 

-9.999*9 

9.99990 

9.9y99i 

9-99993 

9   99993 

9-99994 

9-99995 

9.99996 

9.99996 

9Si*So 

9.S615S 

9.S8515 

9.60644 

9.61651 

9.64(54 

9.66356 

9.68069 

9.69698 

9k9Tii« 

9,96891 

9«  96511 

9„96i30 

9,95715 

9,95177 

9,948 '6 

9,94319 

9,9J8'9 

9.9T117 

9,96890 

9,96510 

9„96ii9 

9,95713 

9«95176 

9,94814 

9,943*8^ 

9,93818 

I9'47'  1" 

.S8"J4'4J" 

.i7"ii'ii" 

[56"io'  4" 

iS4''S7'so" 

i53"4S'37" 

I5i"33'i6' 

ISl"!.'.!" 

.5o<'   9'   1" 

J- 99999 

9.99999 

9,99999 

9.99999 

9,99998 

9.99999 

9.99998 

9.99999 

9-99999 

t.ootss 

1.00166 

1.00.86 

..00.95 

r^joooi 

7,891*14 

7,88336 

7,87-114 

7,86518 

7,85551 

7,845*7 

7,83464 

7,81349 

17"   4'J'" 

146"    l'i8" 

155"   o'3o" 

i63"53'4i" 

17»"  36'44'' 

18."    S'I7" 

189"  15 '5  7" 

197"   6'n" 

304"j5'i8" 

9^715'} 

9„6o866 

9n4>i76 

9.01676 

8.65874 

9.18401 

9.51845 

9.6586. 

9-75410 

I.OOI54 

..00.65 

1.00176 

1.00.93 

1.00106 

1.001.1 

S-9»J96 

9,96086 

9,98496 

9,997 5 ä 

9,99955 

9,99.81 

9.97497 

9,94947 

9,9.553 

fltaTjt77 

o,6iojl 

0,41451 

0,01861 

9.66067 

0.1B60J 

0-5105. 

0.66074 

o.„6., 

•.41 561 

0.41447 

0.41531 

0.41809 

0.41166 

0.41880 

0.43611 

0.44465 

0.45376 

•.■6949 

o-i.406 

0.30063 

0..48S6 

9.9175' 

9.590.9 

9,33081 

9-80937 

D. 0019 5 

«.^■57 

8,89550 

8,885.3 

8,876.0 

8,8671 J 

8,8 5754 

8,84735 

«„83678 

8,81567 

V0]i6l 

5,8876» 

5„64933 

S,03'43 

5.36361 

S-75'i8 

S- 94547 

6-07078 

6.16017 

9-99941 

9-999S7 

9-99975 

9.99994 

0. 000.4 

0.00034 

0,00054 

0.00074 

0.00094 

o,V*i6 

o«8t4J7 

",7 1594 

0,56665 

0,34017 

9,87611 

9,76704 

0.15401 

0.45671 

9.«5*90 

9.90T75 

9,945  IS 

9,97115 

9,9899' 

9,99874 

9,999.8 

9„99'43 

9,97S4S 

■V9iS5° 

0,961s' 

0,9«67i 

0,99938 

1,00148 

0,99383 

0,97701 

0,95160 

0,91770 

1  066  &o 

..OS476 

1.04157 

1.0171J 

1.01.57 

0.99509 

0.97785 

0.960.7 

0.94115 

9-99999 

9.99999 

9.99999 

q. 99999 

9.99999 

9.99999 

9-99999 

9,99999 

1,90098 

8,89107 

8,88488 

8,87604 

8,86717 

8,85788 

8.84789 

8,83751 

8,81661 

■-91I19 

S. 945^3 

8.95841 

8.97186 

8.98841 

9.00490 

9-o»n4 

9.03981 

9-OS774 

6.*<M17 

6.83569 

6.87516 

6-91858 

6.96516 

7.0.470 

7.06641 

7-1.946 

7-17311 

6<995Ii 

6.99S01 

6.99469 

6-99441 

6.99-HS 

6.99394 

6-99376 

6.99358 

6.99346 

9.T51B9 

9.64661 

9,50041 

9.IBQ59 

8.83749 

8.689B7 

9 -16035 

9.51663 

9.70989 

6,5j4o6 

6,48130 

6.37567 

6,19917 

5«8°i7S 

5. 6838. 

6.154.. 

6,51011 

6.70U5 

oa»irj 

0,19584 

9,9991' 

9,6.051 

9. »1801 

9.85713 

0-08419 

0.1,609 

0.30.5. 

q^M«oS 

9»6ini 

9,50669 

9,33019 

8,93377 

8.8.483 

9-38S'3 

9.65115 

9.85437 

<,J4tt» 

..37698 

1,40103 

1,41747 

.„414.4 

1,41163 

',4.31s 

1,39615 

1,37146 

[r     .0.6» 

+    9-78 

+       8.10 

+        5-59 

+       1,18 

—        1-73 

—       6.19 

—      1..16 

+    0.64 

+       o.ji 

+        0-09 

-      0.01 

+        0.0s 

+       0.19 

+        0,74 

+        1-37 

0.04 

+     0-03 

+       0.01 

+        0.01 

+       0.0. 

0.00 

-       0.01 

—        0,01 

—        0.0s 

o.ls 

+    Ö.93 

+       1.0. 

+        .... 

+       i-»5 

+        1.40 

+        1.5B 

+        t.78 

-h         1.0. 

206     

JM  Jia  dv  '.dt        dz:  dt     fs 

/(«  +  [«+lH  +i"i'53"746  — 8'i8''869  +6301.78  —318.38  +50 
+  -^-/'  («+[«+iM      —         «"337—    0.006   —       706+     0.29  + 

—  7^ /'"(«+ [»+4]«')      —        0.003  o    —       0.02  o 


ff{x)dx 


+  i°i'52"4o6  — 8'i8"875  +6294.70  —318.09  +50 


und  für  die  Doppelintegrale: 


+ 


*4 

17 


2920 

367 

«93536 


•/(«+[«  +  4H 

+  15411-52 

+ 

724-37 

/    {a  +  [i+\]^) 

+          6.27 

+ 

0.77 

/'{«  +  [«+4H 

—          0.10 

+ 

O.Ol 

/■M«+[»+il«') 

—               Ö.OI 

0.00 

.+K+1I« 

f[x)  dx^ 

+  15417.68 

+ 

725-15 

Die  Rechnung  nach  dem  Formelsystem  II)  (pag.  170]  führe  ich  7Stellig  di 
weil  man  die  aus  derselben  resultirenden  Zahlen  später  bei  der  Controlrechnung 
grösserer  Genauigkeit  braucht,  als  dies  die  östellige  Rechnung  gewähren  kann 

M    328°  4'46"o5 


Jlfo 

327°  2' 53"  64 

-^ 

320^45' 45"  99 

sin£(^) 

9ii8oi  0829 

cos  £00 

9.889  0403 

Subtr. 

0.  HO  0930 

cos^E^ — ÄQ 

9-778  9473 

rosint?o 

0^289  9304 

9^857  0986 

Tq  cos  t?o 

0.274  4266 

»0 

313^58' 39"  07 

^0 

0.432  8318 

z 

5.860  4279 

tang  h 

5.428  0595 

cos  h 

0.000  0000 

\foh]^y'^ 

9-596  5336 

(«?*)  «ö-VS 

8.835  6650 

sin  V 

9,1846  9208 

(1+^)-^ 

9-999  3309 

rf(r)2 

8^681  9167 

E^ 

321^57' 20"09 

sin  Ef^ 

9^789  7726 

cos  E^ 

9.896  2688 

Subtr. 

0.108  0295 

cos  E^ — «0 

9.788  2393 

((r))  sin  V 

0^278  6201 

9^852  0193 

(fr))  cos  V 

0.283  7186 

V 

3i5°2o'io"7i 

(W) 

0.431  6993 

log  (i+v) 

0.000  6691 

(r) 

0.432  3684 

r 

0,432  3684 

dvidt  6.798  9750 

d(r)\  7-230  6743 

Add.  0.015  6437 

d  (r) :  dt  8||666  2730 . 
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Von   hier  ab  kann  die  Rechnung  östellig  geführt   werden;    man   erhält  so 
ich  III]   (pag.  170) : 


dzidt 

5n502   550 

sin  (/— JSJ»)  tang^  / 

5.428  059 

(r)  dz:  dt 

5n934  91B 

9f»969  477 

z  d[r) :  dt 

4^526  701 

cos  (/— JSTo)  tang/ 

5,838  682 

Subtr. 

9.982  694 

l-K^ 

i58°46'io"2 

[wk)  Vpo 

0.078  749 

l—V+tOo+J(it 

227*56'3o"o 

flUdt 

6.699  826 

-Ki 

69*10' i9''8 

Add. 

0.000  181 

Nenner 

0.078  930 

tang/ 

5.869  205 

Zähler 

5^917  612 

tang^/ 

5.568  175 

^^ 

sin'i/ 

1.136  ... 

fe)/-'  ^^' 

6.862  185 

iVpo 

0.542  138 

2  Vpq  sin  2^/ 

1.678  . . . 

log.  Add. 

0.000  091 

Add. 

0.000  003 

2V fo  +  A^p) 

0.542  229 

sec  / 

0.000  000 

log  J  (p) 

7.404  417 

log  J  {Vp) 

6.862  188 

J[u) 

©"OOG 

»ter  lässt  lY)   (pag 

;.  170,  171)  finden: 

1^ 

i°6'ii"95 

2Kq 

i38°2o'39"6 

tangit;, 

8.284  632 

sin  Kf^ 

9.970  651 

a 

3.852  807 

sin  2  K^ 

9.822  595 

b 

7283  543 

sin  Kq  :  sin  i" 

5285  07 

62 

4.567  086 

sin  2  J£j)  :  sin  2'* 

4.835  990 

(n)i   - 

-  6'io''356 

J{K] 

6'9"966 

(11)2     +       o"253 

Q— Qo     +  6'io"240 

n  - 

-  0  10  103 

I   +     0.137 

l^W 

-  3'  5''o 

Ko  +  \J(K) 

69°  7'i4"8 

tang  t  (i^in) 

5.120  112 

^^{K,-\-iJ(K)} 

9-55»  937 

T 

4.685  575 

tang|/ 

5.568  175 

1  (»■-<>) 

+    2"720 

sec  \J  {K) 

0.000  000 

»—«0 

+  5"440 

Nun  kann  an  die  Berechnung  der  Formeln  Y)  (pag.  171)  geschritten  werden. 


i  [E,+E^)  32i°2i'33"o 

ß  9-999  992 

co8|(jBo+J^)  9-892693 

«inVo  9-239  131 

» /^ cos  I  (^+£po)  9-Ui  816 


cos  yo     9.993  368 

n'  cos  N    9.886  061 

9.890  083 

n  sin  N    9^795  488 

N    320^55'54"2 
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Nenner    9.936  784 
JM"    3.569  656 
E^-E^    +i°ii'34"io 

N—v^    6«57'i5"i 
cos  [N—v^]     9.996  793 


n  9-995  978 

<hß  0.495  471 

E^—E^  3.632  872 

sin  i"  4.685  575 


n 

sin  (iV— P9) 
n  sin  (N^Vq) 

Subtr. 
Nenner 

n  cos  (JV— ro) 

T 


8.809  896 
9.083  057 

7.892  953 
0.432  832 

9.998  746 

0.431   578 

8.806  689 

8.375   111 

4.685  656 


N-\[V+v,] 

sin{i\r-^(F+Po)} 

—  n 

8ec|{r— t?o) 

log[((r;.)-ro] 


oV'45"8 
3i4°39'24''9 

6°i6'29.3 
9.038  610 
8^809  896 
0.000  031 

7n848  537 


r-Oö     +i''2i'3i"64 


Zur  Controle  der  eben  erhaltenen  Werthe  findet  man  aus  VI)  (pag.  171) 

ao/^(jB'o— -El)o)8ini"     8.813  918  i  Oo  cos  (jpq    0.187  817 

9n034  619 
711848  537 


CosinKJSi+j^) 
log  l((r))-ro] 


compl.  Vr^{[r)) 
ß  sin  i"  (A— ^0) 
sin  I  ( F— t?o) 
S 


9.567  734 
8.318  439 

8.073  990 
4.685  565 


{[V-v^]  +     4o'45"82 

r— t?o  +i°2r3i"64 

Die  Controlwerthe  stimmen    somit  vollkommen;    aus  YII)   (pag.  171)  c 
sich  nun: 


sin  ^  6     5.127  029 
2  sin^^i    0.555  088 


((r))  Y    7.619  718 
Add.     9.841    129 


V 

7.188  019 

J[r) 

7,460  847 

Add. 

0.000  000 

V  4-  2  sin  2  ^  Ä 

7.188  oig 

y 

7.188  019 

sin  Oo 

9»857  099 

2  sin|  (F— t?o) 

8.375  020 

dv :  dt 

6.798  975 

cos|  (r+t?o) 

9.846  869 

(r)  dv  :  dt 

7-231  343 

sin^  ( r— t?o)cosi(  r+Oo) 

8.221  889 

(«,*) 

«o{.. ••}  ••  Vp» 

7.085  540 

/sin  t?o 

7,045  118 

Add. 

0.234  2»9 

Subtr. 

0.027  986 

dz  :  dt 

5,502  550 

{ } 

8.249  875 

{.: 

{r)}{dz:dt} 

0,930  609 

(»*)  60  :  Vp9 

8.835  665 

(i)+{2) 
Add. 

7.465  562 
0 
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Vp    0.241  289 
P    0.482  578 

Nun  kann  an   die   Bestimmung 
^hritten  werden;  die  Formel  VIII) 

dr^  :  dt        8^692  764 


cos  *  :  [i+v]  9.999  331 
^Q     7.464893 

der  Excentricität  und   der  wahren  Anomalie 
(pag.  171)   liefern  hierfür: 

g  sin  G     7.865  465 


I 

5n554  952 

II 

7.706  182 

Add. 

9.996  924 

Compl.  [wk) 

0.162  359 

Po  ■■  ro 

0.049  384 

U 

7n5»o  231 

I 

7.404  417 

Subtr. 

0.251   338 

Compl.  r 

9.567  632 

G—\(v  +  f>o) 

n8°4i'  2"4 

C08{G-i(»  +  »o)} 

9„68i  222 

geoa{G—{  (e+i»,)} 

7,564  326 

sec  i  (c  —  »0) 

0.000  083 

^(e) 

7,564  409 

«0 

9.239  131 

Add. 

9.990  717 

sin  tp 

9.229  848 

V 

9°46'27"o 

i(<p  +  <Po) 

9°52'50.9 

C08{(q>  +  q>o) 

9.993  510 

\^[e] 

7n263  379 

sin  \  ((p—q>(,) 

7,269  869 

S 

4685  575 

^{q>-(Po) 

—  6'23"967 

(p—9o 

— 12'47"934 

Aus  IX)    (pag.  172)  findet  sich  weiter: 

log  2  0.301  030 
8in|  (v — t?o)  8.290  699 
cos^  [v  +  Vq)     9.850  216 

9.993  650 

8.435  595 
7n570  899 


cos  q) 

{oh 
2gin|  (9  —  90) 
»in  {  (g>  +  (po) 


9.982  361 

ff  cos  G 

7.329  201 

G 

73"46'5o"o 

G  —  Vo 

ii9«48'io"9 

sin  [G  —  Vq) 

9-938  389 

9 

7.883  104 

cos  [G  —  ©o) 

911696  373 

y  cos  (Cr  — t?o) 

7fi579  477 

^0 

9.239  131 

Add. 

9.990  385 

Nenner 

9.229  516 

ff  sin  (Cr— »0) 

7.821  493 

tang  (0  —  ©o) 

8.591   977 

T 

4.685  796 

«?  — t>o 

2°i4'i7"i4 

i(o     t'o) 

1°  i  8"57 

i(o  +  «>o) 

315°  5'47"^ 

2  Co 

9.540  161 

Add. 

9.995  383 

(2^0  +  ^^) 

9-535  544 

J[e^] 

7n099  953 

2  sin  ^  (ü — t>o) 
8in|  (t>  +  »o; 

8uhtr. 


8,591  729 
911848  752 
8^440  481 
9.938  007 
8.378  488 


9.234  515 


Opfolt^r,  B»1inbefltiroinaBgeii.  II. 


(r  :  p]     9.949  790 

27 


sin  Vn 

Quo 5 7  099 

[oh 

6.662   513 

Suhtr. 

9.992  614 

<o' 

8.428  209 

>i  [r  ■•  P, 

8-377  999 

(A)  sin  EiM 

7.080  074 

•     Add. 

0.021   338 

»  [r  ■■  P) 

8.328  278 

[l)  cos  Boo 

7^168  031 

Add. 

9.968  883 

^'  sin  G' 

8-399  337 

• 

9.894  618 

g  cos  Gr' 

8.297   161 

G' 

5iV'43"o 

G'-£o<) 

9o"54  57  0 

sin  [G'—Ei^) 

9.999  944 

r 

9 

8.504  719 

cos  (Cr      £(m) 

8^203  675 

£ 

322«35'4o"2 

—  sin  £ 

9.783  512 

j/(«)  :  sin  i" 

2^878  834 

log  J  M:x 

2^662  346 
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—  g  cos  G 

7n329  201 

w 

7n278  991 

sin^o 

9„8oi  083 

cosE^ 

9.889  040 

ff'  cos  (G'—Eot) 

6.708  394 

Nenner 

9.999  778 

ff' sin  (G'  —  E^) 

8.504  663 

tang  {E—Eoo) 

8.504  885 

T 

4.685  723 

E-    Eo„ 

i°49'54"20 

{  (E-Eo,) 

o«54'57"io 

i  iE+E,o) 

32i°4o'43"i 

cos  i  E+Eoa) 

9.894  618 

sin  \iE—E^) 

8.203  688 

—  2  sin  (ff) :  sin  1" 

40854  586 

log  JAf^ 

2,952  892 

JMi 

i4'57"2o6 

JM^  — 

7'39"564 

M—ito  + 

i°27'i7"43 

Nach  X    (pag.  172)  erhält  man 


—        6'  9  966 


0.000 


-  8i8"875 
+  i"2i'3i"64 

-  2»i4'i7"i4 


(0 Wq 

1°  7'i4"34 

yc  —  TfQ 

— 

1°  i'  4"io 

L-U 

+ 

o"26'i3"33 

/«o^ 

2i3"37'55"26 

Alis  XI)    pag.  172)  leitet  man  schliesslich  ab  mit  Benützung  der  Tafel  XI : 


/^  — 


^ip) 

7.404  417 

a,  J  [e^] 

7n595  432 

P^ 

0.482  216 

Subtr. 

0.000  563 

Add. 

9.742  286 

ih)^[e^) 

0.482  779 

Nenner 

0.783  809 

Jlp\-\-a^J[e'i) 

7»i46  703 

log? 

6,362  894 

9       - 

-0.000  2306 

f 

0-477  371 

—  th 

2„8o6  787 

1«K  (."      /««) 

9.647  052 

/*—."«    +  0^44366 
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Die  neuen  Elemente  cdnd  also,    wenn  man  die  Epoche    auf  den  Osculations- 
puiiJct  legt : 

(g)  Erato 

Epoche  imd  Osculation  187 1  Sept.  13,0  mittl.  Herl.  Zeit. 

mittl.  Aeq.  1870,0. 

L  =  5°56'24"87 
M  =  328  30  11.07 
7t  =     37  26  13.80 

ö  =  125  484994 

t  =  212  29.34 
fp  =  9  46  26.97 
/i  =       64i"3397i 

Vergleicht  man  diese  Elemente  mit  jenen ,  die  auf  pag.  1 36  mitgetheilt  sind 
und  in  ganz  anderer  Weise  durch  eine  völlig  verschiedene  Methode  der  Störungs- 
rechnung  erhalten  wurden,  so  findet  man  die  befriedigendste  Uebereinstimmung ; 
doch  ist  den  hier  erhaltenen  Elementen  das  grössere  Vertrauen  zu  schenken,  weil 
die  Störungsrechnung  nach  Encke's  Methode,  in  Folge  des  Anwachsens  der  Stö- 
rungen, nicht  mehr  die  hinreichende  Sicherheit  bot  und  eigentlich  länger  fortgesetzt 
wurde,  als  es  gestattet  erscheint;  man  kann  aber  aus  dem  hohen  Grade  der  Ueber- 
einstimmmig  den  Schluss  ziehen,  dass  selbst  in  diesen  extremen  Fällen  die  mecha- 
nischen Quadraturen  alles  geleistet  haben,  was  von  denselben  verlangt  werden  kann. 
Die  unten  durchgeführte  Störungsrechnung  nach  der  Variation  der  Constanten  be- 
stätigt die  eben  hier  gemachten  Schlüsse. 

Zur  Controle  kann  man  die  FonQeln  III)  —  VI)  (pag.  172,  173)  benützen;  man 
erhält  aus  ni) ,  wenn  man  die  Rechnung  7stcllig  durchfuhrt: 

dz  :  dt  5n502    5500  sin  (/ — fj^jtang«/  5.428  0595 

(r)  dz  :  dt  5^934  9184  9^969  4769 

zd{r):dt  4^526  7009  cos  {/ — Ä^)  tang/  Stß^S  6820 

Subtr.  0.017  305Ö  ^ — ^0  i58"46'io"o3 

Zähler  5^917  6126  V-\-iüq-\'Ju}  =  1  227°56'3o'o4 

[wk)  Vpo    0.078  7492  ÄJ,       69"io'2o"oi 

fl  Udt    6.699  8265 

Add.     0.000  1814  tang  t/    5.869  2051 

Nenner    0.078  9306  T    4.685  5749 

(tDk)Vp     0.0789306  J     15.263 

'u]  =  1 58^46' io"o3 

Aus  IV)  (pag.  172)  findet  sich  nun: 

^  ti,       i"  6'ii"95  cosJ(f„ — J]     9.999  9198 

^J      o"  o'7"63i  sec  4  (f'o-l-«/)     0.000  0809 
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tang^ifo 

sini(i;,— Jj 

cosec^  (*o4-«^) 

tgi{/r-(Q-Qo)} 

i{K-  ;Q— Qo)} 


i"  6'i9"58i 

1°  6'  4"3i9 
34°35'io"oo 
9.838  5318 
8.283  7167 
1.714  6147 
9.836  8632 


34°28'59"9i 
Q— Qo  4-      6'io"25 
Q     i25°48'49"95 
Aus  Y)   (pag.  172,  173)  erhält  man  nun: 

dir) 


1  {K+  (Q-Q„)} 

K 

sec  4  {K—  Ko) 
tang^  J 

tang  i  (*'  —  «o) 

r  —  log  2 

•  • 

»  —  «0 


9.838  5325 

34«35  10  16 
69°  4' 1 0^07 
69«  7'i5"o4 
9-551  9354 
0.000  0002 
5.568  1751 
5.120  1107 

4-384  5449 
+  5"440 


dt 

(r) :  r 

z_  IdzX 

7\JtJ 

Add. 

dr  :  dt 

\  p  :  [wk) 

P 
p  :  r 


8^666  2730 

0.000  0000 

0^930  6095 

0.000  0000 
8„666  2730 

0.403  6478 
0.482  5784 
0.050  2100 


sin  fp  sin  v    gnptg  9208 

9.858  5055 

9.088  3528 

3i6"i2'55''76 
9.229  8473 

9«46'26"89 
ii2"5i  14  31 

27i"37'24"34 
37«26'i4"29 


sin  (p  cos  V 

V 

sin  rp 


sin  fp 


Schliesslich  findet  sich  nach  VI)    (pag.  173): 

(45° +  !</))       49^53' i3"44 
\v     158°  6'27.88 

9-925  5514 
9n6o4  0536 
i6i«i7'49"86 

322°35'39"72 


cotg  145  +\(p) 
tang  \  V 

E 


K—v 

10 

7t 

sin^ 
Sin  I 
JM 
M 


9n783  5134 
4-544  2724 
-  5"54'3o"90 
328^30' io"62 


cos  (p     9.993  6498,5 


cos  fp' 


log 


a 


loga 
iloga 


0.742  9180 
3.550  0066 

641  "3404 


9.987   2997 

0.495  2787  k" 

0247    6393  jM 

Die  Uebereinstimmung  ist  eine  im  Ganzen  genügende ,  zeigt  aber  ganz  d( 
lieh  den  überwiegenden  Vortheil,  den  die  Bestimmung  der  neuen  osculiren 
Elemente  durch  die  Differenzen  gewährt. 
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0.  Variation  der  Oonstanten. 
§  1.   Anfetellnng  der  Dlfferentialgleichiiiigeii. 

In  den  vorausgehenden  Paragraphen  wurden  die  Methoden  der  Störungsrechnung 
zum  Vortrage  gebracht,  die  den  Einfluss  der  Störungen  auf  die  Coordinaten  finden 
lassen.  Man  kann  aber  auch  die  Störungen  dadurch  bestimmen,  dass  man  durch 
Variation  der  sechs  willkürlichen  Constanten  des  Problemes  für  jeden  gegebenen 
Augenblick  den  Ort  und  die  Geschwindigkeit  des  gestörten  Himmelskörpers  darstellt ; 
diese  Methode  bewährt  auch  in  der  Anwendung  die  hohen  Vorzüge,  welche  dieselbe 
in  der  Analyse  in  Anspruch  nimmt  und  ich  stehe  nicht  an,  zu  erklären,  dass  mir 
dieselbe  in  den  meisten  Fällen  als  das  geeignetste  Mittel  erscheint,  die  Störungen 
mit  der  grössten  Schärfe  zu  bestimmen. 

Eine  verhältnissmässig  kurze  Ableitung  der  diesbezüglichen  Formeln  lässt  sich 
auf  die  bereits  vorhandenen  Entwickelungen  gründen ,  und  ich  werde  hierzu  die 
Formeln  heranziehen,  die  oben  beim  Uebei^ange  auf  die  osculirenden  Elemente 
eixtiv'ickelt  wurden;  man  kann  dieselben  nämlich  sofort  für  das  vorliegende  Problem 
verwerthen,  wenn  man  die  Störungen  in  den  Coordinaten  selbst  der  Null  gleich 
Setzt,  die  Geschwindigkeiten  aber  den  störenden  Kräften  entsprechend  abändert,  und 
^^Ur  die  ersten  Potenzen  der  Störungen  mitnimmt,  da  man  es  thatsächlich  nur  mit 
differentiellen  Aenderungen  zu  thun  hat. 

Als  störende  Ejräfte  sollen  eingeführt  werden :  die  Störung  im  Radiusvector  Rq, 
positiv  gezählt,  wenn  der  Iladius  vector  vergrössert  wird ;  die  Störung  senkrecht  auf 
denselben  in  der  Hahnebene  Sq,  positiv  in  der  Richtung  der  Bewegung  des  Him- 
^»lelskörpers  und  endlich  die  auf  der  Bahnebene  senkrechte  Störungscomponente  TVq. 
l^ie  positive  Richtung  der  Zählung  für  die  letzte  Coordinate  ist  dadurch  bestimmt, 
<la8s ,  vom  Pol  der  positiven  Z-Achse  gesehen ,  sich  der  Himmelskörper  im  umge- 
kehrten Sinne  wie  der  Zeiger  einer  Uhr  bewegt.  Es  soll  vorerst  vorausgesetzt  wer- 
ben, dass  die  Kraftcomponenten  berechnet  vorliegen;  wie  dieselben  bestimmt  werden, 
"Wird  im  folgenden  Paragraphen  erläutert  werden. 

Um  zunächst  den  Einfluss  der  Störungen  auf  die  Lage  der  Bahnebene  zu  be- 
Btimmen,  nehmen  wir  die  Gleichungen  15)  (pag.  166)  vor;  mit  Rücksicht  darauf, 
ilass  die  Störungen  in  den  Coordinaten  selbst  der  Null  gleich  gesetzt,  die  Ge- 
schwindigkeiten aber  um   den  Betrag  der  angreifenden  Kräfte  vermehrt,   und   dass 

die  Glieder  zweiter  Ordnung  weggelassen  werden  müssen,  nehmen  diese  Gleichungen 

die  Gestalt  an : 

sin  (/ — Kq)  tang/=:  o 

dz 


cos  II— Ko)  tang/=  ß-  =  -^ 


I 


') 
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es  ist  /  in  diesem  Falle   mit   dem  Argumente  der  Breite  u  identisch,    denn   es  be- 
rechnet sich  /  aus: 

/  =  F  -f-  ö>o  +  J(a  ; 

da  aber  die  Elemente   osculiren,    so   ist    V  identisch  mit  v  und  Jw  ist  der  Null 
gleich,  wodurch: 

l=u 

wird;   hieraus  erschliesst  man  sofort  mit   Rücksicht  auf  die  erste  Relation   in  i^ 
(pag.  213),  dass  auch 

ist,  welche  Relation  übrigens   sofort  aus  der   geometrischen  Anschauung  klar 
Mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand  ist   also,  wenn  man  wieder  den  Bogen  mit   d 
Tangente  vertauscht: 

kVp 

Man  erhält  daher  statt  der  Formeln  21)    (pag.  168)  sofort: 

{dK—  ldQ  =  —  ^Jcotg\isinu  ,  I  ^' 

wobei  ich  von  nun  an  die  Variationen   der  Elemente   durch  die  Störungen,    sowe 
dieselben  von  der  Ordnung  differentieller  Grössen  sind,  durch  ein  vorgesetztes  d  v 

den  Differentiationen  unterscheide;   es  wird  also  aus  3)  erhalten: 

•  ^         Jsinu         I      Wo     \  r  sin  M  . 

sin  t  \  ;t  y^  I     am  t  ^' 

(TV       \ 
-—-—]  r  cotg«  sintt  ,  5) 
k  Y  p    I 

und  aus  der  Gleichung  24)    (pag.  168)  folgt  sofort: 

d «  =  Jcosu  =  I 7?=^^ I  r  cos  u  .  6) 

\  ky/p   I  ' 

Die  erste  Gleichung  in  13)   (pag.  166)  gibt,  da  cos«/  der  Einheit  gleich  gesetzt  wer- 
den kann:    . 

legt  man  die  A'-Achse,  wie  es  von  nun  ab  vorausgesetzt  werden  soll,  in  den  Radius- 
vector,  so  wird: 

a;  =  r  ,     y  :=  o 
und  nothwendig: 

dt  ~  dt   '^  '^^ ' 

wenn  durch  -jj-  die  ungestörte  Geschwindigkeit  in  der  F-Coordinate  dargestellt  wird ; 
nun  ist  aber  wegen: 

»•0 
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auch: 

und  man  hat  also,  da  Tq  mit  r  identiücirt  werden  muss: 


oder : 


v;^=^ 


8p=^-^V^. 


7) 

Heim   Uebergange    auf  osculirende  Elemente  wurden   auf  pag.  89   die  Glei- 
chungen gefunden : 

e  sin  V  =  i?o  sin  ro  4-  ^  |^^  ^  (V^)  +  V>"  ^  (^j  | 

«  cos  o  =x  ^  cos  ©0  +  7  I  ^  (j9)  —  ^  ^  (r)  I  . 

Setzt  man  nun  in  diesen  Gleichungen   für  die  Aenderungen  des  Parameters 
die  Variationen  aus  7)  ein  und  beachtet  die  Relationen: 

dr  .  k 

dt  Yp 

J  (r)  =  o 
so   ^wird: 

ö{e  sint?)  =  sint?  de  +  e  cosüdü  =:  -i-  J  «"£«:  r  aSq  +  Vjt>  Äo  > 
<J  (öcost?)  =co8t?  de  —  e  sinvdv  =  —A-  Yp^. 

Bei  diesen  Gleichungen  hat  man,  um  späteren  Missverständnissen  vorzubeugen, 
^^  "beachten,  dass  unter  öv  die  Variation  zu  verstehen  ist,  welche  die  wahre  Ano- 
^*^^lie  durch  die  momentanen  Störungen  allein  erleidet;  es  ist  also  dv  wohl  zu  treu- 

^^^  von  dem  Ausdrucke    l-Tr)  dt ;  dieser  Umstand  wird  später  nochmals  ausfiihr- 

^^^Vi  besprochen  werden. 

Um  de  und  öf>  aus   den  Gleichungen  8)    zu  bestimmen,   hat   man  zunächst, 
^^im  man  statt  e  den  Excentricitätswinkel  (p  einführt, 

de  =  cos  (pd(p 
coBq>d(p  =  {er  sint?^  -f-  2p  cost?}  I    ^_|  +/>  sint>  (—^=^1  ; 

^^^tzt  man  nun  r  durch  den  Werth  — -^ ,    so  findet  sich  leicht : 

er  sint?^  +  20  cosr  =  p  ] — ; f-  2  cos  c  }  =  »  {— ■ -^ }  = 

'       ^  ^   ( I  H-  c  cos  t?     '  J         ^  ( I  -f-  e  cos  t?    '      I  H-  «  cos  r    ) 

:=  /?  {  COS  V  -\-  cos  E  }  , 
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lind  man  hat,  wenn  man  p  durch  a  cos  qp^  ersetzt,  sofort : 

d(p  =  a  cosqp  {cost>  +  cos^}  i-  ^— j  +  a  costp  sint?  r^^-i  .  9) 

Weiter  folf^  aus  8)    (pag.  215): 

edv  =  sint?  [er  cos©  —  ^p)  {  -  /^-]  4*/^  cosu  j    ^— )   ; 

\  k  Yp    I  \  k  Yp  I 

nun  ist  aber: 


r  =  ^-i 


^cos 

r 


wodurch  erhalten  wird: 


cJ^  =  _i!HiL   [p^r)  l-^\  +P-?-^  IJ%\  .  ,0) 

Die  Formel  23)    (pag.  168)  gibt  weiter  die  Relation: 
j7t  =  J[K]  +J[u]  +Jui  +  {[V—v^)  —  [v-v^])  +  (Q  — Qo)  ; 
hierbei  ist  den  gemachten  Voraussetzungen  und  Entwickelungen  nach  zu  setzen: 

J  [K)  =  —  r  sinw  cotg«  ( — ^\ 

\kY  P 

J  [u]  ■=■0 
J  (w)  =0 
V—Vq  =  o 

V Vq  =  öv 

smt    \  kYp   ' 
demnach  wird  man  haben: 

8in«3p    ^'  ^    MäV;,/  sinyUyp/  ^'     \kYpl 

Um  die  Variation  der  täglichen  mittleren  siderischen  Bewegung  ft  zu  finden 
soll  zuerst  der  in  dem  Ausdrucke 


(vergl.  pag.  92)  auftretende  Factor  jf^  näher  erörtert  werden. 

Wenn  man  beachtet ,  dass  q  von  der  Ordnung  der  Störungen  ist ,  und  dass  ^ 
der  Factor  f  sich  von  dem  numerischen  Werthe  3  nur  um  Grössen  von  der  Ord-  " 
nung  der  Störungen  unterscheidet,  so  wird  man  auf  die  hier  gestellten  Bedingungen  J 
sich  stützend  schreiben  dürfen  : 

d/i  =  — 3^jM,  12) 

und  es  stellt  sich  demnach  die  Aufgabe,  den  Factor  q  durch  die  störenden  Kräfte^ 
auszudrücken,  wobei  man  q  nach  pag.  92  annimmt,  sofort  aber  die  Glieder  zweitei^ 
Ordnung  fortlässt  und  statt 

^  [^2j  :=  2  e  6  e 
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schreibt;  man  hat  so  zunächst: 


q  =  -'^-^ "^  I?  "^       ^  <P09' 

die  Stihstitution  der  Variationen  aus  7)  und  q)  gibt,  wenn  man  beachtet,  dass 

r  +  ö  sin  (p  {  cos  v  +  cos  -B  }  =  0  (i  +  sin  tp  cos  p)  =  "- 
ist,   sofort: 

^  =  "^(—^1  4-  a  sin  o)  sin  c  (-~~|  ; 

führt  man  diesen  Werth  in   12)  ein  und  ersetzt  //  durch     '    ,  so  findet  sich: 

(J/i=-^.^(-A.)--iisinysinr  (-^)    .  13) 

Wir  haben  nun  noch  die  Störung  des  letzten  Elementes,  nämlich  der  mitt- 
leren AnomaHe  zu  betrachten.     Diese  bedarf  einer  besonderen  Erwägung. 

Will  man  die  ungestörte  mittlere  Anomalie  (Jf)  zur  Zeit  T  finden,  so  hat 
man.  wenn  man  mit  M^^  die  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  Tq  darstellt  : 

T 

V. 
Da  aber  in  der  ungestörten  l^ewegung 

rf3fo 


dt 


=  ^h 


^®t:,  80  kann  die  Gleichung  14)  in  der  gewöhnlichen  Form 

S^ schrieben  werden,  doch  bietet  die   erstere  Schreibweise   fiir  die    vorliegenden  Be- 
frachtungen wesentliche  Vortheile. 

Die  gestörte  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  T,  die  mit  M  bezeichnet  werden  soll, 
Erscheint  von  der  Zeit  in  zweifacher  Weise  abhängig,  indem  dieselbe  vorerst  eine 
^Xplicite  Funktion  der  Zeit  ist  und  andererseits  durch  die  Stöningen  Aendeningen 
Erfahrt.  Wir  haben  hier  also  Differentiationen  und  Variationen  getrennt  von  einander 
^Xi  halten. 

Ich  bezeichne  daher  die  Zeit  mit  ^,  wenn  eine  gewöhnliche  Differentiation 
^ach  der  Zeit  verstanden  werden  soll,  und  mit  r ,  wenn  es  sich  um  eine  Variation 
^urch  die  Störungen  handelt ;  ausserdem  unterscheide  ich  die  erstere  Operation  von 
fler  letzteren  durch  die  beziehungsweise  vorgesetzten  Operationszeichen  d  imd  d. 

Will  man  nun  die  gestörte  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  T  kennen  und  durch 
diQ  Gleichung  14)  darstellen,  indem  man  derselben  durch  die  Variation  der  (kon- 
stanten Genüge  leistet,  so  wird  offenbar  sein: 

M=Mo+J  Mo+f(^+J^')dt.  15) 

V. 

Oppolzer,  BahnbeKtimmungen.  II.  28 
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J    ■JLf 

wobei  ^ Mq  die  immittelbare  Variation  von  iJ/o  durch  die  Störungen  vorstellt,   J — jp- 

jedoch  der  Idee  des  Integrales  entsprechend,    die  Variation  für  die  unbestimmt  ge- 
lassene Zeit  t  bezeichnet;  es  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass 


^  "'  =/(4f )  ^ 


7*0 

ist,  man  hat  also  statt  15)    (pag.  217)  zu  schreiben: 

T  TT 

M=  M,  +Vo  [T-T,]  +/  [—)  dx  +fdtf[^)  dr  ,6) 

n  To        *To 

Die  Stönmg  der  mittleren  Anomalie  ^  M  zerfällt  also  in  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Theile;  der  erste  Theil  entsteht  aus  einer  einfachen  Integration  der  Va- 
riation  des  Elementes  M^  ,  der  zweite  Theil  beruht  auf  der  integrirten  Variation 
von  /i  nach  der  Zeit.  Da  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Variation  und  Inte- 
gration nach  derselben  Grösse  stattfinden,  indem  dt  =  dz  ist,  so  kann  man,  wenn 
aucli  in  nicht  ganz  correcter  Weise  dafür  das  Doppelintegral  (eigentlich  iterirtes 
Integral)  7. 

schreiben,  und  erhält  so  die  allgemein  übliche  Schreibweise  für  dasselbe. 

iMldet  man  nach  16)  die  Variation  von  dJM  nach  t^  so  erhält  man  sogleich: 

T 

dJM=[dM)T-\-f['{-)dr,  17) 

wobei  der  dem  ersten  Gliede  angehängte  Index  anzeigt,  dass  für  d  M  die  für  den 
Zeitpunkt  T  geltende  Variation  einzusetzen  ist,  ebenso  ist  im  zweiten  Gliede  die 
obere  Grenze  dem  entsprechend  eingeführt,  iieide  liestimmungen  erklären  sich 
einfach  aus  der  Bedeutung  des  Differentiales  eines  bestimmten  Integrales.  Es  stellt 
sich  nun  die  Aufgabe,  die  Variation  von  J M  durch  die  störenden  Kräfte  auszu- 
drücken, und  hierbei  kann  man  sich  auf  das  Glied  [dM)T  allein  beschränken,  da  die 
Variationen  von  ^  durch  die  störenden  Kräfte  bereits  oben  entwickelt  sind  und 
daher  auf  die  bekannte  Anwendung  der  mechanischen  Quadraturen  reducirt  erscheinen. 
Man  wird  übrigens  diesen  zweiten  Theil  bei  der  Anwendung  zweckmässig  nicht  mit 
dem  ersten  Gliede  von  dJM  vereinigen,  sondern,  um  zur  Kenntniss  von  J M  zw 
gelangen,  die  Integration  der  Variation  von  J M  durch  eine  einfache  Quadratur  für 
sich    allein   ausfüluren   und   nach   der   Integration   das   Doppelintegral,    welches   aus 

Y^  entsteht,  nachträglich  hinzufügen. 

Um  zur  Kenntniss  der  Variation  d  M  zm  gelangen,  ])ieten  die  vorangehenden 
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EntwickeluBgen   hinreichende  Anhaltspunkte,    doch   wird   die    hierfür  nöthige   Re- 
diiction  ziemlich  weitläufig. 

Die  Formeln  8)  (pag.  91)  geben  mit  Weglassung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
und  unter  Berücksichtigung  der  Formel  7]   (pag.  215] : 

(a)  =  cos  q)  cos  v  d  v  —  sin  q)  sin  v  6  (p 

(y)  =  cos  q>  d  (p  —  sin  v  d  v 

und  es  findet  sich  demnach: 

sin  ^  =  sin  E^ ^^  sin J?o  +  ~  1  ^^^  ^P  ^^^  ^^^  —  ®^"  V  ®"*  ^^*r  \ 

COS  E  =  cos  £0 7=  cos  JBo  +  —  |  cos  qpdr/)  —  sin  v  ö  c  J 

woraus  sofort  folgt: 

ÖE  =~|  (cos r/) cos t? cos  -B+sin«?sin£)  öv —  (sin(;psint?  cos£  +  cos rp siu E)  d rp  |;  18) 

ausserdem  hat  man : 

M=E— €  sin E, 
es  ist  also : 

ö  M=  —  ö  E  —  sinjB  cos  q)  6  (p\ 

die  Vereinigung  dieses  Ausdruckes  mit  18]  gibt: 

^  J!f  =— I  cos9)c08t?cos£4- sinüsin  jB  I  dt? —  J^  (sinr/)8inf?cos£  +  cos(jpsin£)  + 

4-  cosr/)sinJB>  äq  .  19) 

'dieser  Ausdruck  ist  einer  wesentlichen  Keduction  fähig;  vorerst  soll  in  dieser  Rich- 
^^i^K^ig  der  Coefficient  von  dt?  vorgenommen  werden. 
Setzt  man  die  bekannten  Relationen 

a(co8J? — e) 


cos  t?  = 


sm  t? 
,  sb  wird 


r 
a  sin  j?  cos  9) 


-j—  =  —  COS  (ß  ( I  —  e  cos  Ej  =  —. .  20) 

ov  p  ^  ^  '  a*  cos (f>  ' 

-^ie  Reduction  des  Ausdruckes  ^-    ergibt ,  wenn  man  sin  v  wie  oben  durch  die  ex- 
zentrische Anomalie  ersetzt,  vorerst 

-^ —  =  —   j   COS  (p  Sin  E  [i  -\ e  cos  E)  +  — —  cosr/)  sm  E  ) 

r^sinv 


=  —    1^+^    +^C08£  j 

^un  ist  aber  -bekanntlich: 


pa      ' 


\  e  cos  E  —  i . 

a 

28^ 
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2j*   miier  «ich   «if!iiiiiarii  die  Variation   von  M  als  Funktion  der    Variationc 
T  *   imi   r  c  nach  'i^i  ohüc«i  Fonnefai: 


JJf=     >^       Jr-  ip-^T)  4^(Jg)  22) 

Z*  ih«^  iie  V  icBxinneiL  voii  ff  and  qr  durch  die  störenden  Kräfte  mittelst  der  Fcij 
nt*in    .    Txiit  :«:     potr  -i't    seseben  sind,  so  enthält  die  Gleichung  22]  bereits  ^ 

Sie  j!iL  ^edoca  ne^fe  Siib«mation  ausfahre,  soll  noch  statt  der  Variation  vo 
Jf  de  "^  cTainm    \ss  micäissnsit  Luee  i  L  eingeführt  werden ,    da  bei   der  häufigem: 

v.TWtf»i*mTiy  uESfS  Medujtie  snf  die  Bcfcchnung  der  speciellen  Störungen  der  kleine- 
T^ane^ea.    äe-ü«    Trom^iEaiaiiiHi  zwedanissig  erscheint.     Denn   bei   der   meist  nicli^ 
Mlmag^ifr^igi  Esccsiirbmät  der  Bahnen  der  kleinen  Planeten  werden,    da  du  nahezi^ 
XTtüch   —  7  r  ibc.    ^  \snsMtiaaai  Ton  .t  und   Jlf  nahe   gleich,    erhalten  aber  da^ 
?sapv»ur!!>eG:te  V  icseörhea  viui  sind  überdies  meist  gross,  da  dieselben  im  Nennec 

t»»*»  F'ictiir  ?m  c  ducäziloea.:  e»  t$(  aber 

tL=iM+ijt,  23) 

imi   iufe^  Cifittifnc  L  ^srsAsm^  demnadi  von  den  eben  angeführten  Nachtheilen  b^ 
-ivu.     Xaca  l.^&ii:änoc  et     p«c.  iio    ist: 


IVr  V* JVÄcwttC  «VÄ  t  r  &85t  «fc  aber  schreiben ,    wenn  man   für  r  die    ^ 
.>r«iittvoJ«?   Vtuamuir  räiSJbR: 

ff  '      cmtp  ' 

nun    t*  AiH^ 


1«=^-*      «     o»  Jf  (2  — ecos  Jg;)  =cos£(i  +  ^); 


^  .:w^^$«      '^•'?*^*dr—   f;^-^,rsint?dy+rsintttang^«(--|^^        25 

Nt>*s5«^iw  man  nw«  för  dr  und  8<p  die  Werthe  aus  den  Gleichungen  9)  un 
^     ^.^w-    -^-     ^  Mlhäh  man*  ^«^»n  man  diejenigen  Glieder  zusammenzieht,   die  m: 

«cw  >*.-«««  I    *•- 1  »«ItipBwrt  eischeinen,  den  Coefficienten  von  j^^J 


f 


n\ 


0CO8Ü  4      .         I            /      I     \          E»  I         r  »H-r  sin  1?^  ,x 

*^      -  \  atanstircp  —  la  +  r)  conE\ ^       .  26) 

Setzt  maii  also  für  a  cos  E  den  Werth  (r  cos  t?  +  «  ^)  ^u^d  beachtet,  dass 

tangiy-dny_ ,  ^  ^ 

COS  9  o  a  :r  #  / 

ist,    so  verwandelt  sich  26J  in 

^^ —  I  (p4-r)8int>2  4-/?co8t?(co8f?+cosJB)  |  — pcosctang^qp  , 

oder : 

—  rcosgp  |^_[_^gim,2_|_pcost?cosJB  j  — pcost7tang4  (p. 

Nun  ist  aber: 

COS  E  =  ; ' 

I  -h  «  COS  t?  ' 


es   -wird  also   der  Coefficient  von  (      ^.\  schliesslich: 


—  (2  rcosy +jPCOst>tang|^^)  .  28) 


(*vf) 


Der  Coefficient  von  (— -~|  findet  sich  zunächst: 


ico8t>-f-co8  JF     /IX«  tttanirlcp — (aH-r)co8^/      ,     x    . 

acosq)  ^-^  '  eicos^  ^'^         ' 

I 
I 

(o -h  r)  sin  t?    i  Uli.         i       I 

^— ! — ^ j  rcost?  —  aco8^4-  atajig\(p  j  ; 

nun 

r  cos  V  =  a  (cos  £ — e) 

^^t;,    80  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  27)  sofort  den  Coefficienten  von  (— 7^  |  in  der 

'^  \kypl 

^^Viliesslichen  Form:  • 

(/)  4-  ^)  sin  t?  tang  ^  9  .  29) 

Für  die  Variation  von  L  wird  man  also  durch  Vereinigung  der  Resultate  der 
Gleichungen  25),  28},   29)  anzunehmen  haben: 

'^  =  —  (2rcos(p+pcosvtg\(p]^-^^^  +{p  +  r)  sinctg^qp  [-j^j    + 

+  rsinutgi.-(^),        30) 

^^1  hiermit  ist  die  gesammte  für  die  Variation  der  Constanten  nöthige  Entwickelung 

Trägt  man  alle  Formeln  übersichtlich  zusammen  und  wählt  als  Zeiteinheit  das 
^^    der  Störungsrechnung  zu  Grunde  gelegte  ZeitintervuU    w,    so  erhält  man  das 
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^         sin  t  sin  Q 

Ä  = 

fl  = 


sm  I" 
sin  t  cos  Q 


sin  I 


» 


und   die  Variationen  dieser  Elemente  zu   bestimmen.      Die  Variation   nach   der  Zeit 
erf^bt: 

dS  =  cosi  sinQ  di  +  »int  cosQ  ÖQ 

dii  =  cos f  cos QÖi  —  sin«  sin  Q  ÖQ  ; 

führt  man  nun  die  Ausdrücke  aus  32]  ein,  so  findet  sich: 

dH  =  r  {sinQ  costt  cost  4- cosQ  sin«}  W 
j  J2  =  r  {cosQcost^  cost — sinQ  sinu}  W. 

In  den  Fällen  nun,  in  denen  diese  Formeln  in  Anwendung  kommen,  wird 
1  stet«*  sehr  klein  sein ;  man  erhält  daher  die  folgende  für  die  Rechnung  bequeme 
Form,  wenn  man  beachtet,  dass  u  =  v  -^^  7t  —  Q  ist : . 


} 


33) 


^Ä  =  r  sin(o-f-7r)  TV — 2r  sin^t^  gJnQ  cos«  PF 
dii  ^=  r  cos  (v-\-jc)  W — 2r  sin^t^cosQ  cosw  IF, 

wolici  man  wohl  das  zweite  Glied  meist  wird  weglassen,    oder  sich  auf  dessen  Be- 
rücksichtigung nur  bei  bedeutenden  Störungen  wird  beschränken  können. 

Ebenso  wird  man  sich  im  Falle  sehr  nahe  kreisförmiger  Bahnen  zu  behelfen 
in    der  Lage  sein.     Setzt  man: 

sin  y  sin  n 


0  = 


sin  I 


it 


jrf sin  9  cos  n 


sini 


sö   erhält  man  wieder  durch  die  Variation  nach  der  Zeit  leicht: 

dO  =^       sinqp  costt^tt  +  sin/r  cos(pdqi 
ÖW  =  —  sin  y  sin  TT  d  TT  +  cos  TT  cos  qpdijp  . 

Die  Substitution  aus  32)  lässt  daher  finden: 

dO  =  —  p  cos  (0  +  ^)  -B  +  {  [r+p]  sint?  cos/r  +  jö  (cost?  +  cos-B)  sin/r)  *.9 

+  sin  q)  cos  /r  r  sin  u  tang  J  i  W 

dW  =       p  sin  (t?  -f-7r)  R  +  { —  i^-hp)  »int?  sin^r  +  />  (cost?  -f-  cos  E)  cos/r}  S 

—  sin  cp  sin  /r  r  sin u  tang^ t  W  ,  * 

^^v^r  wenn  man  beachtet,  dass 


cos  £  = ; = ==  (cos  V  -\-  e     — 

I  -h  c  cos  V  P 


^^t,  auch : 


dO  =z  —  />  cos (t?  +  tt)  R  +  {{p  +  r)  sin  (f?  -f-  tt)  +  r Ö)  sin  i")  ^S'  + 

+  r  sin  w  (tang | i  W  sin  i")  JV 

dW  =       p  8in(r  +  7r)  R  +  {p  +  r)  cos  (t?  +  ^)  +r'Fsini"}Ä  — 

—  r  sin«  (tang^»(2>  sin  i")  W  . 


34) 
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Die  durch  die  Formeln  33)  und  34)  eingeführten  Variationen  der  Elemente 
können  in  der  That  praktische  Bedeutung  erlangen ^  wiewohl  die  unten  angegebene 
Methode  der  Anwendung  der  Formeln  32)  derartig  beschaffen  ist,  dass  wohl  kaum 
je  die  Nothwendigkeit  eintreten  wird,  von  diesen  Abändenmgen  Gebrauch  zu  machen. 

So  einfach  die  Sache  vorstehend  sich  gestaltet  hat,  um  für  sehr  nahe  kreis- 
förmige Hahnen  und  für  sehr  geringe  Neigungen  die  obigen  Formeln  in  geeignete 
Ausdrücke  umzugestalten,  um  so  schwieriger  wird  das  Problem,  wenn  es  sich  um 
nahezu  parabolische  Bahnen  handelt,  und  man  wird  sich  hierbei  leicht  überzeugen 
können,  dass  die  Variation  der  Constanien  in  Folge  der  Discontinuität  des  Elementes 
a  für  parabolische  l^ahnen  überhaupt  nicht  mit  Vortheil  angewendet  werden  kann 
und  gerade  hier  die  früher  zimi  Vortrag  gebrachten  Methoden,  die  die  Variation  der 
Coordinaten  ermitteln,  den  Vorzug  verdienen.  Ich  will  aber  doch  hier  zeigen,  wie 
man  den  Nachtheil,  so  weit  als  thunlich,  beheben  kann. 

Führt  man  statt  der  Stöning  der  mittleren  Länge  die  Störung  der  Perihelzeit 
T,  und  statt  der  Störung  der 'mittleren  täglichen  siderischen  Bewegung  die  Störung 
der  Periheldistanz  q  ein,  so  erhält  man  die  Störungen  in  den  Elementen  ausge- 
drückt, die  sonst  bei  nahezu  parabolischen  Bahnen  angewendet  werden. 

Bildet  man  zuerst  die  Variation  von  3f,  so  ist  zunächst: 

dM^dL  —  ÖTT 

und  die  Verbindung  der  entsprechenden  Ausdrücke  in  32)    (pag.  222]  ergibt: 

dM  =  { —  2r  cosy  -{- p  cosr  cotgf/)}  R  —  (r+p)  »int?  cotg(pS  35) 

da 

cosecf)  —  tang^^)  =  cotgqp 

ist.     Der  hier  für  dM  gefundene  Ausdruck  enthält  die  vollständige  Variation  von 
nach  t;  denn  variirt  man  den  Ausdruck  16)   (pag.  218)  nach  der  Zeit  t,  so  sieht  man 
sofort,  dass  das  von  der  Zeit  t  abhängige  Doppelintegral  verschwindet;  nun  ist  aber: 

M^  (t—T)^ 
oder : 

also,  wenn  man  nach  r  variirt: 

« 

Substituirt  man  nun  die  Variationen  von  3f  und  jm  nach  den  Gleichungen  3 
und  32) ,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  und  Einführung  d 
Grösse  e  statt  sin  9): 

dr=  — j^  \2r  —  ^^- — —zz —  ^  smt>  >  R 


Vp 

H ^  j-_^-i  sin  t?  —  ^— ^ Vp^  S  , 


36) 


— —     z25     ^ 

Zur  Ermittelung  der  Variation  von  q  hat  man^  ausgehend  von  den  Gleichungen: 

k 


q=-^  =  a[i-e),  ^ 


a« 


dq  =  (i . — e)  da — ade  =  —  |^(i  — e)  —j—  oft  —  a  C08(pdq)  . 

In   diesem   Ausdrucke  nun  hat   man  die  Variationen   von  ^  und  cp   aus  32] 
(pag.  222)  einzufuhren,  durch  deren  Substitution  man  zunächst  findet: 

dq  =  {2  sine/)  (i  —  sin^)  —  cosy^J  «2  sincA  +  {2  (i  — e)  — 

—  cosy^  (cost?  +  cosjB)  }  a'^S  ; 
berücksichtigt  man  die  Relationen: 

—  =  I  +  ^  cosr 

r 

rt  cos»  +  6 

cos  E  = ; , 

so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Keductionen: 

do'  =  —  g^  sinr  J?  -\ r-^ {2  (i  — cost?)  +  ^sinc^l  g 

oder  schliesslich: 

dq  =  —  q^  sinvR  +  4gr  8in^p_  1    _[_^  cos^o^J  Ä  .  37) 

Die  Berechnung  des  Ausdruckes  37)  bietet  keine  Schwierigkeit,  anders  jedoch 
verhält  es  sich  mit  dem  Ausdrucke  36) ;  der  Factor  a  zeigt  sofort  an,  dass  der  Klammer- 
ausdruck  nothwendig  nahe  gleich  Null  sein  muss  für  nicht  allzuweit  vom  Perihel  ge- 
legene Epochen;  für  die  Parabel  wird  derselbe  in  der  That,  wie  dieses  eine  einfache 
Substitution  zeigt,  die  unbestimmte  Form  o  •  00  annehmen.  Dieser  Nachtheil  lässt  sich 
aber  leicht  umgehen  mit  Hilfsmitteln ,    die   später  bei   der  Entwickelung  der  Diffe- 
rentialquotienten für  nahezu   parabolische  Bahnen  abgeleitet  werden;   ich  weise   in 
den  folgenden  Zeilen  nur  kurz  auf  dieselben  hin,  da,  wie  schon  oben  erwähnt,  nach 
meiner  Ansicht,  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  für  die  Ermittelung  der 
Störungen  in  nahezu  parabolischen  Bahnen  nicht  sehr  geeignet  ist  und  die  Methoden 
der  (/oordinatenstörungen  den  Vorzug  verdienen.      Es  werden   an  dem  angeführten 

Orte  die  Differentialquotienten  von  -j-  und  -=-  in  strenge  und  für  die  Rechnung  be- 
queme Ausdrücke  übergeführt.     Setzt  man  nämlich: 


1  — « 


"Und  entlehnt  mit  diesem  Argumente  aus  der  Tafel  XVI  die  Coefficienten  ^*\  £4*^,  Eq^ 
^nd  -B/,  so  ist: 

andererseits  ist  die  ursprüngliche  Form  dieser  Differentialquotienten: 

Oppoltar,  Bahnbestimmnngeii.  U.  29 
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dr         i                             .  k{t  —  T)         .        I       i 

-j-  =  Ir  —  g  cosr  —  |  — ^ — —-  e  sint?  >  

de          \          ^                    ^  yp                      S    i—e 

Beachtet  man  die  Relationen: 


39) 


so  wird  man  leicht  den  Ausdruck  36)   (pag.  224)   auf  die  Form  bringen  können: 

welche  ohne  Schwierigkeit  das  vorgesteckte  Ziel  erreichen  lässt,  wenn  man  beachtet^ 
dass  die  Berechnung  der  auftretenden  Differentialquotienten  nach  38)  (pag.  225) 
leicht  ausgeführt  werden  kann. 


§  2.    Berechnnng  der  Coordinaten  nnd  der  störenden  Kräfte. 

Die  Berechnung  der  störenden  Kräfte  kann  hier  ganz  kurz  vorgenommen 
werden,  indem  auf  den  §  3  bei  tiansen-Tietjen's  Methode  (pag.  156)  hinge- 
wiesen werden  kann,  und  hier  nur  die  geringen  Abänderungen  berührt  werden,  die 
durch  die  etwas  abweichenden  Vorschriften  geboten  sind. 

Man  bedarf  der  Kenntniss  der  störenden  Kräfte  in  der  Richtung  des  Radius- 
vectors,  senkrecht  auf  diesen  in  der  Bahnebene  im  Sinne  der  Bewegung  und  endlich 
in  der  auf  der  Bahnebene  senkrechten  Richtung.  Legt  man  demnach  ein  recht- 
winkeliges Coordinatensystem ,  dessen  Anfangspunkt  im  Sonnenmittelpunkte  liegt, 
so,  dass  die  positive  X-Achse  mit  dem  Radiusvector  und  die  X  Y-Ebene  mit  der  Bahn- 
ebene  zusammenfällt,  und  zahlt  die  Y-  und  Z-Coordinaten  in  der  bereits  festgestellten 
Weise  (vergl.  pag.  213)  ,  so  transformiren  sich  die  Summen  der  angreifenden 
Kräfte  nach  pag.  213  in: 


oder  wenn  man: 


^        n» 


setzt,  die  Relation  31)   (pag.  222)  berücksichtigt  und  w  als  Zeiteinheit  annimmt,  8(^ 
erhält  man: 


«=^^«,{1,^-^}        I  „ 


VF 

Vp 


rnji^iÄ"  I 


«) 


Hierbei  wird  man  k  in  Bogensekunden  ansetzen,  um  die  Störungen  der  Ele- 
n^ente  in  Bogensekunden  zu  erhalten.     Die  Werthe  für  {wk")mi  finden   sich  unter 
der    Annahme  «7  =  40   für  die  einzelnen  Planeten  in  der  Tafel  XII  aufgenopimen. 
Die  Bestimmung  der  Coordinaten  ^i ,  rji  und  ti  unterliegt  keinen  Schwierig- 
keiten.     Sind    nämlich    die    heliocentrischen  Längen   Xq'    und  Breiten    ßo'    (vergl. 
pa^.  82)  des  störenden  Himmelskörpers  bezogen  auf  das  gewählte  fixe  Aequinoctium 
^eg^eben,  so  hat  man,  wenn  man  die  Formeln  2),  3)  und  4)  pag.  157  vergleicht,  zu 
reolinen: 

y  sin  Q  =  sin  ^q 
^  cos  Q  ==  cos  ßQ  sin  (l^'  —  Q) 
cos  Bi  cos  Li  =  cos  ßQ^  cos  [Iq'  —  q) 
cos  jBj  sin  Li  =  q  cos  (Q  —  {q) 

sin  5i  =  y  sin  (Q — i^)     . 
Ii  —  r  =  Q  cos  &  cos  Q  =  Ti  cos  Bi  cos  (Li  —  l)  —  r 
rj^  z=  Q  cos^  sin  ©  =  rj  cosBi  sin  [Li  — /) 
^^  =  Q  sin  ^  =  Ti  sin  5,  , 

*^c>bei  offenbar: 

/=  t?  +  w 

s^üx  wird  (vergl.  IVb  pag.  144)  . 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  ist  es  leicht  mit  strenger  Berücksichtigung  des  Or- 
^^^B    des   störenden  Planeten   die  störenden   Kräfte  zu   ermitteln.     Die  zweite  früher 
^^^^egebene  Form  (pag.  158  ff.)  mit  Hilfe  der  Grösse  Bq  die  Coordinaten  des  störenden 
leten  zu  berechnen,  bietet  in  dem  vorliegenden  Falle  keinen  Vortheil,  weil  wegen 
Veränderlichkeit  der  Grössen  t  und  Q  die  Berechnung  der  Grössen  O,  W  und  J 
Fall  zu  Fall  vorgenommen  werden  müsste. 
Indem  die  Zusammenstellung  der  Formeln   auf  den   nächstfolgenden    Para- 
Seraphen  verwiesen  wird,    in  welchem  dieselben  an  der  Hand  eines  Beispieles  er- 
läutert werden  sollen,  mögen  hier  noch  einige  Bemerkungen  eingeschaltet  werden. 
Man  wird  die  Rechnung  nach  den  obigen  Formeln  für  jeden  der  störenden 
Planeten  durchzuführen  haben;   dann  kann  man  entweder  die  Summen   der  Kräfte 
^^  dieselben  Coordinaten  bilden   und  mit  diesen  Summen   nach   den  Formeln  32) 
(P^.  222)  die  Variationen  der  Elemente  bilden,   oder,    man  bildet  fjir  jeden  ein- 
^^^**x^n  Planeten,    ohne   die  Summirung  auszuführen,  die  Variationen  der  Elemente, 
^^*^d     summirt   erst    die   letzteren    nachträglich.     Das    letztere    Verfahren    erfordert 
"^^^i*  eine  gewisse  Mehrarbeit,  scheint  aber  Vortheil^  zu  hielten,  wenn  man  die  be- 
^^^luieten  3törungswerthe  allenfalls  wegen   CorrectionjßA   ^er  Pla^ete^massiien   yer- 
^^^^Bem  will.     Ich  gebe  daher  dem  zweiten  Verfahren  ßtets  iden  Vorzug.     In  diesem 
^^Wtaiide,  fiiixie  erh^bücl^e  Mühe  die  Wirkungen  der  einzel^n  F].aneten  gesondert 

29* 


228     

berechnen   zu  können,    liegt  ein  grosser  Vortheil  der  Methode  der  Variation   der 
Constanten,   gegenüber  der  Methode,    die  Störungen  der  Cöordinaten  zu  ermitteln. 

Die  Störungen  in  den  Elementen  Q,  «,  u  und  L  sind  von  der  Lage  der  ge- 
wählten Fundamentalebene  abhängig  und  werden  gewissen  Veränderungen  unter- 
worfen sein,  sobald  man  dieselbe  ändert,  also  wenn  das  fixe  Aequinoctium  auf  eine 
andere  Epoche  übertragen  wird,  welche  Uebertragung  nach  einem  Zeiträume  von 
lo  Jahren  nöthig  ist,  wenn  man  die  Angaben  des  Berliner  Jahrbuches  mit  der  mög- 
lichsten Bequemlichkeit  in  Anwendung  ziehen  will. 

An   sich  werden  die  ungestörten   Elemente  (Qq)  Ssy  ^o  ^^^  -^o)    durch   diese 
Aequijioctialänderung  beeinflusst;    diese  Aenderung  kann  aber  leicht  nach    den  bei 
der   Präcession  entwickelten  Formeln  (I,  8i]   in   Rechnung  gezogen   werden;    dem 
Umstände  aber,  dass  im  Momente  der  Uebertragung  die  Elemente  die  Werthe  Q,  «, 
TC  und  L  haben,  weiche  Werthe  dadurch  erhalten  werden,    dass  man  zu  den  unge- 
störten Werthen  die  durch  die  Störungsrechnung  ermittelten  Incremente  hinzufugt, 
würde  dadurch  Rechnung  getragen  werden  können,    dass  man  zur  Berechnung  des 
Einflusses   der  Präcession  auf  die  Elemente   die  durch   die   Störungen   veränderten 
Elemente    verwendet.      Ausserdem   müssten    bei   völliger  Strenge    die    Integrations — . 
Constanten    eine   geringe   Abänderung   er&hren,    weil    die   Differenzwerthe    an    de^r- 
Uebertragungsstelle  selbst  Funktionen  der  Lage  des  Aequinoctiums  und  der  Grösse» 

der  Störungen  sind ;  doch  ist  der  Einfluss  dieser  Correction,  wie  dieses  eine  einfach 

Ueberlegung  leigt.  so  gering,  da$$  sie  selbst  für  die  schärfsten  Rechnungen  ohi^.^ 
Bedenken  übergangen  werden  darf;  ich  werde  daher  auf  diesen  Umstand  weit^r 
keine  Rücksicht  nehmen. 

Dieses  eben  angedeutete  Verfahren  ist  aber  nicht  ganz  bequem,  indem  man 
zur  IWstimmung  $ehr  kleiner  Correctionen  die  Differenzen  verhältnissmässig  grosser 
Zahl«»  viMnureftKe«  mus8.  Ueberdies  wird  gewöhnlich  der  Einfluss  der  Präcession  auf 
die  unge!sn>rteii  Klemenle  ein  für  allemal  durch  eine  einmalige  scharfe  Rechnung  nach 
Potenten  der  Xeil  entwickelt  sein ;  es  wird  daher  zweckmässig  erscheinen,  nur  jene 
l^oneclioiien  «u  beieehuen,  welche  durch  den  Einfluss  der  Störungen  in  diesen  Wer- 
then entstellen  und  die:>elben  an  der  Stelle  der  Aequinoctialändening  mit  den  betref- 
fenden IHflevenlialquotienten  zu  vereinigen.  Difierentiirt  man  daher  die  I  pag.  8i 
gegelnmen  Austlrücke  nach  den  Elementen  Q  und  t,  indem  man  nur  die  Glieder  erster 
Ordnung  mitnimmt  und  bezeichnet  die  Störungen  zur  Zeit  der  Aequinoctialändening 
mit  Jü  und  Ji^  so  erhält  man  sofort,  wenn  man  ^Q  und  ^i  in  Bogensekunden 
ange^txt  nimmt: 

d^ü  =       cotgto  cos  (Qo— il)  itdQ>  sm  i ^r^ — ^  7tJ%  sin  i 


iJL  =d-//r  =  — tangiiocos(öo  — il)  Trz/Qsmi 2^0%^^?      7t Jt^mi 

iJi=       sin(Qo— W)  ^-^ösini",- 
wt>bei  die  Werthe  für  TT  imd   /r  für  die  entsprechende  Epoche  und  das    Intervall 
nach  1  pag.  81  anzimehmen  sind. 

Hierbei  wäre  nur  noch  zu  bemerken,,  dass,  wenn  im  Verlaufe  der  Rechnung 
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eine  solche  Uebertragung  bereits  stattgefundea  hat,  man  von  dem  Resultate  der  zweiten 
Uebertragung  das  der  ersten  in  Abzug  bringen  muss,  oder  man  ermittelt  die 'vor- 
stehenden Correctionen  dadurch,  dass  man  für  Jü  und  Ji  die  Incremente  der  Stö- 
rungen innerhalb  des  Zeitintervalles  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Uebertragung 
allein  in  Rechnung  zieht;  ähnlich  wird  man 
bei  allen  folgenden  Uebertragungen  vorzu-  '^•^/^ 

gehen  haben. 

Die  Störungen  beziehen  sich  der  ge-  s^ft^^LEf^^ 
machten  Voraussetzung  nach  auf  die  Eklip- 
tik; es  kann  aber  unter  Umständen  erwünscht 
sein ,  dieselben  auf  den  Aequator  zu  über- 
tragen. Die  strenge  Lösung  gestaltet  sich, 
wie  folgt:  Nennt  man  die  Länge  des  auf- 
steigenden Knotens  der  gestörten  Bahn  in 
der imgestörten  il,  die  Neigung  7t ^  so  wird  das  sphärische  Dreieck  qB[Q-\-Jü)  haben: 

die  Seiten  die  Winkel 

^ö  7t 

i8o— »F  i8o— t 

i8o  — il  i+Ji 

wobei  V  die  Länge  des  absteigenden  Knotens  der  ungestörten  Bahn  in  der  gestörten 
bezeichnet.  Die  hier  auftretenden  Grössen  n  und  il  sind  nicht  mit  den  obigen 
gleich  bezeichneten  Präcessionsgrössen  zu  verwechseln. 

Aus  diesem  Dreiecke  ergeben  sich  nun  die  Relationen: 

sin^Trsin^  CF-j-il)  =  sin|^  Qsin  [%-\-\Ji] 
sin  I  TT  cos  1^  CF  4-/1)  =  cos^.^Qsin|^^» 
cos^TTsin^  (JI —  'F)  =  sin^^Qcos  {%'\-\J%) 

COS^^TTCOS^  (il W)  =C0S^^QC0S{^^t   . 

Von  diesen  Grössen  werden  in  der  weiteren  Entwickelung  die  Werthe  von 
^^ ,  il  und  il  —  'F  gebraucht ;  die  Werthe  von  jt  und  il  —  'F  werden  selbst  bei 
Ajiwendung  kleiner  logarithmischer  Tafeln  mit  grosser  Genauigkeit  erhalten  werden, 
^a  beide  Winkel  nur  von  der  Ordnung  der  Störungen  sind. 

Betrachtet  man  das  sphärische  Dreieck  Bq'  (q'  -}-  ^q'),  so  sind  in  deniselben 
V^ekannt  die  Winkel  180  —  »'  und  7t  ^  femer  die  Seiten  Bq'  =  180  —  il — a,  wobei 
o  den  Bogen  Q  q'  vorstellt,  welcher  Bogen  aus  der  einmaligen  strengen  Uebertragung 
fler  ekliptikalen  Elemente  in  die  äquatorealen  [I  pag.  9]  bekannt  ist;  zu  ermitteln 
^nd  Jq\  J%    und  J ui\ 

Letztere  Grösse  setzt  sich  aus  mehren  Correctionen  zusammen;  ist  q  der 
Bogen  (ö  -}- ^Q)  (q'  +^Q'),  so  ist,  wenn  der  Index  o  für  die  ungestörte,  der 
Index  I  für  die  gestörte  Bahn  angenommen  wird: 

Wo'  =  ^0  +  <y 
cu,'  =  wi  +  p  ; 


I) 
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daraus  folgt: 

und:  *  Q-a=  (W  +  q)  —  (H  +  a)  +  (n—V) 

in  welcher  Relation  W  -\-  q  vorerst  unbekannt   ist.     Das   oben   erwähnte   sphärisc: 
Dreieck  ergibt  aber: 

tangi  (>F  +  ß  -  .^Q'i  =  4^ii^  tangl  (71  +  a) 

Die  Herechnung  dieser  Ausdrücke  würde  bei  der  fast  nothwendigen  KleinKc 
von  7V  sehr  beschwerlich  sein.  Ist  aber  7C  klein,  so  wird  man  mit  Vortheil  die  fo 
gendc  Reihe  anwenden  dürfen  (vcrgl.  I  pag.  27  und  28).  Hat  man  nämlich  Au6 
drücke  von  der  Form: 

tang  (p'  =  n  tang  (p  , 

so  ist: 

'P   -y  =-;rT^«"»2f/)-f|  (^^^_|   sm47)  +  ||^^|    Hm6(p  +  ... 


Ersetzt  man  nun  die  beiden  obigen  Gleichungen  durch  diese  Reihe  und  schreibt 
vorerst : 

—  tang  ^  7C  cotg  ^  f  =  a 
tang  ^  TT  tang  ^  »'  =  6 

so  wird  man  berechnen: 

A.  = 


\ 


H) 


8in 


p,  sin  [n  +  a]  +  ^-„  sin  2  (iT+  a)  +  -^,  sin  3  (JI+  a)  +  . . .       1 

'      III) 


B  =  -; — ^,  sin  in  -^  a)  +  ~  ,     „  sin  2  in  +  a)-\ -. — j.  sin  3  (iT+  «J)  +  •  •  •        I 

8in  i"         ^  '        isini"  ^        '      '        38inr'         -^  ^        »      /    ■  j 


woraus  folgt: 

Jiü'  =  Jiü  +  (A  +  B)  +  (il— 'fO 

Das  eben  betrachtete  sphärische  Dreieck  gibt  aber  auch: 


}     IV) 


tang  i  z/.  =  -11- -^.^'^-^ -l-g-  — '  tangier.  \) 


Die  Gleichungen  I),  II),  III),  FV)  und  V)  enthalten  die  strenge  Auflösung 
des  l^roblemes ;  will  man  aber  nur  die  ersten  Totenzen  der  Aenderungen  mitnehmen, 
was  meistens  ausreicht,  weil  die  bei  den  Planeten  meist  kleinen  Störungen  der  Hahn- 
lage nur  in  Betracht  kommen,  so  werden  die  Ausdrücke  weit  einfacher  und  mar 
erhält  leicht  aus  den  voranstehenden  Formeln  durch  diese  Abkürzung: 

7r  sin  il  =  Jq  sin  i 

71  cosil  =  Ji  la) 

JI—  »F  =   ^ö  cos  % 


—  iM   — 

,  _  "«in(/7+a) 
8int' 

Jt   =  yr  cos  (/T  +  ai  . 

Will  man  den  Ort  eines  Himmelskörpers  mit  den  Elementen  unter  Berück- 
sichtigfung  der  Störungen  vergleichen,  so  wird  man  sich  erst  aus  den  Integraltafeln 
die  Störungen  der  Elemente  ableiten  und  mit  diesen  gestörten  tllenienten  den  Ort 
des  Himtnelskörpers  berechnen.  Hierbei  können  die  Formeln  la),  wenn  die  Co- 
ordinaten  des  Planeten  sich  auf  den  Aequator  beziehen,  und  die  Vergleicbung  mehr- 
mals mit  verändertöli  Elemeiiteü  aber  unveränderten  Störungen  votgenomtnen  werden 
tnuss,  zur  Abkürzung  der  Rechnung  nützlich  sein. 

Hat  man  aber  (sine  Ephemeride  zu  rechnen,  und  hat  dieselbe  keine  allzu- 
grosse  Ausdehnung,  so  kann  man  mit  den  beiläufig  für  die  Mitte  der  Zeit  oscu- 
lirenden  Elementen  dieselbe  ableiten,  ohne  weiter  auf  Störungen  Rücksicht  zu  nehmen ; 
Iiat  die  Ephemeride  aber  eine  grössere  Ausdehnung  und  will  man  dieselbe  strenge  den 
Beobachtungen  anschliessen ,  so  kann  man  ganz  zweckmässig  sich  für  die  Ermitte- 
lung dieser  Störungen  der  Enc keuschen  Methode  bedienen,  indem  man  von  der 
^wählten  Osculationsepoche ,  die  der  Mitte  der  Zeit  nahe  entsprechen  soll,  aus- 
^eht;  es  führt  diese  Methode  in  diesem  Falle  auf  eine  sehr  kurze  Rechnung,  da 
nian  selbst  für  Ephemeriden,  die  sich  auf  ein  halbes  Jahr  erstrecken,  mit  der  Doppel- 
integration der  directen  Glieder  ausreichend  genaue  Resultate  erhält  und  die  in- 
directen  Glieder  ganz  unberücksichtigt  lassen  kann. 


§  3.    Rechnnngsbeispiel  znr  Yariation  der  Constanten. 

Ich  werde  wieder,  um  die  voranstehenden  Entwickelühgen  durch  ein  Beispiel 
^^i  erläutern,  die  Störungen  ermitteln,  welche  der  Planet  ®  Erato  durch  die  An- 
^^^hung  der  Planeten  Jupiter  und  Saturn  erleidet,  und  zwar  innerhalb  desselben 
*^^tervalles  und  mit  Annahme  derselben  Elemente,  die  zur  Ermittelung  der  Störungen 
*^^ch  den  rechtwinkeligen  und  polaren  Coordinaten  gedient  haben;  es  werden  damit 
^^ue  Gesichtspunkte  zur  Beurtheilung  der  verschiedenen  Methoden  gewonnen.  In- 
^^m  ich  wieder  betreffs  der  Wahl  des  Intervalles,  des  fixen  Aequinoctiums  etc.  auf 
^ie  bei  der  E  n  c  k  e '  sehen  Methode  gemachten  allgemeinen  Bemerkungen  verweise, 
'Hhre  ich  nochmals  die  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  gelegten  Elemente  hier  an. 

@  Erato 
Epoche  und  Osculation  1874  Decbr.  26,0  mittlere  Berliner  Zeit. 
^  mittl.  Aeq.   1870,0 

L  =    219°  8'  6"8 
M=    1804048.9 


.stsrnin 


atnämead,  wird 


•: 


^»  — .« I 


^«*« ' 


t  .j  ^.' 


IT  ^*    .. 


«in  St^ 
iir  ?**nlwr  nreit:'^ 
^n    her  Nübe  ^^ 
vüiiiiiKS.   ini:!«iiiu»hr.    ^:3 


^'      ■ 


c 


■^y 


•tM. 


imA 


•.'  & 


.    mit       j? 


i:"..^— «r? 


-nmMn   •iie   einfj 
de  -?ULßichen 


.^--.^sj.-.t'     ir     X     liiiimic 


u»mniiirv?ii  haben  ui 
SSC4  -«immirmi  Reihe  di 


*%- 


iiT-     4Mp*i«fr 


fies; 


■^mf~— r*".^*!     .•_*r3;f»»*:rSiHt 


•«• '^  f«  —  * 


/  -  --  i-^ 


^  _-.    :•-    ^^-^«^    —    —    r    iJ-*-lW 
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Indem  man  diese  so  gewonnenen  Incremente  zu  den  constanten  Elementen 
hinzufügt,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  man  für  die  Störung  der  täglichen  mittleren 
siderischen  Bewegung  den  uv-fachen  Betrag  (hier. den  40-fachen  Betrag)  erhält  und 
überdiess  stützt: 

erhält  man  die  fiir  die  obigen  Zeitepochen  osculirenden  Elemente,  die  nun  der  de- 
finitiven Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden ,  wobei  eventuell  schliesslich  eine 
Neubestimmung  der  Anfangsconstanten   der  Integrale    vorgenommen  werden  kann. 

Ist  die  Rechnung  einmal  im  Gange,  so  werden,  je  nachdem  dieselbe  nach 
vorwärts  oder  nach  rückwärts  fortschreitet,  aus  den  bekannten  Differenz-  und  Summeh- 
werthen  leicht  die  für  das  nächste  Intervall  geltenden  Störungsgrössen  ermittelt 
werden  nach  den  Formeln  (vergl.  pag.  68) : 

fiir  die  Rechnung  nach  vorwärts: 

Jmdx  =  ]f{a-\^[i+{]w)  +  |/(a  +  H  +^  [,o/'(a+;[t-i] «.)  + 

+  9/"  («+[»— 1]«^)  +8/-"  [a+[i-^i]w)  +  7/'v(a+[f_2]tt^)+...J 
für  die  Rechnung  nach  rückwärts: 

—  9/"  (a+[i+i]w)  +8/"'  (a  +  [t  +  i]w)  —  7/1- (« +  [t-|- 2] ir)  +...] 

Die  Bestimmung  des  Incrementes  von  f4  entspricht  hier  natürlich  wieder  dem 
''^fachen  Betrage. 

Für  das  Doppelintegral  hat  man  zunächst  zu  ermitteln: 
für  die  Rechnung  nach  vorwärts: 

f{a+[i+i]w)  =/(a  +  iw)  +/'  («+[*— i]t^)  +/"(«+ [t- i]«?)  + 

+  /'"(«  +  [«— |]t^)  +... 

für  die  Rechnung  nach  rückwärts: 

f{a+[i-i]w)  =f{a  +  iw)—f^  [a  +  [i-\-\]w)  ^/^  [a+[i+i]w)   - 

-/"'   (a  +  [,-+|]tr)  +  ...  , 

^^d  hat  dann  mit  genügender  Annäherung : 

^aim  ist: 

"^obei  man,  da  X©  4-/^0^  von  den  Störungen  unabhängig  ist,  die  Rechnung  dieser 
Orösse  gleich  im  Beginne  der  Störungsrechnung  für  den  ganzen  \'erlauf  derselben 
friedigen  kann. 

Oppolser,  BAhnb«stiinmang«n.  H.  30 


'*"!.        «3 
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Igäk  ^asäamnm  mr  ErMiifi  iiii  iiewa  Fomelii  aus  dem  unten  folgenden  aus- 
nimtieacn  äeuoieiit  «ü»  BMCnuHBiif  der  Störungen  der  Elemente  für  1871  Deo.  16, 
▼•'«Mi  -TfiTMi^  H  iiir  jtc.  tftt»  die  lUckmuy  nach  rückwärts  geführt  werde  und  kis 

•mniar  ::<    ^iroeneac    4eL     Die    in   Betracht    kommenden    völlig   bekannt« 
uiiL  IlmfisMizwodie.  die  ich  der  Deutlichkeit  halber  hier  aus  dem  spiter 
TT»  igpTMf^  ^««ehnnnipm^nema  heiSBMcfarnbe  und.  was  Yollkommen  genügt,  auf  swe^ 
3»g3nairg*^ltfTi    mközae.   'änd  alii«> : 

iL  '  L  .T  9  Q  f 

^    *—    ■ — .    «■     —  i5.:'4.r  —  _  _  _  — 

-  i  ^     -5^  fr      —       5-72     ^  -m'ij"}:     — 5i'o''45  —  i2'2i"20  -+-6'8''76  H-s^So 

-  4  —    r-  —        T.jj     —  0.J2      4-    159.20  -J-        14-23  —     0.60  +0.10 

-  ^ —  1—1    f-  —  -.viJ  —  7.21  +  30.68   +  0.93   +  0.39        0.00 
--      ^ —   .  —  1     •«-  —  C.15  —  2.14  —  1.25    —  0.20   —  0.06   — 0.02 

-'-     A  f  —  11^  —  'J.  tO  0.15  —  2.70    -|-            0.24    0.22    O.Ol 

•»^     .^  _    :  ^    t"  —  C.JJ  -h  0.25  —  0.42    +            OA2    0.08 

-^     i —  : — i    V      —        c.v;^     -h  0.15      +       0.42 

Xm:£1    ier    iiHfn  .inaewettfien  Formel  findet  sich  für/  [a+[i — i]tr)  der  Werth 

—  ;."::.    ind  infrmic  nir  1^71  Dw.  10 

c^''ir   iif  -miucüt*  lTiße^cT»tioa  tindet  sich  der  Reihe  nacli ,  wenn  man  den  Klammer- 

-Mit  :   JtfÄeicämec 

f    c,  ^  .      \^      -   >"-     4-.m'i2-37     -5i'o"45    -  i2'2i"20    +  6'8"76     +  5"8o 
'    r   ci-^iV-      4-  ;.ii      +         3i»      —     »»960    —         7. II      +      0.30    —0.05 


i 


=  I 


_^^^,     _       2.29    4-     12.58    4-       0.51     +    0.13 

^.^•^.     +VrT7^       -52'  7^5     -    I2V8~'+6V'2      +5"» 
HWrAWs  foltt  ßr  Ju  der  Werth  +  ©"210  und  ausserdem  für 

U  +  ^ht  =  87°23'43"7 
+  [JL)x  =  +  2ri3"2 
I     +  ^JL)^  =  +    VS^^O  ; 
Jkw^^Mch   *iiHl    die    Kiemente,    die   mau  zur  Berechnung    der  Störungen   für  1871 
IW    loaiuuw^iHl^ihat:  ^       87°54'48''9 

*T  37  35  IO-4 

V  94647.1 

^  1254848.9 

#  2  12  29.7 

^1  641  "106 
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Dieses  hier  auseinandergesetzte  Verfahren  weicht  von  dem  sonst  hierbei 
fibUehen  ab ;  man  liess  die  Elemente  gewöhnlich  durch  mehre  Intervalle  unverändert. 
Man  wird  sich  aber,  wenn  man  einmal  an  den  hier  vorgeschlagenen  Rechnungsmechanis- 
mus  gewöhnt  ist,  bald  überzeugen,  dass  keine  wesentliche  Mehrarbeit  aus  dieser  Mo- 
dification  entsteht,  insbesonders,  wenn  man  beachtet,  dass  man  bei  der  älteren  Me- 
thode, um  sich  vor  constanten  Fehlem  zu  schützen,  häufig  genug  den  Änschlussort 
doppelt  rechnen  muss.  Zudem  erreicht  man  mit  der  hier  vorgeschlagenen  Methode 
ddh  Vortheil,  dass  man  frei  wird  von  Sprüngen  im  Gange  der  Funktionen,  die 
sonst  unvermeidlich  sind  und  das  Resultat  keineswegs  so  wenig  schädigen,  als  man 
es  bisher  anzunehmen  gewohnt  war. 

Sind  die  bezüglichen  osculirenden  Elemente  ermittelt,  die  ich  auf  dem  Bogen, 
der  mit  @  überschrieben  ist,  in  die  ersten  sechs  Zeilen  aufnehme ,  dann  kann  an 
die  Rechnung  der  Zerlegungscoefficienten  geschritten  werden,  die  sich  auf  diesem 
Bogen  erledigt.  Die  zur  Ausführung  dieser  Rechnung  nöthigen  Formeln  sind  mit 
Rücksicht  auf  32)   (pag.  222) : 


A  =  *: 


Ä" 
f* 


jf 


e 


sin^ 


sini 


it 


logA"      =3-550007 
^«»8^  =  5.314425 


M 


r%iii  V  = 


r  cos  V  = 


10 

u 


P  = 


i:  W 
Q:  W 

fi  :  R 
fi  :  S 


L:  R 
L:  S 
L\  W 

It  :  R 

71  :  S 

ff  :  R 
(p  :  S 


L 7C 

M 

a  cos  €p  sin  E 

a  (cos  E  —  sin  q)) 

7t — Q 

o  +  w 
a  cos  ip^ 
r  cos  u 

rsin  u 
■in  t 

xkw     '  '        \ 

^^j^  SllifpSUiV   I 


%kw 

w 


p_ 

r 


I 


w  das  Intervall  in  Tagen ;    unter 

der  Annahme  m?  =  40  wird : 

^kto  =  0.314763 


—  p  tang  )  q>  cos  v —  2  r  cos  q> 
(P  +  r)  sinotgl^ 
r  sin  u  tang  \  i 
P 


7^ —  cos  V 


sin  q> 


=  iP  +  r] 


Sine; 


sin  q> 
a  cos  q>  sin  v 
a  cos  (p  (cos  ü  +  cos  E) 


30 
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Nun  beginnt  die  Bechnung  der   störenden  Kräfte,   und  es  ist  jedem  der 
Rücksicht  gezogenen  störenden  Planeten  ein  Bogen  gewidmet,  der  als  Uebex8chri.f^ 
das  Zeichen  des  betreffenden  Planeten  trägt. 

Bezeichnet 

i^Q    die  heliocentrische  Breite  des  störenden  Planeten   ^  bezogen  auf  das  fixe  Aeqi^£^ 
Aq'     «»  »  Länge    »  »  »         /      noctium  der  Elemente 

Tf       »  »  Entfeminig  des  störenden  Planeten 

und  ist  fTi]  die  Masse  des  störenden  Planeten  in  Einheiten  der  Sonnenmasse^  so  ha.t 
man  für  jeden  Planeten  gesondert  zu  rechnen : 


q  sin  Q 

q  cos  Q 

cos  5i  cos  Lx 

cos  Bx  sin  Lx 

sin^i 


Ci  =  n  sin  Bi 

Q  COS  ^  COS  0  =  f  I  —  r 
Q  cos  ^  sin  6  =  1}] 
g  sin  ^  =  ^j 


sin  ßf,' 

cos  /^o'  si«  {^'  —  Ö) 

cos  /I/o'  cos  (Xq'  —  Q) 

q  cos  (Q  —  i) 

q  sin  (Q  — tj 

rj  cos  Bi  cos  (Z/j  —  u) 

rj  cos  Äi  sin  (Li  —  u) 


A'=4r- 


^ 


Sq  =  Krjx 


R  = 


S  = 


w= 


Die  Logarithmen  der  Werthe  wk'tnx  finden  sich  unter  der  Annahme  u> 
in  der  Tafel  XIL     Weiter  ist  nun : 


=  4-     o 


/fQ  = 

wJpi  = 

J  Lx  = 

J  7C  = 


[%:  W]  W 
{q:  W]  W 
{iu:Ä}Ä  +  {^ 

(f/)  :  Ä)  Ä  +  {7) 


W^}  W 
W\  W 


Sind  die  Werthe  der  Differentialquotienten  der  Störungen  für  die  einzelnen 
Planeten  bekannt,    so  werden  dieselben  summirt,    und  die  Resultate  in  die  Inte- 
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gtationsbogen  eingetragen,   welche  wohl  keiner  näheren  Erklärung  bedürfen.     Der 
Atudmck 

wurde  vor  Beginn  4er  Störungsrechnung   für  alle  vorgelegten  Intervalle  an  der  be- 
treffenden Stelle  eingesetzt. 

Schliesslich  muss  ich  noch  erwähnen,  dass  für  die  vier  ersten  Orte  des  hier 
ausführlich  aufgenommenen  ßechnuugsbeispieles  die  Störungswerthe  einer  früheren 
auf  anderen  weniger  genauen  Elementen  beruhenden  Rechnung  entlehnt  wurden, 
welcher  Umstand  keine  wesentlichen  Fehler  hervorbringen  kann ;  in  der  That  unter- 
scheiden sich  die  gemachten  Annahmen  nicht  merklich  von  den  definitiven  Störungs- 
werthen. 


^L.m*-F            WV    ^Jm^^-^^^MA          «M 

187 5 Febr.  24 

1875  Jan. 15 

1874  Dec.  6 

1874  Oct.  27 

{^LU  H-  {JLU 

-     36"2 

i6"7 

+   2i"9 

+   i'2i"4 

Jfi 

+       o"347 

+    o"ii9 

—      0"l21 

-        o"368 

Jn 

+  2'39"6 

+  5i"i 

-  48"9 

2'20"l 

J(p 

+  i'27"3 

+  3o"o 

-  3o"7 

-  i'36"5 

Ja 

-     52"4 

—  i8"4  • 

+  i7"3 

+  i'  o"2 

Ji 

+       o"2 

+    o"i 

o"o 

+        o"i 

Ermittelt  man  mit  den  Ergebnissen  des  unten  folgenden  Beispieles  für  die 
Epoche  1871  Sept.  13,  d.  i.  für  jenen  Zeitpunkt,  für  welchen  bei  den  früher  be- 
liandelten  Methoden  der  Störungsrechnung  von  E n c k e  und  von  Hansen-Tietjen 
der  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  gemacht  wurde,  die  Werthe  der  Störungen, 
-wie  sie  jetzt  durch  die  Methode  der  Variation  der  C'onstanten  erhalten  werden  und 
setzt  die  aus  den  drei  verschiedenen  Methoden  erhaltenen  Störungswerthe  zur  Ver- 
gleichung  neben  einander,  so  hat  man : 


• 

Encke 

Hansen-Tietjen 

Variation  d.  Const 

Ijq Lqo 

4- 

o°26'  1 3"36 

+ 

o"26"i3"33 

+ 

o°26'  1 3"36 

7t         7tQ 

1°  i'  4"i2 

1°  1'  4" 10 

1°  i'  4"o8 

Q— Qo 

+ 

6'io"36 

+ 

6'io"24 

+ 

6'io"27 

«—•0 

+ 

5"44 

+ 

5"44 

+ 

5"44 

9> — 9>o 

i2'47"9i 



12'47"93 

i2'47"94 

f*      N 

+ 

o"44353 

+ 

o"44366 

+ 

o"44367 

Die  Uebereinstimmimg  ist  eine  sehr  befriedigende;  dennoch  aber  zeigt  sich 
die  überwiegende  Genauigkeit  der  Hansen -Tietjen'schen  Methode  gegen  die 
Encke'sche,  wenn  die  Störungen  stark  anwachsen,  denn  das  für  die  künftige  Ueber- 
einstimmung  wichtigste  Element  fi  —  fi^  ist  nach  der  letzteren  Methode  f«st  identisch 
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mit  dem  nach  der  Variation  der  Constanten  sich  ergebenden  Werthe  gefunden 
worden,  während  der  aus  Encke's  Methode  resultirende  Werth  schon  eine  kleine 
Abweichung  zeigt.  Uebrigens  ist  dieser  Fehler  nur  dem  Umstände  zuzuschreiben, 
dass  die  Rechnung  nach  Encke's  Methode  länger  fortgesetzt  wurde,  als  es  die 
Grösse  der  Störungen  rathsam  erscheinen  lässt  und  man  hätte  früher  auf  osculirende 
Elemente  übergehen  müssen.  Auch  hierin  zeigt  sich  ein  eminenter  Vortheil  der 
H an sen-Tietje naschen  Methode,  denn  die  Störungsrechnung  liess  sich  nach 
dieser  Methode  für  mehr  als  lo  Jahre,  innerhalb  welcher  Zeit  sich  noch  einmal  die 
Jupitemähe  ereignete,  fortführen,  ohne  dass  die  Rechnung  sehr  beschwerlich  und 
unsicher  wurde,  so  dass  im  Allgemeinen  für  diese  Methode  wohl  nur  erst  nach  sehr 
langer  Zeit  ein  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  nöthig  wird. 


Ausföhrliches  Beispiel 


zur 


^Cettiocle  deir  T^airiation 

der 

Constanten. 
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Datum 
n 

m 

t 

i87S 

Dec.  6 

64o"V75 
2i5"34'5o"8 
38''26'29"o 

9"58'44"2 

i25"42'57"o 

2"l2'23"9 

1 

874 

Ang.  8 

r 

Febr.  34 

Jan.  15 

Oct.  97 

64o"528 
208"  28'34"4 
38''24'57"8 

9"57'38"4 
125"43'39"9 

;       2"l2'24"o 

Sept  17 
640^280 

20l"22'40"8 

38«23'33''3 

9"  56'29"8 

125"44'23"2 

1       2"l2'24"l 

1        Jnai  «9 

Mai 

64i"243 

229*»48'24"4 

38"29'S7"S 
10*»   o'4i"2 

I2s"4i'47"3 

2'*12'24"l 

64i"oi5 
222"4r28"o 
38^28'  9"o 

9^9'44"9 

I25"42'2l"3 
2''l2'24"0 

640^042 
i94'*i7'io"o 

38"22'i3''7 
9"55'2o"o 

125" 45'  7"6 

2"I2V5 

639^8*5 
187**!»'    l"« 

38**»o'53''6 

90  54'io''6 

I25«4s'5i''5 

639' 

180*»  \ 

38*1! 

,l*5*4< 
1      2"n 

■i« 

a 

i"   6'i2"o 
S"*   o'2o"6 
2.807023 

0.742984 

p.'*24766i 
0.4953*3 

l"    6'i2"o 

4"59'52"4 
2.806868 

0.743139 

0.247713 
0.495426 

1"   6'ii"9 
4"59'22"i 
2.806705 

0.743302 

0.247767 
0.495535 

l"    6'i2"o 

4«58'49"2 
2.806538 

0.743469 

0.247823 
0.495646 

1"    6'12"0 

4"58'i4"9 
2.806370 

©.743637 

0.247879 
©.495758 

l"    6'I2"2 

4  57  40  0 
2.806208 

0.743799 

0.247933 
0.495866 

1«  ö'ii^s 

4" 57'  5^3 
2.806061 

0.743946 

0.247982 
0.495964 

4-5< 
2.8c 

o.7i 

0.2^ 
0.4« 

cos  9 
sincp 
log^' 

9.993337 
9.240162 

4.554587 

9.993357 
9.239490 

4.553915 

9.993379 
9.238764 

4.553189 

9.993404 
9.237976 
4^552401 

9.993429 
9.237153 
4.551578 

9.993455 
9.236313 
4.550738 

9.993481 

9.235477 
4.549902 

99« 
9.2- 
4.5^ 

M 
E 

sin  jy 
a  cos  (p 

I9i"i8'26"9  i84"i3'i9"o 
i89"38'22"5   i83"3s's2"3 
9^223885         8„797636 
0.488660        0.488783 

177"    8'2i"8 

I77"33'42"4 
8.628819 

0.488914 

170"    3'36"6 
ji7i"3i'i7"o 
1     9.168616 
0.489050 

162" 59'  7"5 
165^28'   3"2 

9 . 399549 
0.489187 

155"54'56"3 
i59"23'26"7 

9.546533 
0.489321 

148^51'   8^2 

I53**i6'56"8 

9.652819 

0.489445 

I4i'4; 

147*  1 
9.71 
o.4< 

cos£ 
Subtract. 
cos  E —  e 

r  sin  V 

rcosr 

a> 
n 

9«993824 
0.070531 
o„o643S5 

9n7i2545 
9«9956S4 
0^*559678 
188"   5'33"4 

272"48'I0"2 

ioo"s3'43"^ 

9«999i43 
0.069638 
0^068781 
9^286419 

9„999397 

0^564207 

183"    i'io"i 

272"45'47"7 
95"46'57"8 

9^999606 
0.069462 
0^069068 

9.117733 
9»999723 
©„564603 
I77"57'ii"6 

272"43'3*"o 
9o"4o'43"6 

9„995227 
i     ©.©69995 
1     0^065222 

9.657666 

9«996635 
0^560868 

I72"52'36"5 

272"4i'i7"q 

85"33'5'4"4 

9^985878 
0.071274 

©«057152 
9.888736 

9«99©©36 

©«55291© 
i67"46'26"2 

272"39'io"i 

8o"25'36"3 

9„97i277 
©.©73386 
0^044663 

©.©35854 
9«979725 
©«540529 
i62"37'4i"2 

271**  3/  6"i 
75**14'47"3 

9*950965 

0.076472 

o«o27437 
0.142x64 

9*965375 
0*5*3401 
157**25'24"5 
•72**  35'  »"i 
70°  o'ze% 

9*91 
o.d 

0^ 

o.ai 

9*W 
0,5c 

152^  1 

272«  31 

64*41 

r 
A^d. 

0.564024  1     0.564810 
0.481997   ;     0.482140 
0.343977        0.344326 

0.825974     ;        0.826469 

0.564880 
0.482293 
0.344284 
0.826577 

0.564233 

0.482454 
0.343841 
0.826295 

0.562874 
0.482616 
0.343010 
0.825626 

0.560804 
0.482776 

0.341794 
0.824570 

0.558026 
0.482926 
0.340201 
0.823127 

0.55 
0.4I 

0.33 

0.8a 

sine 

COSf 

9^148521 

9,.995654 

8„72i6o9 
9«999397 

8.552853 
9/i999723 

9.093433 
9*996635 

9.325862 
9,i99©©36 

9.475050 
9»979725 

9.584238 
9*965375 

9.66 
9*94 

Add. 
cosr  -+-  cos  E 

0.3001 16 
o»»95770 

0.300903 
O/1300300 

0.300971 
©„3©©694 

0.300327 
0^296962 

0.298956 
©,»288992 

0.296826 
©«276551 

0.293885 
0*259260 

o.a; 

0**1 

sinu 

COSCi 

9.992100 
9^276502 

9.997784 
9^003272 

9.99997© 
8„©73595 

9.998698 
8.888326 

9.993910 
9.220914 

9.985440 
9.405964 

9.973006 
9.533898 

9.9J 
9.63 

tg.i« 

r  sin  u 
sini 

8.284638 
0.556124 
8.585512 

8.284638 
0.562594 
8.585506 

8.284627 
0.564850 
8.585501 

8.284638 
0. 562931 
8.585506 

8.284638 
0.556784 
8.585512 

8 . 284660 
0.546244 

8.585534 

8.284692 
0.531032 
8.585561 

8.al 

0.51 
8.5« 

[p :  Rin  qp) 
[p  4-  r)  sin  V 
tRiqP 

i»24i835 

9«974495 
8.942582 

i«242650 
9,1548078 
8.941767 

i„243529 

9.37943© 
8.941032 

1^244478 
9.919728 
8.940231 

1^245463 
0.151488 

8.939396 

1 «246463 
0.299620 

8.938544 

1*247449 
0.407365 

8.937694 

i**4 
0.45 

8.93 

sm  qp  sin  V 
—  3Äfr  rV« 

8,1388683 
0^067102 
9.917973 

7^96 1099 
0^067050 
9.917330 

7.791617 
0^066996 
9.917413 

8.331409 

0^,066940 
9.918221 

8.563015 

0^066884 
9.919742 

8.711363 
0^066830 
9.921972 

8.819715 
o„o6678i 
9.924900 

8.9c 
9.9J 

i>tgJ(3P 

—  2C08(Jp 

—  2  COS  q> .  r 

—  f^tgio)  cosr 

Add. 

9,,424579 
©„294367 

0/1858391 
9.420233 

9.983869  , 

9,^423907 
©„294387 
o„859i97 
9.423304 
9.983783 

9„423325 
©„2944©9 
©,»859289 
9.423048 

9.983796 

9^422685 

©„294434 
o„858667 

9.419320 
9.983914 

9»4220I2 

©„294459 

©«857333 
9.412048 

9.984137 

9*42132© 

©«294485 
©«855289 
9.401045 
9.984466 

9ii42o620 

0*2945" 
0*852537 

9.385995 
9.984907 

9*41 
0**! 
0*8. 

9.3« 
9.9' 

9«840526 
1.970612 

9^568082 
1.977088 

8„638475 
1.979349 

9.452559 
1.977425, 

9.783788 
I .971272 

9.966768 
1.960710 

0.091924 
I. 945471 

O.ll 

1.9; 

8.455785 
9,1985075 

8.028149 
9^984380 

7„8586i3 
9^984409 

8„398349 
9^985161 

8„629899 
9„986626 

8„778i93 
9„9888o2 

8^886496 
9*99 "681 

8*9: 

9*9^ 

{LR) 
{LS} 
\L.  W) 

0^842260 

8„9i7077 
8.840762 

0,1842980 

8^489845 
8.847232 

©„843©85 
8.320462 
8.849477 

©„842581 
8.859959 
8.847569 

©„84147© 
9.090884 
8.841422 

©«839755 
9.238164 

8 . 8  30904 

©«837444 

9.345059 
8.815724 

0*8; 

9.4 

8.7« 

{ii:R\ 
\n:S) 

1.237489 
On734333 

I . 242047 
o„3o8588 

1.243252 
0. 140666 

I. 241 113 
0.681752 

1.235499 
©.914335 

1 .226188 
1 .063307 

I. 212824    ' 
1.171888 

i.i* 
1.2 

\<f.R\ 

9«637i8i 
0^784430 

9»2 10392 
©„789083 

9.041767 
©#»7896©  8 

9.582483 
0^786012 

9.815049 
©„778179 

9:964371 
©«765872 

0.073683 

0*748705 

0.1 

0*7: 

yp 

0 . 240998 

0.241070 

0.241146 

0.241227 

0.241308 

0.241388 

0.241463 

0.2. 

1 

i 

■ 

^ 

■P 

■ 

■ 

■ 

1 

■874 

..,3 

1 

1        H»n  1        .        Ja«.  „ 

Dec.  t> 

Mo..  1 

B.pl.  « 

Juli  , 

lUi. 

s 

6j9"43o 

i65"(8'io"4 

38«i5'iS"8 

9-5''  7-1 

li5"47'4>"" 

i",.'.7"3 

6l9"4" 

158-54'  o"s 

ja"ii'3r6 

9''5o'iD"4 

115° 48'    7"2 
i°ii'i8"o 

639"48> 
'i.''49'l4"9 
JB"   9''i"> 

9''49'4i"6 
i!S^48'i(;'i 

639''6oi 
I44"44  5!  ° 
18"    C,"! 

9''49'.o"i 
.1S"48'37". 

l''ii'i9"3 

6i9"77. 
■J7''39'SS"3 
38-   0'S9"7 

9''48'44"6 
.15%8'4J"6 

i''li'i9"7 

539"970 
llo-34'3i"4 
37"S6'19"1 

9''48'ii"i 
.iS''48'46"8 

I°li'i9"9 

640-185 
iij''i8'4i". 

17" S»'  0-8 

9-48'  4"S 

.1S"48'47"8 

»"ii-lo-'o 

64o"40. 
l.6°ii'34"s 

37"  47 '46"» 

9"47'47"l 

t25"48'47"e 

i",i'lo"o 

14 

9« 

1"    6'.j-'6 

4"JS'3J"6 
».80S791 
o.744»l4 
0.148071 
0.496143 

1"   6'r4"o 
4" 55'.="» 
2.805787 
o.744»»o 
0.148073 
".496147 

4''54'So"'' 
1.80(818 

0.744.79 
0.148060 
0.496119 

."   6'i4"6 
4"54'15". 
1.8059.0 

0.744097 
o,i48oji 
0,496065 

."    6'14"8 
4"  54'""l 
1.806015 

0.743981 
0.147994 
0-495988 

4- 54' 11  "6 
1.806160 

0,743847 

0.147949 
0.49589s 

.'■   6'i5"o 
4"  54'  i"i 
i.aofijoi 

0.743701 
0.147901 
0.495801 

1"    6'.  5-0 

4"53'53"6 
1.806451 
0-743SSS 

0,147851 
0.495703 

»4 
(9 

9.993548 
9,115160 
4.54768J 

9.993565 
9.131691 
4-5471.7 

9-991579 
9.13"»' 
4.546646 

9-993S91 
9.111818 
4.546163 

9,991600 
9.11.517 
4-5459)1 

9.993608 
9.11.167 
4-545691 

9.993614 
9.i}lo39 

9-993611 

9-130819 

.17"4»'54"6 

134"41'   7"o 

9-«i«8S7 

0.48969. 

.io"4l'i'"9 

iiB''ii'57"4 

9.894350 

0.4B97" 

Ill"4o'l9"B 

.H"S8'   B"l 

9.9i»!67 

0.489698 

■  o6",9'j5"B 

..S"i8'5."4 

9-9S5557 

0,489656 

99"38'S!"6 

io8"53'.i"o 

9.975961 

0.4895BB 

9.990123 
0.489506 

8s"36'44"3 
95'^.9iS''S 
9.998.13 
0.489415 

78"54'4B"5 
88"l9'l9"o 
9-999814 
0.4B9324 

=9 

■6 

19 
,"6 

9,B47otl6 
O.094JR1 
9„94i668 

0.341548 

0-43781 ' 
,4r^l7'l4"B 
I7i"i7'43"7 
S3"4S'3B"S 

9„79»869 
0.105616 
9„Ä9848S 
D. 384061 
9-854706 

■3s;;4i;49;;8 

48"   6'n"i 

9«7il833 
0..1.16. 

9.1845194 
0.418165 
9.884570 
o»34.3il 
ii9"S7'  o"9 

4i",7'5o"8 

9,613681 
0.1450.7 
9,778698 
o.445»'3 
9-918398 
0,174761 
114"   1'  3"9 
I7i"l6'4i"l 
36",8'46"o 

9,S'oi57 
0.1836B7 
9„69J844 
0,465550 
9.946141 
0,189811 

9,114018 
0.157116 

9nS8><44 
0-479619 

9.968406 

0,077041 

.i."5j'i6"9 

171"   7'4l"4 

8,967470 
0.(88941 

9,419980 
0.487538 
9.984931 
9,9'(7Si 
105"  o'»i"6 

8.465901 
9.918.15 

9,148954 
0.489.38 
9.995601 
9,644657 

98"    8'29"4 
171"5B'SB"4 

.0"   7'17"8 

1.» 

89 

0.545486 
o.4H3»39 
o.3  3  3'6tt 
0.816507 

0.539916 
0.4B3177 
0.330177 

o.t.3S54 

0.533695 
0,481177 
0.31697. 
0.8.0148 

0.516815 
0.483147 
0.311360 
0.B06607 

0.519109 
0.485188 
0.JI9466 
0,801654 

0.481114 
0.115511 
0.798416 

0.SOJ607 
0.483019 
0.310910 
0.793959 

0.493537 
0.481945 
0.3063 58 
0-789J0J 

9.79606t 
9,89' 1»S 

9.844136 
9,854706 

9.884570 
9„Bo76l8 

9.918198 
9„747948 

9.946141 
9,670513 

9.968406 
9,565819 

9.984931 

9»4'3'74 

9.995601 
9,1 j. 110 

0.178999 
o.'7t3*4 

o„ii59i7 

0.16.155 

0,068713 

0.147644 
9,995591 

9.898730 

0.19674s 
9,761564 

«- 133009 
9,546185 

9,899583 

tT  :   9-906634 
11      9.7^1704 

9   87179! 
9.814618 

q. 818001 

9   771465 

9,700651 
9  936967 

9.604501 
9.96.671 

9.467418 

9.144984 

S9 

41 

a.iK4«i! 
0.451110 
8.5K56B7 

8.184856 

s-'sSsJil 

B.1B4889 

0. 16.697 

8,1849" 
0.199178 
8.585796 

8.184944 
0.119960 
8,5858.8 

«,28495s 
0.115715 
8,585819 

8.284966 

8.184966 
9-738511 
B-S»58J4 

18 

■»149979 
0.61,569 

8   935444 

'«»50585 
0.657690 
8.934867 

.„151056 
0.694818 
8.934389 

0.71(005 
8.934001 

1,151661 
0.748895 
8.91368; 

.,151847 
0.766BJI 
8.9114" 

1,151990 
0.778890 

8. 933. «9 

1.1511.6 

0.784904 

e. 931976 

*9 
>9 

9,019111 
o„o6669i 
9. 937751 

9.o76Bza 
o„o6669o 
9  943351 

9.116791 

o„ 066703 
9,9495«! 

9.150156 
o„o6673' 
9.956452 

9.177768 
o„o66769 
9.965879 

9  '99673 
0,066814 
9.971891 

9.115970 
0,066861 
9.980411 

9.116430 
0,066911 

g. 989408 

(7 

9.4' 868 j 

o„»9457S 
0.840064 
9.311008 
9.-986961 

9«4i8i44 
o»i94i95 
«„R345J1 
9.171850 
9.9B791B 

9„4 17666 
0,194609 
o„8iB304 
9.115184 
9.9B9019 

9,4.7148 
0,194611 
0,811436 
9.165196 
9.990309 

9,416873 
0,194630 
"«813939 
9-087396 
9.99.771 

9«4'6(l; 
0,194638 
0,805861 
8.981354 
9.993430 

9,4.61.8 

0,294644 
0,797151 
8.819391 
9.995198 

9,4.591. 
0.19465. 
0,788.88 
8,56704. 
9.997381 

'3 

0.J17190 

1.8664J3 

0.364544 
1.815996 

0.401717 

0.411040 
..7.1481 

0.456176 

0.472895 
..(19896 

0.485064 
1.384191 

0.486711 
...(168, 

!» 

■j.09faoi4 
o„oo4445 

9-.I4351B 
o„oioo4i 

9,lR3494 
o„ol6l85 

9,216967 
0,011.65 

9,144517 
0,050648 

9,166487 
0,038705 

9,182831 
0,047284 

9,19334. 
0,056319 

1» 

0„8i70i6 
9.(48011 
8.73693» 

o„8ii439 
9.591557 
8. 696577 

o„8i7313 
9.619107 
8.646586 

0,81.745 
9.659006 
8.584100 

9'!6Bii8o 
8.S04904 

9.7002(5 
8.400680 

o„79>549 
9.711079 
8-154991 

o,,85J70 
9.7>-'88o 
a.013+8- 

»0 

>.U>304 

1.379109 

1.105191 

■.058674 
1.461597 

0.999357 
1.493167 

0.911184 
1-5. 7568 

0.817666 
'.535565 

0.665.64 
1-547851 

0.4011 j6 

.-554075 

.6 

0. »8(753 

0,66.0,5 

0.33184» 
o„6l56i.j 

0.17416B 
o„5S«47l 

0.408054 
0,485148 

0,435819 
0,388118 

0.4(7911 
o„.5ioTo 

0-474346 
0,015598 

0.48491; 
9,540017 

■ 

0.14I6I9 

O.14163B 
(«n.  11. 

0.141638 

0.141611 

0.141594 

0.141557 

0.141514 

0.14.471 

■ 

^^^^H 

^^^^^1 

^^^^^1 

^^^^^1 
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Datum 

lB7J 

1871 

April  <j     1      Um« 

JaR.*I 

D«.i6 

Kot.S 

fl.pl... 

Ax-T« 

U 

64o"6o7 

I09",l6'  »"7 
J7''43'S3"8 

9"47'3."o 

li("48'4r"6 

i".i'3o"Q 

64o"796 
toi"   9'""6 
37"40'»9"« 

9"47'i5"S 
115"48'47"7 

i"..i'i9"9 

64o"96j 

95"    »'   7"o 
17"l7'34"S 
9-47'  o"8 
ii5"4B'48"l 
i''ii'i9"7 

64i"io6 

87"S4'48''9 
37"35''o"4 
9"46'47"i 
W5"4B'4B"9 
i''|i'i9"t 

64i"i»s 

8o"47'ii"l 
37"3j'i5"o 

9"46'l4"9 
iis''48'49"9 

i"ii'i9"6 

64i"3»o 
73°J9'4S"8 
37"J.'4S"1 

9'46'i4"S 

.25"48;5.;;. 

i-ii'ig-'s 

641  "Ml 

66"  ii"^  5"l 
3T-3o'l7-6 

9"  46'.  6". 
ilS^B-Si"! 

i".l'i9"s 

64. 
"5*41 

iV 

S 

J 

I-   6'i5"o 

4"53'4S"i 
2.eo6s9i 

0.74WS 
0.1478=5 
o.49ifi'o 

r  6- 14-9 

4"53'37"7 
».806710 

0.743^87 
0.147761 
0.49551s 

4"S3'3<'"4 
1.806833 

0, 741174 
0.147715 
0.495449 

1"   6'i4"a        ."    6'i4"8 
4"S1'»3"5  1      4''Sl''7"4 

a. 806930       1,807010 

0-743077   ,1     0. 74^997 
0.147691   ,      0.J47666 
0.495185  ,     0-49533' 

1"    6',4"7 
4"S3'ii"i 
1.807075 
0.741931 

0.147644 
0.495188 

4° 51'  8"l 
1.807111 
0.741884 
0.14761B 
0.495156 

4'5I 
i.h 
o.;i 

o'« 

CO«  <p 

<(. 993617 
9.130630 
4-54io(S 

9.993631 
9.130441 
4,544866 

9-991638 
9.130162 
4.544687 

9.993641 
9,130094 
4.544519 

9.993647 
9.11994s 
4.544370 

9,99,651 
9.1198.8 
4-544141 

9-993654 
9.1197.7 
4   5441+1 

9.9' 
9.1; 
4-S. 

M 

£ 

mn-S 

71"  31'   8"9 
81"    9'i»"j 
9.994816 
0.489137 

64"»8-43"S 
73" !o'   i"3 
9.981478 
0.4891J7 

S/'14'11"5 
66"i9'3i"8 
9,961811 
0.489087 

So^i9'38"5 
S8»i8'is"8 
9.931404 
0.489017 

43"  ■4'  6". 

So''46'l7"0 
9.889094 
0.488978 

36"    8'  o"s 
41" 44'  o"8 
9.8J.608 
0. 488919 

19'    i'i7"7 
34''3»''4"o 
9-751538 
0.488910 

9.6. 

*.4l 

Subtnict. 

9.18618s 
9.030390 
8„2i6775 
0.484OSJ 
9.999938 

9.4447' ■ 
9 , 80470 8 
9.035149 
0,471635 
9.997169 
9.530674 
83"i7'5»"5 
i7i"S''4i"4 
!SS"I9'3J"9 

9.603715 
0.134495 
9.364757 
0.450909 
9.986151 
9.B60106 
7S"l6'is"6 
17.  "48 '46-4 
347"i5''i"o 

9-7.6377 
9.818418 
9 .544795 
0.410431 
9.965144 
0.040180 
67''»'5S"i 
I7r46'ii"s 
339"   9  i6"7 

9.801003 
9.86411s 
9,6651.8 

0,378071 
9,931077 
0.1 60549 
S8"47'    ."9 
171"44'15"> 
310"3.'i7"o 

9.8660DI 
9.885865 
9.75.867 
0.310547 
9.883095 
0.14715s 
49° 49'  6"o 
»7l°4i'54"i 
3ii''3i'  o"i 

9.915799 
9.899807 
9.815606 
0.241448 
9.881009 
0.110I6» 
4o",3o'io''s 
17."4145''4 

jn-ii'  s-g 

9-9! 

•:r, 

17  iV 
10.' 1! 

Mä. 
r+r 

0.4B4115   1      0. 4744^6      ■  0-464758 
0.481B64        0.481789         0.48171s 
0.30165s         0.196888         0.191139 
0.784519         0.779677   1      0.774864 

o.45S'87 
0.482669 
0,187507 
0.770176 

0,445995 
0.48161s 

0.18JI0I 
0.765716 

0. 417451 

0.481590 
0,179047 
0,761637 

0. 4198s 1 
0.481564 

0.175474 
0.758038 

0.41 

o.4< 

0.71 

COSi' 

9.99993S        9.997169  1     9.9861^1 
8„ii8i7ü         9.05610a  1      9-195448 

9.965144 

9.584991 

9.931077 
9-7.4554 

5.883095 
9,809703 

9.811595 
S.881009 

9,11 
9-91 

Add 

9.^493^9  1      0.148845         0.109159 
9.135714  1      9-S915S6  !      5.811984 

ä, 140188 
9.95666s 

0,159951 
a.060956 

0,171791 
0,139794 

0.1839B3 
0- 199781 

Cüftu 

8.701118 

»„9.1077 

9-338063 
9-9S9447 

9,i5"i63 
9.970600 

9,69101s 
9.939800 

9,791831 
9-893745 

9,869691 
9.817105^ 

9.9« 

9.j; 

,iA::, 

8,184966 
9.180343 
8-585834 

8.1849s; 
9„385S43 
B,58s8i9 

8.184944 
9„8oi8ii 
8.5858.8 

8.184944 
8";858iB 

8 , 184944 
0,138010 
8.5858.1 

8.184931 
0,131183 
8.585807 

B. 18493 3 

0,  »99546 

8.S8S807 

8.li 

0.31 
8,51 

l„iSiiJ4         1„1S1348 
0,784457         0.776846 
8.9)177!    1      B.9J15B1 

'„151463 
0,761015 
8. 93140. 

i«i5iS75 
0.735410 
8.931230 

.„i;i68o 
0.697801 
8.931079 

1,1S>771 
0.644731 

1,151847 

0.570633 
8.931848 

o!4l 
8-9! 

p-.r 

9.130568 
0^066958 
9.998749 

9.117610 
0^067001 
0,008513 

9,116413 
o„o67038 
0.017967 

9,195338 
0,067071 
0.017481 

9.161011 
0,067097 
0.036630 

9,111913 

0.067119 
0.045138 

9.0413.1 
0,06713s 
0.0517.. 

B.91 
0^ 
0.0; 

-2<;osT 

9«415639 
o«i94657 
o„77877i 
7.643909 
9.999681 

9„4iS37i 
o„i9466i 
o„769.iB 
8,471579 

9„415li6 
o„i94668 
o„7594i6 
8,.BioS74 
0.004859 

9^14899 
0,194671 
o„7498S9 
8,999891 
0.007656 

9,414704 
0,19467 7 
o„  7406 71 
9„.Z9i58 
o.o'0498 

9„4t4S40 
0,194681 
0,711131 
9„"4143 
0.013181 

9,4.4411 

0,194684 
0,7145 17 
9,195411 
0.015875 

9.41 

0,71 

[.    »1 

0.483563 

0.473019 

0.454"! 

0,415787   1     0.385795 
1,410631    1      1,551198 

ö.  331197   1      0.15705*    1      o-l] 
1,645476   1      1,713739    1       .,'f 

9 „=97 526 
o„06s7O7 

9^19461  ■ 
o„0  7S3i4 

9«2S345i 
0^08500 5 

9,161409 
0,094553 

9,.ii9i.y 
0,.O37a7 

9„iSoo3i 
0,111157 

9«  »9+47 
0,1.9846 

9^ 
0... 

o„778451    1     0-.771JII 
9,7171p    1      9-709418 
7.471309   !      7„67o498 

o„  764185 
9-693416 
«„087765 

0,7575.5 
9.667650 
8„191J94 

0,751170 
9.619881 
8^411954 

0,745414 
9.576681 
8„5'6i.6 

0,740411 
9.50148. 
8,584479 

0.7] 
9-1! 
8.6) 

0,480^04 
1.553817 

o„3oB5.s6 
I    546405 

o„64791' 

o„837568 
1.505316 

o„9 67134 
..467«  58 

1^061475 

.„.33856 
1.340916 

1.1] 

1^   7.1 

0.48SI75 
1.(11495' 

0.4B6326 
0.0817.3 

0.47513s 
0.10I07I 

0.45417.    1     0,411055 
0.445691    1     ö. 549934 

0,371034 
o,6iB733 

0,688691    1       o-T! 

V/- 

0.14.43^ 

□,141394 

0,141361 

0-14.134 

0.141311 

0.141195 

0.141181 

°" 

1 

■ 

p 

243     

■ 

^ 
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.872 

iS 

■ 

^ 

Apri]  .1. 

H>r>..         1           J^u.  3. 

D...» 

K,..., 

Oül,  3 

AiiB.  .4 

(."I 
6"6 

i"r 

t"4 

641 "484 
4S"    8'4S"2 
J7"i8'4>"6 

cTke  ;"» 

iiS"48'54"o 
2"ii'i9"4 

641 "48 > 
38"    .'   ."6 
37"2B-.7"6 
9"'46'   6"o 
.2S"48'54"o 

2"l2  29"4 

64. "46s 

3o"53'i6"3 
37"i7'!4"9 
9"46'   8"7 
ii5"48'53"6 
i"ii-i9"4 

64i"4i9 
2  3"'45'32"6 
37"i7  1o"8 

9"46'ii"B 
ii5"48'5i"8 

2"l2'29"4 

641 "404 
ib"37'5l"4 
3 7" 17'  1"4 

9''46'i8"o 

ti5%8v;;e 

641 "362 

9"3o''3"o 
37"i6'3."6 
9"46'2  3''9 
I15''48'50"6 
i".i'29''4 

64i"3.6 

2"22'J7"6 

37"i!'S4"9 

9"46'lo", 

t.;;;4849;;3 

."12'19"3 

1"    6'i4"7 
4" 53'   i"6 
1.8071B6 
.0.74«" 
0.147607 
0-49J1I4 

1"   6'i4"7 
4" 53'  3"o 
1.807.84 
0.74182J 
0.247608 
0.495215 

>"   6'i4"7 
4"  51'  4"3 
2.80717] 
o.74»8l+ 

0.247611 

0,495223 

1"  6'14", 
4"  51'  6"4 
2.80715s 

0.742852 
0.147617 
0.4951» 

1°   6'.4"7 
4"  51'  9"o 

2,807.32 
0.74187s 
0.147615 
0.495150 

."    6'.4"7 
4"S3'n"9 
1,807103 

0.741904 
0.247615 
o.49'ii69 

."    6'.4"6 

4"53''S"0 
1,807071 

O.7419JS 
0.147645 
0,495190 

>i7 

i>. 993658 
9. "9581 
4.544007 

9-993658 
9.219592 
4.544017 

9-993657 
9,219615 
4.544050 

9-993655 
9.229675 
4.544100 

9   993651 
9.129719 
4.544164 

9-99365. 
9.12981. 
4.544136 

9   991649 
9.219886 
4.54411. 

5"° 
itt 

7-40'   6-6 
9"ij'3ll"i 
9.105070 
o-4at!87i 

o"i9'i^"3 
8.059451 
0.48B873 

iss-^j'-^ 

351"    S'    ."1 
9n'390i9 

346"i8'    i"8 

343"3''47"9 

9-452147 

0.488890 

339"to'48"o 

135"    4'J9". 

9„624595 

0,488901 

331"    3'4'"4 

3i6"43'li". 

9„719»98 

Ii4"56'4i"7 

3. 8"  29' 57"« 

9,811170 

0.488919 

91 

97 
'9S 
J9 

6"o 

6-4 
i"4 

9-994344 
9.918091 
9.911435 
9.693941 
9.9910J1 
0.407649 
lo"s6'3o"6 
l7."39'4/'6 
2a2"j6'>8"2 

9.999971 
9.919148 
9.919119 
8,548314 
9.999960 
0-414414 
o"46'47"j 
I7."l9'n"6 
272"j6'io"9 

9.995841 
9,918192 

9.9.4133 

9,617899 

9.994142 

0.409456 

j5o"36'l6"9 

17.-39'   l"3 

i6i-i5'38"2 

9.981841 

9.915410 

9.897172 

9„94'017 

9.9744.6 

0,191507 

14o"li'3i"4 

271-38  38"o 

2Si''lo'lo"4 

9-957569 

9.9.00.5 

9,867Sl>4 

0,1.3498 

9.940175 

0.161B34 

31o"l6'42"i 

27i''3R'i'"6 

142".4'!1"8 

9.911131 

9.901437 

9,Bij66y 

0,118118 

9.890I4I 

0.1.8918 

31o"56'i8"4 

27l''l7'4l"<> 

131"  14'   9-4 

9-874451 

9-888353 

9.76280s 

0,310109 

9„B7J98i 

0  2S809S 

3i.''34'i4  0 

27."J7'   S"6 

2i3".i'.9"6 

7» 

75 

0.4-56.7 
0.481530 

0, 7! 1191 

0.414474 
0.48153. 

0.168311 
0.750864 

0.415314 
0.481517 
0.1687.7 
o.7S"S4 

0.418091 
0.481545 
0.269997 
0.751542 

0.411659 
0.482556 
0.171113 
0.754669 

0.418797 
0.48157. 
0. 27497! 
0.757546 

0,436117 
0.482588 
0.178468 
0,76.056 

;; 

9.178115 
9.991031 

8.111B50 
9.999960 

9,111585 
9.994.41 

9«i"946 
9,974416 

9,690839 
9.940175 

9,799411 
9.890.4. 

9,873981 
9.81.868 

I4 

o,19i)87'> 

0.301024 
0.300995 

0.300181 
0.196012 

0. 297313 
o.i79'75 

0,292410 
0,249989 

O.1B51B1 
0.1075.3 

0.275534 
0.149986 

r. 

9 „9 89404 
9.3189.3 

9„999607 
8.6184B9 

9-996015 
9„. 19163 

9,978611 
9„4«6oo6 

9^946930 
9„668o5i 

9„«99«69 
9,783761 

9,835111 
9.«6,789 

ij 

8.184933 
o«40So»i 
8.(85801 

8.184933 
o„4 14081 
8.585801 

8.184913 
o„4"J39 
8.585801 

8. 28491 j 
0-3967.1 
8,585801 

8.184933 
o„l69589 
8.5B5801 

8.184913 
0,328666 
8   585801 

8.1B4921 
0,271540 
8.585796 

iq 

1,151948 
0.01971& 
8.931711 

i«»S»939 
8.8B47'4 
8.91.711 

1,151911 
9-963839 
1I.93'7S1 

1,151870 
0,175488 
8.93.806 

o„44S!o" 
8,911870 

1,25.760 
0,556967 
8. 91.941 

1,251701 
0,635018 

51 

8.507907 
o„o67i56 
0.066913 

7.363441 
0,067155 
0.068057 

e„44".o 
0,067151 
0.067211 

a„7  5l6il 
0,067146 
0.064454 

8,910578 
0,067138 
0.059897 

9,019131 
0,067118 
0.053774 

9,. 018 68 
0,067 . . 8 
0.04636. 

6i 

9„4I414» 
0.294688 

0„7'OJO5 
9,^06274 

9«4l4lil 
o„294688 
0„7O9i6i 
9n4.4"! 
0.01148. 

9,414190 
0.194687 
0,710001 
9,408431 
0.011164 

9«4i41i. 
0^294685 
0,711776 
9,188767 

9-,4'44i6 
0,194681 
0,7.7141 
9« 3 54601 
0.0.844' 

9„414513 
0,19468. 
o„7»1478 
9,304654 
0.0.6149 

9,414607 
0,194679 
0,730906 
9-136475 
0.011691 

1» 

9-7S4530 
I„8.9ii9 

9.04196J 

9-,  544577 
I -8 155 3 7 

9,904097 
1„Hi09il 

0,0907.1 
'„783787 

o„li»5S9 
1,741864 

0,1990.6 
.,685744 

69 

8.575061 
0.IJ4069 

7„410597 
0.1151I1 

o„i34375 

8.819767 

8.987716 

9,096360 
0,. 10901 

9.1709B6 
o„l 11479 

64 
55 

o,.7}i35i 
8. 961428 
«„689954 

o„  7 1064  3 
7.816416 
«„699014 

o„73n65 
8,895591 
8,696271 

o„73i*99 
9„  107194 
8,681646 

0,735781 
9,177378 
«,6545" 

0,739717 
9,4*8909 
8,6.3599 

,      0,744599 
9,567057 
B„s 56461 

74 

1 „1449 80 
0,800114 

i„252899 
9-655." 

'„147054 

|„1171B6 
.„045813 

1,191991 

1,141901 
.-317.56 

1,074570 
',405..(l 

94 

9,  7*"  197 
O.T81092 

8,611711 
0.7898(18 

9-70,465 
0,784902 

o„oi.Bi6 
0.768065 

0,179741 
0,738892 

0,18854. 
0.696411 

0,16192. 
0.63B915 

1 

0.241265 

o.i4li6j 

0.241268 

0,241172 

0,24.278 

0.1+.185 

0,141194 
31' 

^^^^H 

^^^^H 

^^^^H 

^^^^H 
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Datum 

i87S 

1874 

« 

Febr.  94 

Jan. 15 

Dec.  6 

Oet.  a7 

Stpt.  X7 

Aug.  8 

Juni  «9 

Ibi 

8in(V— Ö) 

cos  ^ü' 
cos  {X'o—Q) 

4-i«i6'a4''o 

202®47'52"5 

I25"4r47"3 

if  6'  5"2 

9.988901 

9999893 
9.348744 

-f-i"l7'i6"7 
i99°46'32"6 

I25"42'2l"3 

74*^   4'ii"3 
9.982993 

9.999890 

9.438488 

4-i^i7'56"4 
I96"45'i9"i 

i25"42'57''o 

71"    2'22"l 

9.975773 
9.999888 

9.5II772 

4-i"i8'23"i 
»93" 44'  9''o 

i25"43'39"9 
68*»  o'29"i 

9.967190 

9.999887 

9.573424 

4-i*»i8'36"8 

i90°42'59"i 
I25°44'2  3''2 

64'*58'35"9l 

9.957193 
9.999886 

9.626327 

4-i«i8'37''5 
i87"4i'46''3 
125° 45'  7^6 
6i*'56'38"7 
9.945710 
9.999886  1 
9.672405 

4-i*»i8'»5''o 

i84"4o'»7"3 
I25»45'5i''5 

58"54'35''8 
9.93*655 
9.999887 
9.712974 

4-1"  l! 
181'*  Jl 
125*41 

stv 

9-9 
9.9 
9.7 

sinjJo' 

co8/3ü'8in(V— ö) 
Q 

• 

t 

8.3467«4 
9.999887 

9.988794 

l*»l8'22"6 
2"l2'24"l 

— o*»S4'  i"5 

8.351747 
9.999881 

9.982883 

l"20'2l"8 

2"l2'24"o 

—0^52'    2"2 

8.355449 
9.999875 

9  975661 

l"22'24"6 
2"ii'23"9 

-o"49'59"3 

8.357921 
9.999869 

9.967077 

l"24'32"o 
2"l2'24"0 

— o«47'52"o| 

8.359185 
9.999861 

9.957079 
i*»26'45"2 

2°I2Vl 

-o"45'38"9 

8.359249 
9.999854 

9.945596 
i«29'  5"4 

2«I2'24"5 

— o«43'i9"i 

8.358097 
9.999846 

9.93254» 
i«3i'33"9 

2®I2'25"0 

— o**4o'5i''i 

8.3 
9.9 
9.S 
1*3 

sin  (Q— ») 
cos  (Q — t) 

8^196303 

9.988907 
9.999946 

8^180019 
9.983002 
9.999950 

8„i62579 
9.975786 

9-999954 

8„i43745 
9.967208 

9.999958 

8„i23i38 
9.957218 
9.999962 

8^100387 
9.945742 

9.999965 

8*074926 
9.932696 
9.999969 

9! 
9.< 

cos  2^1  sinXi 
cos^i  cosZi 

9.988853 

9.988904 

9-348637 

77**   6'ii"3l 

9.982952 

9.982998 

9.438378 

74"    4'20"o 

9.975740 

9975782 

9. 51 1660 

71*'   2'33"6 

9.967166 
9.967203 

9.5733" 
68"   o'43"6 

9.957180 

9-957211 
9.626213 

64°58'54"4 

9.945707 

9.945734 
9.672291 

61° 57'  o"8 

9.932665 
9.932687 
9.712861 

58»55'  i'S 

9«! 

9' 

9. 

55* 

cos^i 

ri 
sin^i 

9 . 999949 

0.736575 
8,|i852io 

9-999954 
0.736732 
8„i6302i 

9-999958 
0.736828 
8„i 38365 

9.999963 
0.736862 

8„i 10953 

9.999969 

0.736835 
8^080356 

9-999973 
0.736747 
8^046129 

9.999978 
0.736597 
81,007622 

9. 
0. 

7*^ 

ii  —  u 

cos(Xi  — w) 
ri  COB  i?i 

sin  (ii  —  w) 

336°i2'27"7 
9.961428 

0.7365*4 
9^605760 

338"i7'22"2 
9.968046 
0.736686 
9„568i04 

34o"2i'5o"o 
9.973980 
0.736786 
9^526398 

342*>6'49"2 

9.979293 
0.736825 

9«4794i4 

344"33'«8"i 
9.984026 
0.736804 
9»425392 

3  46%2'i3"5 
9.988200 
0.736720 
9^361702 

348"54'34''9 
9.991813 

0.736575 
9^284106 

351* 

9. 

0. 

V 

r 
Subtract. 

0.697952 
0.564024 
9- 557770 

0.704732 
0.564810 

9-579939 

0.710766 
0.564880 
9.601214 

0.716118 
0.564233 
9.621883 

0.720830 
0.562874 
9.642120 

0.724920 
0 . 560804 
9 . 662006 

0.728388 
0. 558026 
9.681550 

0. 
0. 

9- 

0.121794 
9«93287o 
0^342284 

0.144749 
9«9 15084 

o„30479o 

0. 166094 
9^892648 
0^263184 

0. 186116 
9^864024 
o„2i6239 

0.204994 
9.869831 

0^162196 

0.222810 
9.902891 
0*098422 

0.239576 

9-932445 
0|,02o68i 

0. 
9. 

(J  COS^ 

0.409414 
9.999770 
8^921785 

0.389706 

9.999773 
8„899753 

0.370536 
9.999778 
8„875i93 

0.352215 
9.999788 

8„8478i5 

0.335163 
9.999800 

8„8i7i9i 

0.319919 

9.999817 
,     8,1782876 

0.307131 
9.999838 

8*744219 

0. 
9. 

•1 

ri-3 
Subtract. 

9.590356 
8.771068 

7.790275 
9.952055 

9.610067 
8.830201 
7 . 789804 
9.958508 

9.629242 
8.887726 
7.789516 
9.963901 

9.647573 

8.942719 

7.789414 
9.968362 

9.664637 
8.993911 

7.789495 
9.971991 

9.679898 
9.039694 

7.789759 
9.974860 

9.692707 
9.078121 
7.790209 
9.97702» 

9. 
9. 
7. 
9. 

K 

Subtract. 

8.723123 
9.421075 

9- 335092 
9.340328 

8.788709 
9.493441 
9. 39501 I 
9.405486 

8.851627 

9-562393 
9.452606 

9.458817 

8.911081 
9.627199 
9.506952 
9.503800 

8.965902 
9.686732 

9556785 
9.542573 

9.014554 
9.739474 
9.600498 

9.576496 

9.055143 
9.783531 
9.636147 
9.606441 

9. 
9. 
9. 
9. 

So 

So 

whf'm\  :  }/;> 

8.675420 
9^065407 
7„6449o8 

1.890757 

8 . 800497 

9/|093499 
7„688462 

1.890685 

8.911423 
9«"48ii 
7^726820 

1.890609 

9.010752 
9„i 27320 
7,4758896 
1.890528 

9-099358 
9^128098 

7*783093 
1 . 890447 

9.176994 
9*112976 

7«797430 
1.890367 

9.242588 
9^075824 
7*799362 

I . 890292 

9. 
9^ 
7* 
1. 

TT 

0.566177 
0^956164 
9«535665 

0.691182 
0^984184 

9«579i47 

0.802032 
I  „005420 

9«6 17429 

0.901280 
1^017848 
9^649424 

0.989805 
i„oi8545 
9n673540 

I. 067361 

I/1O03343 
9«687797 

I. 132880 
0,^966116 
9*689654 

1. 

0* 
9* 

4-       ©"238 
—     32^083 

4-       o"i40 
—     35"994 

4-       o"oi8 
-     39"5i6 

o"i26 
—     42"35o 

o"287 
-     44"i38 

— .     o"45i 
—     44"515 

—  o"6o5 

-  43"i64 

— 

JfA 

+       0"I052 

-h     8"7345 
-h     8"8397 

4-     o"o524 

4-    9" 301 7 

4-     9"354i 

o"o458 

4-    9^7685 

4-     9"7227 

—     o"i994 
4-  io"o695 
4-     9^8701 

o"4i66 
4-   io"ii98 
4-     9"7032 

—     o"7007 
4-     9"82o8 

4-      9"l201 

-     i"o456 
4-     9''o740 
4-     8"o284 

4- 
4- 

JLx 
JLi 

JL 

—       25"6l2 

-h       o"747 
—       o"o24 

—   24^889 

—  34"2ii 
4-       0^298 

0"027 

—  33"940 

-  44"i69 

o"2 I 2 

—  o"o29 

—  44"4io 

-  55"445 

-  o"755 

-  o"o3i 

-  56"2  3i 

—  i'  7"8o7 

—  i"287 

—  o"o33 

—  i'  9"i27 

—  i'2o"745 

—  i"744 

—  o"o33 

I  '22"522 

i'33"395 

-  2"o47 

—  o"o32 

1 '35^474 

—  I 

—  1 

jJn\ 
Jni 
Jn 

-h  I'  3^631 

-h     49"o34 
+   I '52^641 

4-  I '25^749 

4-     i9"623 
4-  i'45''345 

4-   i'5o"990 

—     » 3"999 
4-  I '36^962 

4-  2'i8"8oi 
5o"o73 
4-  i'28"697 

4-  2'47"998 
I '25^680 

4-    l'22"285 

4-  3'i6"585 
-  1 '56^587 
4-  i'i9"965 

4-  3'4i"668 
—  2'i7"405 
4-  iV'»3i 

4-  3 
—  3 

4-  1 

Jtpi 
Jq)2 
U  (p 

-       i"597 
4-     55"o29 
+     53"432 

—       o"797 

4-    59" 329 

4-     58"532 

4-       o"698 
4-  I'  2"378 
4-   1'  3"o76 

4-      3^046 
4-  1'  3"659 
4-  I'  6"705 

4-       6"38o 

4-    l'    2"622 
4-    l'    9"002 

4-    10^758 

H-     58"778 
4-  1'  9"536 

4-     i6''o9o 
4-     5i''859 
4-  I'  7"949 

4- 
4- 
4-  1 

1874 

1871                                                                                   1 

Kint 

Jbb.» 

I)ee.  » 

tjov,  . 

äopt.  n          1 

ing-  .3 

Juli  4 

H.i,s 

ie"T 

+  l"i6'i9"o 

+  1"1S'14"6 

+  ."14'  j'-a 

H-i-ii-SÖ^ 

+  ."io'?3"6 

4-."    8'5a"4 

+  1"   6'so"B 

+  ."   4'3l"l 

,-i 

'7S"J5'»4"» 

I7i"i3'll"4 

>69"lo'j7"4 

166"17'39"3 

.63''i4-i4"i 

i6o"io'i9"i 

i?7"'S'5l"6 

i54"io'48:;3 

o-f 

iiS''47'4i"l 

IIS- 48'  7"! 

.i5"4«->5"^ 

,zj"4B'ä7"i 

ii5"48'43"6 

»'■> 

49"  47-4»". 

46" 45'  V'i 

17"35'3o"6 

J4''li'3i"3 

IqR 

j. 881946 

9.861J61 

9,83943' 

9.8tl877 

9-785353 

9-753411 

9-717479 

9.676798 

mo 

9.999891 

y. 999896 

9,999899 

9.999903 

9.999908 

9. 99991 J 

9,999918 

9,999914 

9.8o99'3 

9-835797 

9.  B 59094 

9.880068 

9-898931 

9,915860 

9-930993 

9-944445 

,1 

8.347157 

B.j4iitl 

8.33J60B 

8.314690 

8.J1430. 

8.301378 

8.188778 

8-173395 

9-99971B 

9.999699 

9.999661 

9» 

9.88181K 

9.861157 

9.813780 

9.78516' 

9-753314 

9.67671» 

■>■■<: 

i"4o'   7"9 

i"43'3o"9 

■  "47  15"! 
i"ii'i8"7 

;:;::■;:! 

;:;::;;:; 

1»    .'39"6 

2''ii'i9"9 

i".l'30"o 

i''ii'3o"o 

l"7 

-o"3i'>l"4   -o"i8's7"i 

-o"25'i3"5 

-o-i.'  3"o 

-o'lo'5o"3 

-O"    4'1S"7 

Ao 

7.97 11J6 

7„9iS39S 

7„86iS53 

7,786976 

7,676178 

7,498688 

7,109967 

6.974718 

9.883«! 

9.8614S4 

9-B39S41 

9,814008 

9-7B5509 

9-753596 

9-717698 

9.677060 

9.999981 

9 -9999« 5 

9-999988 

9-999991 

9  999995 

9-999998 

0.000000 

4« 

9.8B)ooj 

9.B61439 

9-8J9510 

9.B14000 

9.785504 

9.753594 

9.7.769B 

9.677060 

«■l 

9.BBJ014 

9.861447 

9.B5899B 

9-879974 

9.898841 

9-915773 

9.930911 

9.944369 

9.809805 

9-835693 

9.858993 

9-87997i 

9.B98840 

9.915773 

9.93091. 

9.944169 

l"o 

49"48'io"7 

46"45'47"4 

43"4i'59"8 

4o"l9'il"7 

37"36'i6"4 

14"3i'li"i 

3l"ia'  7"4 

»1 

9.999989 

9.999991 

9-999995 

9.999997 

9.999999 

0.000000 

0.000000 

0,000000 

0.731*49 

3' 

7,856158 

7,787849 

7,705095 

7,600984 

7„46.687 

7.151184 

6,817665 

l"S:3!6"    iV» 

358S9'>6"i 

."15'   9"o 

4-1.'    ,"7 

,"18'44"1 

io°49'ii"9 

i4°i4'ji"B 

.8'.5'39"8 

n 

9-998964 

9.9998B> 

9-999867 

9.99B746 

9.996190 

9,991105 

9.9S6110 

9.977558 

0.735769 

0-73!379 

0.731574 

0.711849 

Hl 

8„83867J 

8,369814 

8.J93B66 

8.8B0163 

9.114484 

9.173640 

9-3959»9 

9.496016 

fl 

0.734733 

0,735160 

0.734796 

0.733170 

0. 730153 

0.715451 

0.718694 

0.709407 

Ai 

0.545486 

0.539916 

0.501607 

0.493537 

4*) 

9-737300 

9-7!43U 

9.770054 

9.7840B6 

9-795«55 

9.804600 

9.809359 

OT 

0.1817B6 

0,194140 

0.315164 

0-315813 

0.311966 

0.301341 

ql 

9-991*37 

9,99909» 

9.999031 

9.991380 

9.976068 

9-953104 

9.911394 

«o 

9,574441 

9„io(io3 

9.118795 

9.614587 

9-S48J47 

0.006886 

0.118491 

0.117875 

l'( 

0.190949 

0,195148 

0.304717 

0.319511 

0-339096 

0.3617.9 

0.389571 

0.418800 

;ti7 

9.999913 

9-99993« 

9-999959 

9-999977 

9.999989 

9.999996 

8„59"38 

8„5iJilt^' 

8„440i>i9 

8,195551 

171 

9.7=8964 

9,704790 

9.695141 

9.680456 

9.660893 

9-637177 

9.610418 

9.s8i"o 

116 

9.1*6891 

9. 114370 

9.085716 

9.041368 

8. 981679 

B.9.1B31 

8.741600 

«1 

7.79»66o 

7.793S39 

7-7967.9 

7-79840B 

7.8ooi5i 

7.801178 

7.B04453 

106 

9.97940» 

9.9787*6 

9-977164 

9-974543 

9.9706.5 

9,965040 

9-957349 

9-946913 

111 

9.106194 

9-093096 

9.061890 

9.015911 

8.9(3194 

B.B7687. 

8.788633 

8.6905*3 

9-841017 

9.797686 

9,749081 

9.6B3447 

9.507117 

9.19993(1 

9.671178 

9.65419(1 

9.619411 

9.56B.83 

9.501988 

9-413054 

9-33389' 

9-*37'37 

9,676150 

9.691B48 

9.7054S9 

9.714879 

9.70B4J1 

9.690955 

9.657787 

tT* 

9.J48618 

9-347144 

9.314880 

9.1814.5 

9,116867 

9,131486 

9-014846 

B.B94914 

8,680736 

8,198199 

8.191685 

8,63049« 

8.80164. 

8.8B3757 

8.917116 

PM 

7.6983 3> 

7,616331 

7^501919 

7„3S"}" 

7,148845 

6,861401 

6,34887* 

6.074150 

..890136 

1,8901.7 

1,890117 

..890.31 

1.890161 

1.890198 

1 .890141 

1.890183 

l4> 

1.138764  1     1.137161 

1.171547 

1.107018 

1.011684 

0,915017 

0.785107 

-* 

o„S 70871 

0,088416 

0.081801 

0.5106J0 

O.691B0I 

0-77J95S 

0,807367 

)40 

9,588468 

9„*o6449 

9„393036 

9,141454 

9,039006 

«„7S1S99 

V391I1 

7-964433 

'IB 

-        o"8o5 

-        o"743 

-       o"6n 

—       o"473 

—       o"ji3 

—        o"i68 

-        o-o» 

4.        o"oi8 

Iqo 

-      18" 504 

—      11 "500 

—      '4"7S6 

-        9"oi4 

-            l"qi6 

—        o''4Io 

+       o"ili 

<PT 

-     i",6,6 

~     i"403' 

—      i"503i 

—     »"4463 

^      i"i468 

—      i"94i6 

—      i"57r3 

-     ."1983 

-t-     J"76ll 

+      i"i54S 

—      l"lS14 

—      l"497B 

-      5"177B 

-     7,';3*8* 

I7T 

+      »"I99S 

—      |"I4B6 

-      j"7;66 

—      5''944l 

-      7"5146 

-      8"4378 

-      8",J3o 

^f 

-   1'S6"J56|-    1  54"736 

-    1'47"718 

-   .',6"ii6 

-      5 '"008 

-      17"»o 

'7\ 

-        r''l.5   1-        o"48o 

+        0-514 

+        l"5ii 

+        i"36H 

+        i"9Ko 

+        3"jo7 

+       ä"36i 

<t6 

146 

^   .'57"69i—    i'?^"i3» 

-   l'47"i:i 

—    i'34"ti, 

-    i'.9"43> 

-    1-    3">39 

—      47"7o. 

-      }3"B5B 

r. 

+   4'  o"474 

+     l'!«"!!!, 

+    .'46"<I58 

+   .■   i"oBo 

+      3B"041 

+      I5"431 

rS4 

—   1 -ig"  161 

-       Ji"6.5 

+      >!"oi' 

+    .■4l"ll« 

+   l'4'"87T 

+    3'»3"948 

+    3'46"5-8 

+   3'5o"545 

-f   i'ji"l9i 

+    3-   7"434 

+   /4l"8o6 

+   4':8"Bl6 

+   4'33"017 

-!-   4'l4"6iq 

+   4'   5"977 

lO 

+      Jj"4S9     +      37"»48 

+      3S"B39 

+      37"y»4 

+      14"903 

+      30". 71 

+     14"515 

+      <8"6i7 

+      ir"o56   1+         5"059 

-        4"368 

-      .o"ii6 

—      ii"oi6 

—     io"6lE 

yi 

+     fo^JlS 

+      4»"J07 

+      14"471 

+      17"848 

+      »i"877 

+     l9''iSJ 

+     i6"39S 

H6 


Datum 

i8rj 

1871 

IprtUs 

lUn« 

Jbm.«5 

XfVi.  lA. 

üwr.fl 

«""-"      1      ^■'■■*      1 

Q 

sin(V-S) 

cos  IV- Öl 

ISl"    S'   7"l 

I5"i6'i9"5 

9.650344 
9.999919 
9.9(63011 

+0 
■47 

9 

9 

!9'l/'4 
SB'4i"3 

48'47"7 
9'57"6 
576677 
99993S 
96665s 

+o"s6'i3"4 

144°  51 '40"'= 
■  iS"48'4ll". 

19"   i'si"9 
9.513691 
9.999941 
9.97514'; 

141 
.15 
.5 

9 
9 

9 

S3'.8"a 

41'48"6 
48'48"9 
54'59"r 
438.17 
999948 
983011 

+o»so'  3"<i 
ijB'is'  8"5 

I15*4B'49''9 
.i'46'.8"6 
9.344518 
9-999954 
9.9B9'iO 

+o'46-ia"4 
US*15'37"5 
1 15' 48-5.  "1 
9'36'46"5 
9-111691 
9 . 999960 
9.99385« 

+0-43     l'S 

in-is-n"« 

1 15*48 'si"i 
6*i6'ii"6 
9.049804 

9.999966 
9.99715» 

.15 
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9,301151 
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0.428797 
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9.999968 
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35*"46'i7" 

7.85581 

9.99991 

:;'» 

i"ii'i9" 

158" 5. '11" 

7,90714 
9.99991 
9.60819 

1°    8 '16" 

i"<i'»9" 

158"55'57" 

7-9il74 
9.99990 
9.6.8.7 
.".1'J4'' 
i"tl'i9" 
159"    0'   5" 

7-99391 
9.99989 
9.64707 
."l6'i4" 
i''li'i9" 
359"    1'5S" 

8.03133 
9-99988 
9.66499 
1"  I9's4" 
i-i:.'i9" 
359     7  15" 

'i 

l7 

«„36331 

y.ygnti» 

S„31'l6 
1.56465 
9.99990 

8,30034 
9.5871' 
9   99991 

9"6o8i8 

8,14115 
9.61R17 

8„i.i54 
9.64718 
9.99994 

9„.8456 
9-665.1 

9.99995 

17 
,6 

i" 

9.  U061 

9-971 'o 

9»97io» 

i59"4o'!i" 

9.56455 

,„96860 

9,96858 

I58"ig'i7" 

9-58T01 

9,96489 

9.964*8 

.57''-6'.i" 

9.60810 
9„96o95 

9,61810 

9,95678 

9,95676 

.54Nl'36" 

9,64711 

9„95i3S 

9,.9SiJ7 

i!]''l9'iS" 

9,66506 

9,94774 

19 

9.9999R 
1.O0M5 

7„go407 

9.9999B 
1.00166 
7,89591 

9,99999 

7^88745 

9.99999 
1.00186 

7„87R(o 

9.99998 
..0019s 
7,86951 

9.99999 
7,85971 

9.99999 
.00108 
7,84967 

J 

117"   4'3-l" 
9»73S:i 
l.öoisj 
9«9>J96 

146"    i'.6" 
9.60K67 
..00164 
9,96086 

IS 5"   o'34" 
9„4ii71 
1.00.76 
9„98496 

:6j"S3'43" 
9,01671 
..001B5 
%9975  3 

17l"36'4^" 
8.65864 
1.00193 
9„999!! 

181"    5'l6" 
9-18401 

9^99 '8» 

289«.5'54' 
9.518+J 

9.97498 

4 

>8 

o»7l67i 
0.41561 
0,16949 

0,61  Ol t 

0.41447 
0.11406 

0,41449 
0.4.511 

0,30061 

o„oiB57 
0.4.B09 
o..4«!5 

9.66057 
0.41166 
9.91751 

0.18601 
0.418S0 
9,59011 

0-51050 
0.43611 
9-331^71 

'S 

o,9o6z4' 
9,85890 
o»9iS49 

o„8z437 
9„9°774 
0,96150 

o«7'591 
9n94l!"5 
0,98671 

0.,  56664 
9„97ii5 
o«999J« 

0,14019 
9,9899 1 
.„00148 

9,87615 
9,99874 
"«99383 

9.76694 
9,99918 
o.,97705 

•s 

19 

1.06659 

9.99999 
8,90561 

1.05476 
9.99999 
»„«9757 

1.04157 
9.99999 
8,889=1 

1. 01711 

9-99999 
8,88036 

9  99999 
8,87147 

0-99509 
9.99999 

8„86.74 

0.97787 
9.99999 
8,85175 

'4 
,8 

8-9334° 

6.80010 
6.9951! 
9-7i38i 

S. 94513 
6.85569 
6.99501 
9.64661 

8.95841 
6.87526 
6.99469 
9.50041 

«,97186 
6.91858 
6.99441 
9- =80,9 

«.98841 
6.96516 
6.99415 
8,83749 

9.00490 
7.0147a 
6.99394 
8.689S7 

7;o6b36 

6.99376 

6„S540> 

7.19076 
7.I1S«! 
9.17494 

6,48130 

7.15016 
9.64079 

6,17567 
6.79017 
.7.19057 
9-83510 

6„.99'7 
6,11774 
7.33667 
9.96481 

!„8oi7! 
!„46lli 
7.JB791 
0.00514 

5.683«, 
5.96983 
7-44350 
9.985'6 

7-50159 
9.910.4 

13 

6.49076 
7.479SO 
!-4596l 
1.366(1 

6,7 1140 
7.44+80 

s. 37987 

.-3665, 

7,11567 
7.36139 
5.16489 
1,36651 

7,30149 
7,19*5! 
5-079S1 
..16651 

7,191=6 

6.S0413 
4-67411 
..16651 

7«4i866 
6,67764 
4,54!55 
..36651 

7b41173 
7,13077 
5,,' 0547 
..1665. 

ifc 

7.85719 
8.84605 
6.816.6 

8,09993 
B.8I1J3 
6.74640 

8,49110 
B.71S91 
6.6314« 

a,668oi 
8.56508 
6.44606 

8,75958 

K. 17075 
6.04074 

8,7951« 
8,04416 
S-9I107 

8,77914 
8« 5971« 

6^719« 

' 

o-ooo 

-        o"Q44 

ö"«)o 
-        0"038 

0*000 
~        0-019 

o-ooo 
—       o"o.8 

o"oeo 

o''ooo 
+       0-005 

+       o"ooi 
+        o"oi4 

'9 

--     o"ooo3 
-     0"o9;s 

-  o"^8^ 

—  o"o8B4 

-      0^0730 

—  o"0497 

-  o"osi8 

—     o"oo56 

—     o"oo7a 
+     o"ai46 
+     o"oo68 

—  o"oo«9 

-  -      o||05.4 

^I 

l^ 

—  o"*.19 

+       o"oo6 

-  o"oj] 

+        o"o68 
o"ooo 

+        o"o68 

+        o".67 
-        o''0O4 

+        o".6j 

-t-        o"i5i 
—        o"oo6 

+       o"i46 

1  °;v^ 

+        ''"l°9 

+        o"_341 
+        0-346 

+        o"i34 
+        o''o.5 

+        0"149 

19 

|l 

'9 

-       o".J7 
+        o''441 
+        o''ji6 

+       o"»5 
+        o"o»9 
+        o"ii4 

+        o"s49 
—        o"i90 
+        o"i59 

^        o"40B 
+        0"37B 

+     o;;897 

-        o"i44 
+        o"653 

+        o''867 

+     o;;i35 

+        ."006 
+         ."710 

1 

+        o"o04 
+        o"4i6 
+        o"430 

+        ""199 
+        o"l98 

+        o''o.6 
+        ""116 
+        °"l4l 

+        o"o48 
+        o''i.5 
+        o"i6, 

+        o"o87 
+        o"oll, 
+        o".6g 

+        o",i, 
-       o"o55 
+■        o"o66 

+       °";39 
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Datum 

1875 

1874 

Febr.  34 

Jan. 15 

Dec.  6 

Oet.  97 

Sept.  X7 

Aug.  8 

Jwiiag 

Uli 

A' 

5!' 

sin(V— Ö) 

cos  ^o' 
cos  a'o— Q) 

4-l"l6'24''o 

202®  47 '51"  5 

I25*>4i'47"3 

77''   6'  5"2 

9.988901 

9-999893 
9.348744 

-f-l'*l7'i6"7 
I99"46'32"6 

I25°42'2l"3 

74°  4'ii"3 
9.982993 

9.999890 

9.438488 

H-i«i7'56"4 
I96"45'i9"i 
i25"42'57"o 

71°    2'22"l 

9.975773 
9.999888 

9.511772 

4-i"i8'23"i 
»93" 44'  9"© 

i25*'43'39"9 
68**  o'29"i 

9.967190 

9.999887 

9.573424 

4-i*'i8'36"8 
I90°42'59"i 
125°44'23''2 

64^8'35"9 

9.957193 
9.999886 
9.626327 

4-i**i8'37''5 
i87"4i'46''3 

12  5°  45'   7^6 

6i*»56'38"7 

9.945710 

9.999886 

9.672405 

-|-i«»i8'i5''o 
i84"4o'27^3 

"5**45'5i''5 
58"54'35''8 
9.932655 

9.999887 
9.712974 

4-i»i' 

I25»4 

9.9 
9.9 
9.7 

sin /So' 

cos/8ü'8in(Ao'— Q) 
Q 

m 

t 

Q-i 

8.346784 
9.999887 
9.988794 

I**l8'22"6 
2^I2'24"l 

— o"54'  i"s 

8.351747 
9.999881 

9.982883 

l"20'2l"8 
2"l2'24"o 

— o"5a'  2"2 

8.355449 
9.999875 

9  975661 

l°22'24"6 
2°I2'2  3"9 

-o"49'59"3 

8.357921 
9.999869 
9.967077 

l"24'32"o 
2"l2'24"0 

— o"47'52"o 

8.359185 
9.999861 

9.957079 
i«26'45"2 

2"l2'24''l 

-o"45'38"9 

8.359249 
9.999854 

9.945596 
i''29'  s"4 

2*'l2'24"5 

— o"43'i9"i 

8.358097 
9.999846 
9.932542 

i"3i'33"9 

2«I2'25"0 

— o"4o'5i''i 

8.3 

9.5 

9.« 
i«i 

sin  (Q— 1) 

q 

cos  (Q — •) 

8„i96303 

9.988907 
9.999946 

8„i8ooi9 

9.983002 

9.999950 

8„i62579 
9.975786 

9-999954 

8„i43745 
9.967208 

9.999958 

8„i23i38 
9.957218 
9.999962 

8«ioo387 
9.945742 

9.999965 

8*074926 
9.932696 
9.999969 

81^ 
9.« 
9.« 

cos  2^1  sinXi 
cos^i  cosZi 

9.988853 
9.988904 

9- 348637 
77**   6'ii"3 

9.982952 

9.982998 

9.438378 

74"    4'2o"o 

9.975740 

9-975782 

9. 51 1660 

71"   2'33"6 

9.967166 
9.967203 

9.5733" 
68**  o'43"6 

9.957180 
9.957211 
9.626213 

64''58'54"4 

9.945707 

9.945734 
9.672291 

6i°57'  o"8 

9.932665 
9.932687 
9.712861 

58«55'  i"5 

9.' 
9. 
9. 

cos^i 
sin^i 

9.999949 

0.736575 
8„i852io 

9-999954 
0.736732 
8^163021 

9.999958 
0.736828 

8„i 38365 

9.999963 
0.736862 

8„i 10953 

9.999969 
0.736835 
8^080356 

9.999973 

0.736747 
8^046129 

9.999978 
0.736597 
8^,007622 

9. 
0. 

cos  (Z|  —  w) 
ri  COR  Bi 

sin  (Xi  —  u) 

336«i2'27"7 
9.961428 

0.736524 
9^605760 

338"i7'22''2 
9.968046 
0.736686 
9„568i04 

340**2  i'5o"o 
9.973980 
0.736786 
9«526398 

342",26'49"2 

9.979293 
0.736825 

9n4794i4 

344"33'i8"i 
9.984026 
0.736804 
9„425392 

3  46"42'i3"5 
9.988200 
0.736720 
9*361702 

348«54'34''9 
9.991813 

0.736575 
9^284106 

351* 

9. 

0. 

r 
Subtract. 

0.697952 
0.564024 
9.557770 

0.704732 
0.564810 
9-579939 

0.710766 
0.564880 
9.601214 

0.716118 

0.564233 
9.621883 

0.720830 
0.562874 
9.642120 

0.724920 
0.560804 
9 . 662006 

0.728388 
0.558026 
9.681550 

0. 
0. 

9- 

ft-r 

0.121794 
9«932870 
0^342284 

0.144749 
9,1915084 
©„304790 

0.166094 
9^892648 
0^263184 

0. 186116 
9^864024 
o„2i6239 

0 . 204994 
9.869831 
0^162196 

0.222810 
9.902891 
0^098422 

0.239576 

9.932445 
0||02o68i 

0. 
9. 
9^ 

(J  C08^ 

0.409414 
9.999770 
8^,921785 

0.389706 

9.999773 
8„899753 

0.370536 
9.999778 
8„875i93 

0.352215 
9.999788 

8^8478 15 

0.335163 
9.999800 

8„8i7i9i 

0.319919 

9.999817 
8^782876 

0.307131 
9.999838 
8*744219 

0. 

9. 
81. 

(1-3 

Subtract. 

9.590356 
8.771068 

7.790275 

9.9521055 

9.610067 
8.830201 
7.789804 
9.958508 

9.629242 
8.887726 
7.789516 
9.963901 

9.647573 
8.942719 
7.789414 
9.968362 

9.664637 
8.993911 

7.789495 
9.971991 

9.679898 

9-039694 

7.789759 
9.974860 

9.692707 
9.078121 
7.790209 
9.977022 

9. 
9. 
7. 
9. 

K 

Subtract. 

8.723123 

9.421075 
9.335092 

9.340328 

8.788709 
9.493441 
9.395011 
9.405486 

8.851627 

9562393 
9.452606 

9.458817 

8.911081 
9.627199 
9.506952 
9.503800 

8.965902 
9.686732 

9-556785 
9.542573 

9.014554 

9-739474 
9 . 600498 

9.576496 

9.055143 

9.783531 
9.636147 

9.606441 

9. 
9. 
9. 
9. 

Wo 

f^^•"f/lt :  yp 

8.675420 

9^065407 
7«6449o8 

1.890757 

8 . 800497 

9«093499 
7^688462 

1.890685 

8.911423 
9„ii48n 
7„726820 

I .890609 

9.010752 
9«>2732o 
7«758896 

1.890528 

9.099358 
9^128098 

7*783093 
1.890447 

9.176994 
9*112976 

7„79743o 
1.890367 

9.242588 
9*075824 
7*799362 
I . 890292 

9. 
9* 
7* 
I. 

R 
S 
W 

Ji 

0.566177 
0^956164 
9«535665 

0.691 182 
©„984184 
9«579H7 

0.802032 
i,,oo542o 

9n6 17429 

0.901280 
i„oi7848 
9^649424 

0.989805 

inOi8545 
9«673540 

1.067361 

1*003343 
9*687797 

I. 132880 
01,966116 
9*689654 

1. 
9* 

4-       0^238 
-     32"o83 

+       o"i40 
—     35"994 

+       o"oi8 
-     39"5i6 

—  o"i26 

—  42"350 

—  o"287 

-  44"i38 

>     o"45i 
—     44"5i5 

—  o"6o5 

-  43"i64 

— 

Jf42 
JfA 

+       0"1052 

4-     8"7345 
-h     8"8397 

+     o"o524 
-h     9"3oi7 
-h     9"354i 

—     0^0458 
-f-     9"7685 

H-     9"7227 

—     o"i994 
4-  io"o695 
4-     9"870i 

—     o"4i66 
4-   io"ii98 
4-     9"7032 

—     o"7007 
4-     9"82o8 
4-      9"l201 

-     r'0456 

4-    9^0740 

4-     8"o284 

4- 
4- 

JL 

—  25"6l2 

-h       o"747 

—  o"o24 

—    24^889 

34"2ii 
+       o"298 
—       o"o27 

33"940 

44^169 

0"212 

—  o"o29 

—  44"4io 

-  55"445 

-  o"755 

-  o"o3i 

-  56"2  3i 

—  1'  7"8o7 

—  i"287 

—  o"o33 

—  i'  9"i27 

-  i'2o"745 

-  i"744 

-  o"o33 

—    1  '22"S22 

1 '3  3^395 

-  2"o47 

—  0"032 

i'35"474 

—  1 

Jjii 
Jn 

4-  I'  3"63i 

+     49"034 
+   I '52^641 

-h   i'25"749 
+     I9"623 
-h  i'45"345 

4-  1 '50^990 

—     I 3"999 
4-  I '36^962 

4-  2'i8"8oi 
5o"o73 
4-   i'28"697 

4-  2'47"998 
—  r25"68o 
4-  1 '22^28 5 

4-  3'i6''585 
-  1 '56^587 

4-  1 '19^965 

+  3'4i"668 
—  2'i7"405 
4-  i'24''»3i 

+  : 
4- 

J(p^ 

Jtp2 
J(p 

-       i"597 
+     55"o29 

+     53"432 

—      o"797 
-h     59"329 
+     58"532 

4-       0^698 
-h  i'  2"378 
4-   I'.  3"076 

4-       3^046 
4-  I'  3"659 
4-   I'  6"705 

4-       6"38o 

4-    l'    2"622 
4-   1'   9"002 

4-     io"758 
4-     58"778 
4-  1'  9"536 

4-    16^090 

4-     5i"859 
-h  1'  7"949 

4- 
4- 

1 

f 

^ 

IN 

1 

■ 

1 

F" 

(871 

d 

^  w«. 

Jan.  m 

UfO.  ■> 

»Ol.  I 

8,P1.« 

AKg.  .3 

Juli  4 

llü->i 

+  l''l6'29"o 
t7S''3S'^4"» 

49''47'42"i 
ä. 881946 
9.99989J 
9. 80991 J 

+i"|5'm"6 
I7i''3l'""4 

115%»;  /;i 

9.861361 
9.999K96 
9-83579; 

+1"U'   7"o 
>69"3o'37"4 
,15"4B'15"1 
4l"4i'li"i 
9-839411 
9.999899 
9.859094 

+  t"li'l6"6 
166- 17 '19"  3 
ii5"4a'37"i 
40"  39'   1"! 
9-813877 
9.999903 
9.880068 

+  1''10'51"6 
I63"i4''4"i 
115"4*43"6 
17"l5'3o"6 
9-7*5153 
9.999908 
9.898911 

+  1"    8'58"4 
l6o"io'i9"i 
115"4B'46"8 
34»3i'ji"l 
9-7534" 
9.999913 
9.9.SR60 

-f."    6'5o"8 
i5T''15'5i"6 
.1S"4*'47"8 
3i"i7'  l"8 
9,717479 
9.999918 
9.910991 

+t-  4' 31"» 

.S4''lo'48"3 
ii5''4*'47"B 
18°  11-   o"s 
9-67679* 
9.999914 
9.944445 

8-S47»(7 
9.999S16 
9.88*SJ8 

'^*'!  ^y 

J"l»'l7"j 
-o-Ji'.g^ 

8.J4..1. 

9-999803 
9.861157 
i"43'}o"9 

!",»'!  g"0 

-o"i8's7". 

8. 33 3608 
9.99978B 
9-B39I30 

— o"is''l"5 

8.314690 
9-999771 
9.813780 

,^.;i6;;3 

i'.i'i9"3 
-o"i.'  3"o 

8.31430. 
9.999751 
9.785161 

-o"l6'lB"6 

8. 101178 
9.999718 

^    • "? 

i''ii'i9"9 
-P*io'5o"3 

8. 188778 
9.999699 
9.7I7197 
1"    8'  4" 3 
,"i,'lo"o 
-o"  4'I5"7 

8.171395 
9.999661 
9.67671» 

i".5'44"6 

i°il'3o"o 

+0"    i'i4"6 

7,973136 
9.S8J011 
9 ■99998" 

7,915395 
9.861454 
9.999985 

7,H6SSS1 
9.839541 
9,999988 

7,786976 
9.814008 
9-999991 

7„676i7* 
9.785509 
9. 999995 

7,49*688 
9.753596 
9-999998 

7,109967 
9-717698 

6.9747.« 
9.677060 

9.S8JO03 
9.8gJoi4 
9.80980s 

49'48'-"7 

9.861439 
g. 861447 
9.815691 
46"45  47"4 

9.839SI0 
9.858998 
9-858991 
43"4i'i9"8 

9.814000 
9.879974 
9-87997. 
4o''j9'5l"7 

9-785504 
9.89B84. 
9-898840 
3  7''36'i6"4 

9-75  3594 
9.915771 
9-915771 
34''ji'li"i 

9-717698 
9-9309.. 
9.930911 
1.-18'   j^ 

9.677060 
9.944169 
9-944169 
iR-il'   7"6 

9.999989 
O.7JS780 

7.85615* 

9.999991 
0.735387 
7,787849 

9-999995 
0.734934 
7,70W95 

9-999997 
0.734417 
7,600984 

9-999999 
0.733B64 
7,461687 

0.731^46 
7,151184 

0.711574 
6,817665 

0.711849 
.6-651778 

9.998964 
■>■  735769 
8,8,8671 

9.9998BI 

0-73S379 
B.369814 

.■■x,'   9''o 
9-999867 
0.714919 
8.191866 

Vi.'    7"7 
9-998746 
0.734414 
8.880163 

7"  18  •44"! 
9.996190 
0.731863 
9.114484 

lo''49'ii"9 
9.991105 
0.733146 
9.171640 

14°l4'll"B 
9.9B6.IO 
0.731574 
9-3959.9 

.8".5'39"* 
9-977558 
0,731849 
9.496016 

o-7347il 
0.5454B6 
9.737300 

0.735160 
0. 519916 
9-7i43'4 

0.734796 
0.51369s 
9-770054 

0.713170 
0.5168.5 
9.7840*6 

0.730151 

0-519309 
9.795*55 

0.71545. 
0.511111 
9 , 804600 

0.7.8694 
0.501607 
9.809359 

0.709407 
0.491537 
9.808805 

0.181786 
9-991837 
9.574441 

9.999091 
9„105103 

0.303749 
9.999031 
9.118795 

0.310901 
9.991380 
9-614587 

0.3.5.64 

9.976068 
9.848147 

0.315811 
9-953'o4 
0.006B86 

0.311966 
9.911394 
0.118493 

0.301341 
9.881541 
0.117*75 

0.190949 
9.999913 

8.591038 

D. 195.48 
9.999938 
8„(ilij6 

0.304717 
9-999959 
8„44O0ig 

0.319511 
9-999977 
8„J3S4l. 

o. 139096 
9-999989 
8„.9S55. 

0.3617.9 
9-999996 
7,985530 

0.389571 
7,560139 

0.418800 
7:383617 

9.70B964 
.9.1^6891 
7.791660 
9-9794M 

9 . 704790 
9."417o 
7.791839 
9.978716 

9.695141 
9.085716 
7.79519a 
9-977164 

9.680456 
9.04.168 
7.7967.9 
9-974541 

9 -660893 
8.981679 
7.798408 
9.970615 

9.617177 
B.9..831 

9.965040 

8!R3°ie4 
7.801178 
9-957149 

9., 8.100 
8.743600 
7-804453 
9.946913 

9.106194 
9.841017 

9.671378 
9.676150 

9.093096 
9.818156 
9.654196 
9.69184« 

9.061890 
9-797686 
9.619411 

9.0. 5911 
9.749081 
9.S68"«J 

8.953194 
9-681447 
9.501988 
9.714879 

8,876871 
9.601,11 
9.411054 

8.788633 
9.507117 
9,313891 

8.690513 
9. 1999 10 
9-i37'17 
9.657787 

9.1+8618 
1  8,6Bo7l6 
7,698111 
1.890116 

9-147144 
8,193199 
7,6l6j3i 
,.890117 

9.3148B0 
8.191685 

1.8901.7 

9.18.4.5 

8. 6 10498 
7„15i3ii 
1.890131 

9.116867 
8.B01641 
7,148845 
1 .890.6. 

9.13.4R6 
8.881757 

.,890.98 

9.014846 

B.9IT.16 
6„34B87. 
..890141 

8. «94914 
8,9.839« 
6.074150 
..89018, 

1.1J8764 
«„570871 
9,5*8468 

i.i;7i6i 

0,088416 
9„So6449 

1.114997 

0.081801 
9,393036 

1.171547 
0.510610 

9,141454 

I..07D1B 
0.69180a 
9„ol9O06 

1.011684 

0-771955 
8„751599 

0.9150*7 
0.807367 
*,»19.l3 

-  o"ol3 

—  o"4.o 

0.785107 
0.80H681 
7-964431 

-t-        o"oi8 
+       o"lll 

-        0^80 ( 

-       o;;741 

-  0"6i5 

-  t4"7  56 

-        0"47  3 

-    o;;3.3 

—  o"i6B 

-  i"9l6 

-     i"i6i6 
■     3''76ll 
•     l"599S 

—  i'Vii 
+      '"»l!45 

-  i"i486 

—  i"so3i 

—  ""1534 

—  1"7S66 

—  l''446l 

—  3"4978 

—  ("9441 

—  l"l468 

—  !"l778 

—  7"S146 

-  ."94.6 
_     6"496i 

-  8"4378 

—  i"5771 

—  7". 557 

—  *"731o 

-  l''i983 

-  /'liSi 

-  8"si65 

:  i'56*'ji6 

-  e."oii 

-  ■•S7"69i 

—  1  54" 7 16 

—  o;;4So 

—  i'55"2Ji 

—    r47"7iS 
+        0^514 

-  i'36"i26 
+        i"5ii 

—  o"o07 

+       i"i68' 

-      5. "008 
+        3"307 

-  17"iio 

+     ,;;i6i 

o"ooo 

-  !1"858 

"  *'.  °y* 

+■    1'+d"o6s 
-       31"«"  5 
-t-    3'  7"434 

+    3'   7"79o 
+      J5"o'7 
+   i'4i"8o6 

+  +  + 

t  K  2 

+    .'46".,58 
+    1'4."87. 
+  4'i8"8i6 

-+-   l'l3"94» 
+   4  n"oi7 

+      38-04. 
+   1'46"5:8 
+   4'i4"6i9 

+      .5"43  3 
+   3'5o"54  5 
+   4'    5"977 

■     H"4S9 
.      lT"oi6 
r     »»"SIS 

+      17"l48 
+         S"0!9 
+      4»"3''7 

4-      38"B39 
-        4"l6B 

+      34"47i 

+      3/'984 
-      io"i36 

-H     17''848 

+      34"901 

+  »-877 

+      10". 71 
—     io"6.8 
+     19'SSl 

-       6''956 
+     17"549 

+      .8^17 
+      >6"39S 

3i6 


Uatun 

..,. 

187* 

April. s      1       M.™* 

J».„ 

U«.  >«, 

HoT.i 

S.pl.  ^ 

Abi,  .B 

Q 

CO«  (V  -  iJ) 

+  1 

5'  7"' 
48'47"6 
16'19"S 
6JOJ44 

9S6jo8 

+0 
«47 
US 

9 

9 
9 

59'17"4 

5B'45"1 
48'47"7 
9'S7"6 
576677 
9999 J 5 
966655 

+0 
■44 
■15 
•9 

9 
9 

9 

S6'i3"4 
S.'40"o 
48'4e", 
i'5i"9 
513691 
999941 
975545 

+0 

53'.8''a 
43'48"6 
4g'48"9 
S4'59''7 
438117 
999948 
983011 

+o*so'  l"6 
.38'J5'  B"; 
.15''4B'49"9 
i»*46'iB"6 

9-344518 
9-999954 
9.9B9110 

+o'46'3e"4^ 
1J5"15'17"6 
ii5°48'5r'. 
9°l6'46"s 
9.111691 
9,999960 
9.993858 

+o*43'   3"S 
.li'.S'.j"! 
.iS^B'i.". 

e-iö-ii-s 
9.049B04 
9.999966 

9.997151 

-H 

156094 
99961 j 
6J0173 
»S    9"4 

9 
9 

1 
1 

136686 
999S47 
5766.1 

?-« 

»43J  3 

9 
9 

1 

j 14909 
999451 
513634 

si;39"4 

40'   9"7 

■90545 
999307 
438075 
I4'ii"9 
Ii'l9"7 
.'4l"i 

9-999059 
9.344481 

3'*46'  8"o 
i%i'i9"6 
i'3l'38"4 

9.998571 
9.111651 

i"i6'.i"6 

8.097811 
9.997J08 

9-049770 

6'ii'n"6 
2',i'i9''5 
4*   9'5!". 

sin  (f^-.-) 

566044 
999997 

7 
9 
9 

853861 
577065 
999989 

9 
9 

067518 
5. 4181 
999970 

438768 
9999 jo 

8.43!r'34 
9. 345413 
9.999839 

8.618571 
9.114081 
9-999607 

8.861.41 
9.051461 
9-99885. 

CO.Ä,  .in/,, 
.Ü.JJ,  oo.i, 

630657 
956138 
956137 

.7'3o"o 

9 
9 
9 

577054 
966591 
966590 

9 
9 
9 
.9 

514151 

975490 
975487 
4'   7"9 

438698 
981975 
981970 
56'.7"9 

9-345161 
9.989081 
9.989074 
ll"47'38"S 

9.113668 
9- 991810 

9.993818 
9°  38'   7-6 

9-051313 
9-997111 
9. 997118 

6"i7'43"4 

.in«, 

999999 
71'o74 
19(.704 

9 

999998 
730150 
430917 

9 

999997 
719380 
58.7.0 

999995 
718465 
691897 

9.999991 
0.717507 
7.780557 

9.999988 
0.716509 
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D.  Ällgemeiüe  üebersioht  der  Methoden  zur  strengea  Berechnung  der 


I 


l'i'licrMifkt  iiiJiii  die  für  jwlc  der  drei  vorangehend  entwickpluni  McthndcTi 
tiötliigcn  numerischen  Opfrationen ,  so  wird  man  leicht  wahrnahmen,  flasu  die 
Kiicke'sche  Muthodo  am  wenigsten  Arbeit  bedinfft;  etwas  mehr  Mühe  erfordttt  die 
liaiisen-Tiotjen'sche  Methode,  die  meiste  Arbeit  verursacht  die  Methode  der 
Variation  der  (ioiistanten,  ohne  dass  ührigenB  dieser  Arbeitrauwachs  ein  allxu  Iw- 
ileutender  zu  nennen  ist.  IMesc  Hemerkimgen  verlieren  jedoch  ihre  Gültigkeit,  wenn 
Jie  Stönnigsrechunngen  durch  lungere  Zeit  fortgesetzt  werden  und  die  Störmigen 
anzuwachsen  beginnen;  dann  drehen  sieh  die  \ crbKltniesc  völlig  nm ;  hei  Encke's 
Methode  ivirii  «nerst  die  Noibwendijfkeit  auftreten,  auf  oscnlin-iide  Klcmente  iilier- 
Kitgehcn,  und  diese  Arbeit  ist  als  eine  nicht  gimz  geringe  anzusehen,  um  m  mehr, 
rl»  beim  Hi.-girin  der  Itcchnnng  an  der  neneu  Osculatinnsepoehe  die  Integratiirti  von 
Neiu'm  EU  begiliuen  ist.  Hei  Hansen-Tietjen'a  Methode  kaim  dieser  lieliergang 
soliT  lange  himtusgoschoben  werden,  doch  wird  derselbe  endlich  nöthig ;  denn,  wenn 
tlie  Stöningen  sehr  bedentend  anwachsen,  so  wird  der  Gang  der  zu  ermittelnden 
l>ifferenlial(]notieriten  ein  sehr  un regehn Hss iger ;  die  Principien  der  mechanischen 
Uua<lrattir  fordern  aber,  d.ias  sieh  <lie  vorgelegte  Funktion  innerhalb  der  Slonmgs- 
intervalle  nach  l*oteii7.en  der  ArgumenU^  entwickeln  läsal,  dass  also  ilie  Differenz- 
werthe  all  Gröuse  verhultnistimäasig  rasch  abnehmen.  Man  sieht,  wenn  man  diesea 
Krfordemiss  zusammenhiilt  mit  der  Thatsache,  da.ss  bei  der  Bestimmung  der  ('oor- 
«liuatenstüruugen  selbst  bei  massigen  Störnngen  endlich  stets  der  Zeitpunkt  eintritt  wo 
tler  Gang  der  IHfferen/en  ein  sehr  unrrgelmässiger  wird,  ilass  die  Methode  der  Variation 
derOoiiHtantcn  (tich  den  Fordeningen  der  mechanischen  Quadratur  am  benten  auscliliesst. 
\eh  stehe  daher  nicht  an,  eu  behau|iten,  dass,  wenn  es  üich  darum  handelt,  für  ein  sehr 
langes  /eitinlervall  die  Stönmgeu  zu  bestimmen,  man  das  gennneste  nnd  xicherste  Re- 
sultat nach  dieser  Methode  erhalten  wird,  denn  der  sonst  als  das  radikalste  Mittid 
»•mpfolilene  üebcrgang  auf  oscnlirende  Kleniente  ist  ein  Nothliehclf ,  der  leicht  so  viel 
Mehmrlwit  vcnirsacht,  als  durrh  die  frühere  kursiere  Hcchnuug  gewonnen  wnnle;  an- 
(lerenerite  kann  die  I)iHcoiit!iHiitUt  in  der  Hechnung  leicht  die  (Inclle  eines  lleehnnngs- 
fnhlers  werden,  während  bei  der  Variation  der  ("onstanlen  der  regelmäesige  Gang 
der  IMfTerenzwerthe  für  immer  vor  eonstantcn  Fehlem  schiitxen  winl.  Ileachtet  man 
überdies,  da  wold  kaum  ein  Itechner  behaupten  darf,  dass  er  niemals  fehle,  dass 
die  Ausraeneung  der  Fehler  bei  iler  Methode  der  (loordinalenstönrngcn  viel  schwie- 
riger ist,  indem  kleine,  das  HesnICat  merkbar  schädigende  Fehler  erst  nach  einigen 
Intervallen  entdeckt  werden  und  ein  grtisser  Theil  der  Rechnung  von  der  Stelle  de« 
Fehlers  an  eorrigirt  werden  muss.  so  wird  man  sieh  wohl  der  von  mir  auf  Cinind- 
lage  vielfalligt^T  F.rfahrungfin  anfgeRtellten  Hehaujitiing  nnscbliessen ,  das«  tlie  Va- 
riiitinii  der  Cimstnuten  in  der  nnmerisrhen  .\nwrn(lung  ebenso,    wie  in  der  Analyst 
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ihren  Vorrang  behauptet.  Nur  in  jenen  Fällen,  wo  die  Bahnen  sehr  excentrisch 
sind,  wird  die  Folge  des  Umstandes,  dass  die  Constanten  bei  verhaltnissmässig  ge- 
ringen Störungen  starke  Variationen  erfahren,  die  H ans en-Tietjen' sehe  Methode 
den  Vorrang  behaupten. 

Hat  man  aber  die  Störungen  nur  für  einen  sehr  beschränkten  Zeitraum  zu 
ermitteln,  etwa  für  die  Erscheinung  eines  Kometen  oder  für  einen  Planeten  für  die 
Zeit  einer  Opposition,  dann  wird  Encke's  Methode  unstreitig  den  Vorzug  ^ver- 
dienen. Als  ein  Vortheil  der  Methode  der  Coordinatenstörungen  muss  auch  die  Be- 
quemlichkeit betrachtet  werden,  mit  welcher  die  Störungen  an  die  ungestörten 
Coordinaten  angebracht  werden  können. 

Bei  den  kleinen  Planeten  wird  man  in  der  Regel  zuerst  mit  sehr  rohen  Ele- 
menten die  Störungsrechnung  beginnen  können;  es  wird  daher  wohl  stets  noth- 
wendig  werden,  dieser  genäherten  Störungsrechnung  eine  zweite  nachfolgen  zu  lassen, 
die  aber  auf  den  Zeitpunkt  zu  verschieben  sein  wird,  bis  das  vorhandene  Beobach- 
tungsmaterial in  Verbindung  mit  den  genäherten  Störungswerthen  die  Ermittelung 
hinreichend  sicherer  Elemente  zur  Bestimmung  der  definitiven  Störungswerthe  ge- 
stattet. Zur  Berechnung  dieser  provisorischen  Störungen  kann,  wenn  man  die 
Variation  der  Constanten  zur  Ermittelung  derselben  benützt,  in  Anbetracht  der 
Ungenauigkeit  der  zu  Grunde  gelegten  Elemente,  durch  längere  Zeit  ein  und  das- 
selbe Elementensystem  zur  Auswerthung  der  Differentialquotienten  verwendet  werden, 
und  ebenso  können  bei  Anwendung  der  Methode  der  Coordinatenstörungen  alle 
Glieder,  die  zweiter  Ordnung  sind,  fortgelassen  werden;  ich  lege  aber  auf  solche 
Abkürzungen  keinen  besonderen  Werth,  indem  nicht  allzuviel  Arbeit  erspart  wird. 
Will  man  sich  aber  mit  Resultaten  begnügen,  die  blos  die  ersten  Potenzen  der 
Massen  berücksichtigen,  so  wird  man  sich  mit  Vortheil  der  im  folgenden  Abschnitte 
auseinandergesetzten  Methoden  bedienen  können,  die  den  Vortheil  gewähren,  dass 
dieselben  die  Kürze  und  Genauigkeit  der  Coordinatenstörungen  gewähren,  jedoch 
die  den  letzteren  anhaftenden  Uebelstände,  die  durch  die  Einführung  der  indirecten 
Glieder  entstehen,  ganz  beseitigen. 

Schliesslich  ist  noch  auf  einen  Umstand  aufmerksam  zu  machen,  der  bei  der 
Methode  der  Störungsrechnung  nach  der  Variation  der  Coordinaten  möglicher  Weise 
in  Betracht  kommt.  Es  wird  sich  nämlich  häufig  genug  Veranlassung  finden,  nach- 
dem man  längere  Zeit  die  Störungen  mit  nahe  richtigen  Elementen,  fortgeführt  hat, 
die  zu  Grunde  gelegten  Elemente  nach  neueren  Beobachtungen  zu  verbessern;  die 
Fortsetzung  der  Störungsrechnung  wird  dann  offenbar  an  der  Stelle,  wo  man  den 
Wechsel  in  den  Elementen  hat  eintreten  lassen,  einen  mehr  minder  hervortreten- 
den Sprung  in  den  Differenzwcrthen  der  Störungscomponenten  zeigen,  der  um 
so  auffälliger  sein  wird,  je  grösser  die  in  den  Elementen  vorgenommenen  Verbesse- 
rungen sind.  Dieser  Sprung  erklärt  sich  einfach  genug  aus  den  vernachlässigten 
Producten  der  Incremente  der  Elemente  in  die  Stöningswerthe.  Hierbei  wird  man 
aber  die  auffällige  Bemerkung  machen,  dass  eine  nach  der  Variation  der  Constanten 
durchgeführte  Rechnung  diesen  Sprung  kaum  merklich  hervortreten  lässt,    während 


^*ei  der  Variation  der  '('oordinaten   in  Folge  der  gössen  indirecten  Glieder  derselbe 

*iel  auffälliger    hervortritt;    man    wird    daher   voraiis sichtlich    der    Wahrheit    näher 

^\    kommen  nnd  bessere  Resultate  crlangL'ii,  wenn  man   (die  ytörungsrechnung  nach  der 

W   Variation  der  (yoordinaten  durcligefilhrt  vurausgesetzt)   an  der  Stelle,  von  wo  ali  die 

J   Stöiungercchnung   mit   den   verbesserten  Werthen   der  Elemente   fortgeführt  werden 

j    soll,  auf  oBciiüreiide  Elemente  ühcrfteht,  und  hierbei  zur  Ermittelung  der  imgestörten 

T    Coonlinaten  und  Oesch windigkeiten  die  der  bisherigen  Stöningsrechnung  zu  Grunde 

T    felep^n  Elemente  benützt.     Man  findet  so  jene  Incremente,    welche  die  Störungen 

T    vor  der  Osctilationsepoche  an  den  Elementen  hinzugefügt  habeu ,    und  erhält  somit  • 

ein  mit  der   \'ariation   der  ('onstanten   identisches  Resultat.     Diese  so   bestimmten 

Incremente   wird   man   an    die   verbesserten   Anagangselemente   anbringen   und   mit 

diesen  Werthen  die  Stöningsreclmuug  von  der  neuen  OsculationKepoche  ab  nach  der 

Variation  der  Coordinaten  fortRetzen, 

Mit  Rücksicht  auf  die  oben  gemachten  Einseliränkungon  möchte  ich  als  Ite- 
■ultat  der  hier  gemachten  lletraebtniigen  den  Satz  hinstellen,  dass  von  den  in  diesem 
"  ei-ke  entwickehen  Methoden  der  strengen  Störungsrechnung  die  Methode  der  Va- 
riation der  C'onstanten  in  der  Anwendung  den  unbedingten  Vorzug  verdient. 


£•    Ermitteluag  der  StömngBwerthe  mit  Büoksioht  auf  die  ersten  Potenzen  derselben. 

Es  kann  luitcr  UmKtilnden  eine  Idos  genäherte  Keiintniss  der  Stöningswerthe 
erwünscht  sein,  in  welchem  Falle  man  sich  auf  die  Glieder  erster  Ordnung  in  Bezug 
*uf  die  störenden  Kräfte  beschränken  darf;  da  sich  unter  dieser  Voraiissetznng  für 
">e  Rechnung  wesentlich  bequemere  Vorschriften  angeben  lassen,  als  dies  bei  den 
Vorstehenden  Methoden  möglich  ist ,  so  werde  ich  hier  auf  dieselben  eingehen ,  um 
''"  mehr,  da  mir  nicht  bekannt  ist,  dass  von  den  hier  zur  Elitwickelung  gelangenden 
'^n  place'schenj  IntegrationMuelboden  zur  Eriiiittelnng  der  speciellen  StÖrungs- 
""^»^he  ii^fendwo  Gehraiicli  goraaebt  ist.  Ich  werde  die  Methode  auf  die  Ilansen- 
'•  otjen'sche  Form  der  Störung  der  polaren  Coordinaten  anwenden,  wodurch  sich 
''cn-inen  ergeben  werden,  welche  die  Vorthoile  der  < 'oordinateustömngen  mit  jenen 
''^*"  Variation  der  Constanten  verbinden,  indem  jede  indirecte  Rechnung  vermieden 
'**■  ,  ohne  dass  die  Glieder  zweiter  Ordnung ,  die  hei  der  \'ariation  dei*  (.'onstanten 
selii  bald  merklich  hervortreten,  einen  allzu  nachtheiHgen  Ein6uss  äussern.  Es 
'*^sen  sich  allerdings  noch  wesentlich  veränderte  imd  bequemere  Integi"arionsmcthoden 
^Uf^lien,  auf  welche  ich  jedoch  vorerst  hier  nicht  eingehe. 

Die  Diiferentialgleichungcn,    welche  in  der  Hansen-Tietjeu'schen  Methode 
indirecte  liechiniug  bedingen,  liaben  die  Form   (vergl,  pag.  149): 


M^i« 


') 


*^lnndet  man  diesen  Ausdnick  mit  den  bcidi-ii   fi'ir  die  ungestörte  Itewcgung  geltei 
^n   Diflerentialgleichnngen    (I  pag.  42) : 


■i 
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0  +  5-^="  I     ., 

SO  erhält  man  zunächst,  wenn  man  r^  mit  r  identificirt,  was  gestattet  ist,  ohne  mehr 
als  Glieder  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Massen  zii^vemachlässigen ,  weil  -j 
mit  einem  Stöniugswerthe  ^  seihst  miiltiplicirt  erscheint,  durch  die  Elimination  von 
^  aus  der  ersten  Gleichung  2)  und  der  Gleichung   1): 

^  dfi         ^    dfi    —  -^0-^7 

und  ehenso  aus  der  zweiten  Gleichung  in  2) : 

die  Integration  dieser  Ausdrücke  giht  zufolge  der  lielation : 


dt  \^''  dt  ~^  dtl  ^^^  dfi       ^  7F 


I    » 


sofort  die  Formen 


•^»'  dt         ='  dt 


3  '* 


Knüpft  man  an  dii^^t^  Integrale  die  Bedingung .    dass  dieselben  für  die  Osculatio:^^  ^^" 
oiHH^ho  der  Null  gleich  wertlen,  so  resultirt  daraus,  dass  die  Integrations-CJonstanC^^^^ 
eWntÄUs  der  Null  gleich  lu  setien  sind ;  diese  Bestimmung  wird  in  der  Folge  fe 
tf^-h«lteii  weT\le«.    Multiplicirt  man  nun  die  erste  der  Gleichungen  3)   mit  +yo,  ( 
i weite  mit  — x,»  und  addirt  die  Resultate,  so  erhält  man  sofort: 

>  !'♦  rfT  -  *^  S|  =  y*/-^'o  dt  -  x.jAy,  dt  .  4) 

IWlwchlol   »ÄU  äU  die   xy- Ebene  die  ungestörte   Bahnebene,    so   ist  der   in  d 
KUiuHi^'t    siehtnule    Aus^lruck    nichts   anderes,    als    das    doppelte    Sectordifferenti 
w^ikI-  *  l^^    >-  ^"^^^  ^^  ^  *"*"  *^""^  daher  schreiben: 

-¥«<i\*hU>Nict  man.    wie  dies   schon  oben  geschehen  ist,    die  zweiten  und  höhere/?     ^ 
l\»lvuiow  der  Massen,  und  lasst  überall  den  Nullindex  weg,  so  erhält  man: 

\  ^Icbeni  Ausdrucke  der   Parameter   imd   die  auftretenden  Coordinaten   der  un- 
vxtövtt^u  Hex^cgung  entlehnt  wenlen  dürfen,    ohne   die  gesetzte  Genauigkeitsgrenze 
HU  üU^mlmnten, 
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Uurch  IUP  Glekliimg  61  ist  clpmiiach  eint-  directe  Iiitegraliuii  der  vorgelcfi^teii 
"iffereiitial gleich ung  prmÖKÜcht,  welche  his  auf  Grösueii  von  der  zweiteu  Ordnung 
I  "1er  Massen  riclitig  ist.  Mau  konnte  das  eben  angezeigte  ^'erfahren  uhne  allzugruNee 
'Schwierigkeiten  auf  strenge  Formen  hinführen ,  doch  würden  in  diesem  Falle  viel- 
fftche  Complicationen  auftreten,  so  dass  die  früher  entwickelten  strengen  Stömngs- 
öiethoden  für  die  Anwendung  bequemer  erscheinen.  Uebrigens  bietet  diese  Methode 
noch  die  Möglichkeit,  jene  ('orrectionen  der  Stöningswerthe  zu  ermitteln,  die  aus 
einet  Abänderung  der  zu  Gninde  gelegten  Elemente  entstehen;  doch  gehe  ich  auf 
diese  Entwickehingen  hier  nicht  näher  ein. 

Itei  der  Gleichung  6)  wunle  vorerst  über  die  Wahl  des  Coordinatensystemes 
fiir  X  und  y  nichts  weiter  festgesetzt,  ausser  dass  die  a-y-Eliene  mit  der  ungestörten 
'*iiliueliene  zusammenfallt,  was  durch  die  EiHfithruiig  der  Gleichung  5)  gescluth. 
f-^^t  mau  die  positive  3^- Achse  in  das  Perihel,  so  wird 


•^^  aber  bei  der  gewöhnlich  üblichen  Einheit  in  r  durch  die  Mnltiplication  mit  x 
**Ti<l  y  bei  der  Anwendung  dieser  Methode  auf  die  kleinen  Planeten  eine  Vei^rösaerung 
*ieT    numerischeu  Werthe  eintreten  würde,  so  setze  ich : 

kx  =^  cos  E  —  e 
y  =  9m E  cosijp  , 


Wo  J5  die  excentrische  Anomalie  vorstellt,  also  die  Grösse  a  [die  halbe  groBSe  Achse) 
»Is  Einheit  eingeführt  erscheint;  die  hier  auftretenden  Grössen  suid  übrigens  durch 
ilie  vorbereitenden  Rechnungen  bereits  bekannt. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchungen  lässt  sich  also  dahin  aussprechen, 
dasR  ein  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung  richtiger  Werth  aus  der  Integration  der 
Differentialgleichung  ij  hervorgeht  durch: 


die 


=  -^  /  sin  E  cos 


(pj. 


A  (ctiB  £  - 


■)  dt  —  (C08£- 


e]j'j. 


n£  cu8(/i  dr>  . 


7) 


Es  soll  nun  diese  Fonu,  die  einer  sehr  allgemeinen  Anwendung  fähig  ist,  für 
lansen-Tietjen'ache  Wahl  der  polaren  Co  ordinalen  verwendet  werden.  Uie 
-*  ti^vendung  der  nrspünglichen  Ilansen'schen  Form  wäre  zwar  in  diesem  Falle  zweck- 
'**"*-esiger ,  doch  wird  es  unter  der  Voraussetziuig ,  dass  einer  nach  der  vorliegenden 
*<ilhode  geführten  vorläufigen  Störungsrechnung  seiner  Zeit  eine  strenge  lierechnnng 
"^r  Störungen  etwa  nach  der  Hansen-Tietjen'achen  Methode  nachfolgen  soll, 
'"*S!emesseuer  und  bequemer  sein,  diese  Form  bereits  in  Rechnung  gezogen  zu  haben. 
Nimmt  man  nur  auf  die  ersten  Potenzen  der  Massen  Rücksicht,  so  lassen 
''i^ih  die  bei  der  Eutwickelung  der  Hanseii-Tietjen'schen  Methode  gegebenen 
ta*^fferenCialgleichungen  ;pag.  148J  in  der  Form  schreiben: 


2M 


'-^f^m 


dt 


zur 


#  =  ^/-   ^'  «" 


8) 


.L*r 


¥«.■;.*•.  li**  )»-iennim5  ü»r  3i  itieH**ii  Foraieln  furkommeiideii  Grössen  leicht  aus  den 
^rT-f2it.*iTiiiip*!i  klar  x^Le^r:  werden  kann.  In  diesen  Ausdrücken  wollen 
mw'^r^-iinicae  Xiimitemiujren  Tumehmen.  um  die  Anwendung  des  Inte- 
71  -^reurhcHm :  •üitbinrä  werden  die  Huchstaben  in  den  obigen  Fonneln 
-mv  -r:wTi-  ^»KÜiiiern»  t^»?tit*!iDm:c  z^^Ji  firüher  erlangen.  Setzt  man  nämlich,  um 
TLcür  3Jir3XxäiriL*:i    üe  MnlriDiiirdäiia  znit  a-  ausfuhren  zu  müssen : 


ina 


1.» 

tri  lo 

r=M  Kr,' 

• 

_   ■  l 

•^eii-if  i.TnJ>«"n    "nr  y^i»:n  «xuuIiiÄfii  >«i>fvodeu  Planeten  gerechnet  werden  müsse 
uiü    H'seictmfr  üirra  ein  vi^rx«^^C2t«$  Summenzeichen  die  Summen  der  so  ermittel 
<onfttii%*n    BLrärti?    5ir  «lie   Ter?chieden«n   in  Betracht   gezogenen  Planeten,    so  wi 
iuniM:fi&c  ui  iea  ITocBiefaiL  ^    xu  «etien  haben: 


2  tri») }  ^ 


ip  =  i  Ä^^  + 


I 


^mi  ihr  ^imiifroiArm  «ttftM^M  Integnde  rind  dann 


V  = 


fljr  {cwE—e)dt 
Ij  ir;  sin£cosyrf/ 


lO 


c^tfDifivitfii:  OtiaiAna3Rt  eimittelt  sind^  ergeben  sich 


lutjc^t    i%v    «   -    wAwwmttm:  >tor«i«5CW«^  A»nrh  die  Ausdrücke 


Zi'' 


r-rr 


n 


-dt 

-  Z^.  ;c06£  — «]   , 

Deachteii  ist,  <lass  ilie  drei  leUtcii  lute^grale  auH  den  eiiifnch  siimmirteii 
räicn  nur  fiir  jene  tiestiramten  Xeitepocheu  berechnet  zu  werilcu  brauchen,  für 
^ua  deren  Kenntniss,  etwa  auni  Zwecke  des  Vergleichens  der  Uechnung  mit  den 
bBclitungcn,  erforderlich  ist. 

Wie  mau  sieht ,  ist  jede  iudirecte  Itechiiung  verniiedeu.  und  iniin  ii^t  in  der 
e,  die  Störungsrechmuig  durchaus  cphemerideii artig  fiir  das  ganze  vorgelegte 
iiitcrvall  zu  erledigen,  und  wo  alle  in  der  Rechnung  aiiftret«nden  und  im  weitere» 
bufe  derselben  nüthigeii  Grossen  vor  ihrer  \' er  wen  düng  durch  Hildung  der 
krenswerthe  streng  auf  ihre  Itichtigkeit  prüfen  zu  köimen. 

Vergleicht  mau  die  nölhigen  Rechnungsoiierationen  bei  den  strengen  Mcthoileii 
den  hier  erforderliulien .  so  wird  man  eine  sehr  wesentliche  Abkürzung  nicht 
rnehmen ,  doch  venirsacht  die  zuletzt  erwäJiiite  Anlage  njid  Uurchfühniiig  der 
Uniing  eine  solche  Erleichterung  bei  der  thatsiichlichen  Anwendung,  dass  über 
jjtTortheile  der  eben  eutwickeltt'n  Methode  kein  Zweifel  bestehen  kann. 

Tragt  man  nun  alle  fiir  die  Rechnung  iiüthigen  Formeln  zusammen,  so  wird 
y  zunächst  die  g^enseitigc  itahulage  des  gestörten  und  des  störenden  Planeten 
berecluien  haben  mich: 

IsinJ/sini  («*  +  ©')  =  sijij  ;q'— aj  sinj  (i"  +  t)  1 

sini/cosil®-!-«)')  =co8J(a'— £3)8iiiJ(r— .■)  | 

cos  i /sin  1  [0  —  0  ]  =  sin^  (ü'—  Q)  cor^  i«'-|-«J  1 

cos  J  7"  cos  \[fli  —  </)')  =  cos  J  (Q' —  a)  coe  J  (i"  —  i",  | 

Ich  linde  so,  indem  ich  für  Erato  die  bei  rlen  vorhergehenden  Stünmgs- 
nungen  (pag.  173)    bcnül/.ten    Elemente   verwende   und    für  Jupiter   und   Matuni 


,1); 


Ja 


99°   o'lf 

0'e=  II5"3i'36" 

i''iö'46" 

.'t-         2°12'S4-    , 

=    1"  I  r  30" 

A=-  0"  )(>'"' 

=  335" '7' 50" 

;ij'-i-U»',h  =  5ö"-':)'^ö' 

=  -63"  8-48" 

l<0-<«t.=  17"58'48" 

Ist  L'  die   ans   den   astronomischen  Ephemeriden   /.u   cutiiclimcnde  Länge  i 
Hahn,  so  wird  fiir  jeden  störenden  Planeten  zu  setzen  sein : 

m'=  V—{Q'+0')  1 

lang«  =  tiuigM' cos/  I         ^^^ 

»in  £|  ^  sin  u'  ^in  J  j 

/,,'  =  «  +  «)—  fU  .  [ 
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Im  Torliegenden  Falle  wurde  aber  von  der  Kleinheit  der  Neigung  Vortheil 
flogen,  indem  unmittelbar  «  aus  u  abgeleitet  wurde  (vergl.  pag.  160)  mittelst  der 
Formel: 


8ini 


8in2  u 


welche   Rechnung  durch  eine  kleine  Tafel,    die   mit  dem  Argumente  u'  den    C'or- 
recdonswerth  gab,  erleichtert  wurde. 

Die  izn«re<t«>rteii  wahren  Anomalien  und  Radienvectoren  fiir  Erato  wurden  der 
K«chnung  endehnt.  welche  bei  der  Encke'schen  Methode  als  Beispiel  gedient  hat. 
and  eb«n:««:-  die  Logarithmen  der  Grössen  (cos  E  —  e]  und  sin  £  cos  q> ;  dieselben 
stehen  auf  dem  mit    c    bezeichneten  Bogen  [pag.  266  ff.  j. 

Man  hat  nun  für  jeden  einzelnen  störenden  Planeten,  indem  dessen  Radius- 
¥ector  r^  am^  den  Ephemeriden  entlehnt  wird,  weiter  zu  berechnen: 


a  o»>  cc» ö  =  Tt  cos Ä|  cos  (Z#\  —  t?)  —  r 
^  co«J>  sin  ö  =  Ti  cos£|  sin  (L'i  —  v] 
(I  dn  ^  =  Ti  sin  Äi 


=  l'-r 

t 


wk   10*  «ii  -=  =  X 

log  IT*   io*»t<^  =  3-8»733 
Uig  ^k  \6^m^  =  3-2934 

«AI' 


1 


40tägiges 
Intervall . 


r  e* 


III) 


IViaat  Niliiiirc  wiat 


IVi 


IW  btiertäüt  aiJAigeÄ  Rechnung«!  habe  ich  im  Umfange  der  früher  ausgeführten 

KiH.    tcl^r   WfwhB*«   uäJ  fiir  Juiuler  durchaus  fünfstellig  durchgeführt,    um    später 

die   Fehl«  der  Methode  mit  Sicherheit  nachweisen   zu   können;    sonst 

J  nk  tWL  AH««wii»»  eine  vierslelKge  Rechnung  genügen.     Die  Rechnung   selbst 

f  «Ww  »it  :4  uttd  t^   be«eichneten  Bogen   (pag.  268  ff.)    durchgeführt,    und 

^^v'Kl  K*<Ä  di^  Rechming  für  Jupiter,  unten  jene  für  Saturn. 

Nutt  Ä-'htciU!^  man  lur  Bildimg  des  Integrales  von  2{U] ;  man  wird  für  dieses 
r  *   *  Lp^ttlen  Intwcnüc  nach  der  mechanischen  Quadratur  die  oben  entwickelten 
r^ll  U»  %•  55    •.»«wenden  haben,  und  zwar : 

k\i,  .1;^  ItiMunir  der  AnfiuJgsconstanten  hat  man  die  Fonnel : 
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Für  die  Bildung  des  Integrales  die  Formel: 

ff  [x]  dx  =  lf{a  +  iw]  —  ^/'  [a  +  iw)  +  ^/'"  [a  +  iw)  - 


V) 


In  dem  letzteren  Ausdrucke  sind  die  angesetzten  Functionswerthe  arithmetische 
Mittel.     Ausserdem  hildet  man  die  Integrale  Zg  und  Z^.;  man  hat  also: 


im 


z„  = 


j2[U)dt 

fs  {TV)  (cos E— e)  dt. 

f^  ( JV)  sin  E  cos  q>  dt 
Z,  sin  E  cos  (p  —  Zp  (cos  E 


-e) 


VI) 


Hat  man  diese  Integralwerthe  für  die   Epochen  der  Rechnung  mittelst   der 
**^^>rmeln  V)  hergestellt,  so  hat  die  Bildung  der  folgenden  Grössen  keine  Sch^vierigkeit : 


\og2  [wk)   = 


JV.= 


'S 


0.13867    (40tägiges  Inter\'all) 

^S&rJi  im  ät 

f{[R,]{coBE—e}dt 
j  ([R\j  sinE  cos 9)  dt  . 


>     VII) 


N,= 


Aus  diesen  letzteren  Grössen,    welche  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit  nach  V) 
Viergestellt  werden  können,  bildet  man  schliesslich: 


V  = 


Ng  sin  E  cos  (p  —  N^  [cosE  —  e] 
'^^  {  ""  75^  }  =  4n90309  (40tägiges  Intervall)  . 


i   VIII 


Die  in  VII)  und  VIII)  auftretenden  constanten  Factoren  der  Integrale  wird  man 
bei  der  Rechnung  sogleich  unter  das  Integralzeichen  bringen  und  beachten,  dass 
die  in  den  Formelsystemen  VI),  VII)  und  VIII)  mit  *  bezeichneten  Integrale  aus 
den  summirten  Reihen  nur  an  jenen  Stellen  abzuleiten  sind,  wo  die  Kenntniss  der 
Störungswerthe  aus  anderen  Gründen  nöthig  ist. 

Nach  diesen  Bemerkungen  wird  das  nachfolgende  Beispiel  wohl  leicht  ver- 
ständlich sein.  Ich  habe  das  Resultat  dieser  genäherten  Störungsrechnung  mit  den 
früher  streng  ermittelten  Werthen  von    120  zu    120  Tagen  verglichen  und  erhalte 
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die  nachstehenden  Unterschiede  im  Sinne:  strenge  —  genäherte  Rechnung; 
sind  also  die  aus  der  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  entstehenden  Cor- 
rectiouen  angesetzt,  wobei  die  Fehler  von  z  nnd  v  in  Einheiten  der  sifebenteA  Stelle 
verstanden  werden : 


• 

dz 

dv 

dJM 

dJia 

1875  Febr. 

24 

0 

0 

o"o 

o"o 

1874  Octbr. 

•27 

0 

0 

0.0 

0.0 

1874  Juni 

29 

0 

0 

0.0 

0.0 

1874  März 

1 

0 

4-     2 

0.0 

0.0 

1873  Nov. 

I 

0 

+    13 

—  0.2 

+    o.i 

1873  Juli 

4 

—     I 

+    32 

—  0.8 

+    0.5 

1873  März 

6 

3 

+    66 

2.5 

+    1.4 

1872  Nov. 

6 

—  10 

+  137 

5.0 

+    2.7 

1872  Juli 

9 

19 

4-  257 

71 

4-    4.5 

1872  März 

II 

-  31 

+  390 

-6.5 

+    6.6 

187 1  Nov. 

12 

-38 

+  415 

2.7 

+    8.7 

1870  Juli 

15 

-36 

+  259 

+  2.1 

+  10.5 

Betrachtet  man  die  in  der  vorstehenden  Zusammenstellung  enthaltenen  Werthe, 
so  wird   man   den   hohen  Grad   der  Annäherung,    der  durch   das  eben   entwickelte 
Verfahren  erreicht  wurde,   sofort  erkennen.     In  dem  vorgelegten  Beispiele  sind  mit 
Absicht  sehr  ungünstige  Verhältnisse  gewählt  worden  (Jupitemähe) ;   in  der  Regel 
werden   sich  die  Annäherungen   noch  weit  günstiger  gestalten.     Ausserdem   ist  die 
Rechnung  weiter  fortgeführt  worden,    als  man  dies  in  ähnlichen  Fällen  thun  wird, 
was  bei   der  ausserordentlichen  Grösse   der   Störungen    (Encke's   strenge   Methode 
wird   am  Schlüsse  kaum   mehr  mit  Sicherheit  anwendbar]    bedeutende   Differenzen 
hervorbringen  muss;  man  wird  von  dieser  Methode  in  der  Regel  Gebrauch  machen, 
wenn   etwa  nicht  mehr  als  drei   oder  vier  Oppositionen  zur  Hahnbestimmung  vor- 
liegen;  legt  man   dann  die  Osculationsepoche  nahe  in   die  Mitte,    so  werden  selbst 
bei  noch  ungünstigeren  Verhältnissen,    als   sie  im  vorliegenden  Beispiele  auftreten, 
die  obigen  Formeln  nahezu  strenge  Werthe  liefern.     Bestimmt  man   nun  mit  Hilfe 
dieser  genäherten  Störungswetthe  die  Elemente  nach  den  vorhandenen  Beobachtungen, 
so  wird  man  vom  Zeitpunkte  der  gewählten  Osculationsepoche   an,    nach  einer  der 
oben  entwickelten  Methoden  die  strengen  Störungswerthe  neu  zu  betechnen  haben. 
Die  Ermittelung  der  Störungen  von  der  Osculationsepoche  nach  rückwärts  wird  wohl 
in  der  Regel  unterbleiben  können,    da  meist   in  den  hier  in  Betracht  kommenden 
Fällen  eine  Rückrechnung  auf  entferntere  Epochen  nicht  nöthig  sein  wird  und  für 
den  naheliegenden  Zeitraum  die  vorhandenen  Nähemngswerthe  selbst  strengen  An- 
forderungen genügen  werden. 

Schliesslich  mache   ich   darauf  aufmerksam,    dass  ich  im  LXII    Bande  (No- 
vember-Heft) der  Sitzungsberichte  der  kais.  Academie  der  Wissenschäften  zu  Wien  eine 
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Methode  der  Stöningsrechnung  pubKcirt  habe,  die  ebenfalls  nur  die  ersten  Potenzen 
der  Massen  berücksichtigt  und  ganz  ausserordentliche  Vortheile  und  Abkürzungen 
liefert,  wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Störungwerthe  für  mehre  Revolutionen 
eines  periodischen  Kometen  zu  berechnen.  Da  aber  diese  Forderung  selten  eintreten 
wird,  so  gehe  ich  hier  nicht  näher  auf  diese  Methode  ein  und  begnüge  mich  mit 
dein  eben  angeführten  Hinweis. 


Oppolznr,  Bahnbetttirouungen.  11.  34 
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®, 


Datum 

1875 

1 

874 

Febr.  94 

Jan.  15 

Dec.  6 

Oct.  27             Sept  17 

Avf .  8 

i62"32'54" 
0.56076 

01^04482 

9.54226 

Jnni  S9 

_ 

I57**i9'26'' 
0.55795 

0*02753 
9.64852 

lUia 

ü 
r 
co%E  —  e 
sin  E  cos  q> 

188«  8 '16" 
0.56402 
01^06415 

9«* 1947 

183«  2'  2" 
0.56481 
0^06872 

8*79299 

I77'*56'23" 
0.56488 
0^06912 
8.62511 

i72"5o'2o" 
0.56423 
0*06535 
9.16448 

167V51'' 
0.56285 

o«o573i 
9.39533 

151*»  1' 
0.55^ 

9-73« 

log  2' ;  W) 

—     162.9 

2«2II92 

—      180.0 
»»25527 

—     196.7 
2«2938o 

—     211. 8 
2»32593 

—     223.9 
2«35005 

—     231.5 

2*36455 

232.4 

2*36624 

1 

z(tok)yp{{U]) 

lüg  (ä;) 

4^77666 

2.25608 

—       331.6 

H-    467.8 
2.13418 

4«3i28i 

2.25924 

—     113.1 

+     627.0 
2.71088 

4.32372 
2.25952 

+     "5.9 

-h     812.9 

2.96792 

4.80867 

2.25692 

-h     356.2 

-h  1026.3 

3.14067 

5-03454 
2.25140 

-\-     606.9 

-|-  1265.0 

3.27229 

5.18003 
2 . 24304 

H-    864.9 

+  1521.8 

3.37780 

5.28286 

2.23180 

+  1124.8 

-h  1782.6 

3.46351 

5-35< 
2.11: 

+  137« 

+    *02i 

3.53} 

io7     ai-^     '' 
ri 

>n799io 
I. 12804 

In33525 

I. 12962 

1.34616 
I. 12996 

1.83111 
I. 12846 

2.05698 
I. 12570 

2 . 20247 
1.12152 

2.30530 
1.11590 

2.3? 

I.IQt 

*'2 

+  y^ 

log  J' 

I «64444 
2^86617 

H-         51 
-|-       122 

I. 85126 

I»02II9 

2,155654 
-h           12 
-\-           22 

I . 00000 

0^84510 

2.68305 

H-            8 

H-         20 

I. 07918 

2«07737 
3.26203 

H-        139 

H-       267 

2.10721 

2^64777 
3.56819 

H-       507 

+       919 
2.61490 

3«o3523 

3.78491 
-f^      1202 

-h       2124 
2.96473 

3*33047 

3.95293 
+       2280 

+       3994 
3.23401 

3*56 
4.08 

-h      3 

+      6 

3.45 

®2 

• 

•  Datum 

1874 

1873 

• 

April  xo 

H&rzi 

Jan.  ao 

Dec.  IX 

Nov.  I               Sept.  aa                 Avg.  13 

Jsl 

V 

r 

cos^ — e 

sin  £  cos  q} 

i46"37'3o" 
0.55016 

9*97642 

979514 

141«  6'43" 
0.54520 

9*94091 
9.84754 

I35"27'43" 
0.53952 
9*89700 
9.89000 

I29"39'ii" 

0.53315 

9*84259 
9.92412 

123^39'43" 
0.52611 

9*77437 
9.95092 

ii7^27'49" 
0.51842 

9^68682 

9.97101 

0.51013 

9*56963 
9.98470 

104^20 
0.5c 

9*3! 
9-9S 

log^dF; 

—     208.9 
2*31994 

—     183.9 
2*26458 

—     152.2 
2^18241 

—     117. 0 
2„o68i9 

—       82.4 
1*91593 

—       51.6 
1*71265 

—       26.6 
1*42488 

o»9< 

2{wk)yp{{U)) 
log  [im 

5-40871 

2 . 20064 

-\-  1614.6 

-j-  2222.7 

3.58402 

5.44142 

2.18080 

-h  1822.3 

4-  2343.8 
361973 

5.45719 
2.15808 

+  1991.2 

4-  2365.9 

3.63920 

5  45770 

2.13260 

+  2114.0 

-j-  2280.6 

3.64292 

5.44467 
2.10444 

H-  2188.9 

-+-  2096.5 

3.63199 

5.41996 

2.07368 

4-  2219.6 

4-  1839-2 
3 . 60840 

5.38560 
2.04052 

4-  2213.5 

4-  1540.3 

3.57447 

5.3^ 

4-  iit 

4-  X*! 

3.5: 

I07     «2     ^^^^^ 

2.43115 
I. 10032 

2.46386 
1.09040 

2.47963 
I . 07904 

2.48014 
I .06630 

2.46711 
1.05222 

* 

2 . 44240 
1.03684 

2.40804 
I .02026 

2.3i 
I.O* 

y-i 

+  *-! 
lüg  *' 

3*76408 

4.19886 

4-       5S02 

-h      9863 

3.63959 

3*92825 
4.28912 

-h       7399 
-h     13698 

3.79927 

• 

4„o66ii 

4.36197 

-h       9186 

-h     17864 

3.93842 

1 

4*18167 
4.41952 

H-    10575 
-\-    22062 

4.06021 

4*27801 

4-46367 
-|-    11282 

4-    25977 
4.16717 

4*35779 

4.49623 

4-     11082 

4-    29325 

4.26109 

4*42346 

4.51893 

4-      984» 

4-    3x888 

4.34333 

4»4 
4.5 

4- 
4-  3 

4.4 

1 

®. 


.87J 

'871                                                                  [ 

?l.l     :.s 

ijril.s 

]Un6 

Jan.  ,s 

Dm.  I« 

Ki...« 

a.pi,  >7 

Ao«.  iB 

Jnllg 

:i'    s" 

90°  4'S»" 

gl"l7'»9" 

74''iB'44" 

66"  7'44" 

57-14' 10" 

48"!  8 '17" 

18°SI'54" 

19°  6-56" 

49198 

O.^gljl 

0.47144 

0.4615" 

0.45176 

0.44341 

0.43480 

0.41710 

-.10454 

7„I379J 

9.09506 

9 ■1945" 

9.56439 

9.67931 

9.76111 

9.B1305 

9.86680 

1.^9190 

<).986S4 

9-973'9 

9.95090 

y. 91844 

9.87350 

9.81148 

9.71933 

9.6.161 

+             4-5 

+        "1.9 

+     .s., 

+        .6.7 

+       .6.0 

+       14.1 

+     i..e 

+         8.9 

+          6,1 

0.6S5., 

i.0TS5<) 

1.19590 

1.11171 

■.10411 

...5J19 

0.94939 

0.78533 

.19651 

5.14616 

S- 19464 

5- 14401 

5  09611 

S-05313 

5.01617 

4.98685 

4-9656. 

.    96791 

i.qigia 

1.B8976 

1.85004 

1,8.104 

1.77368 

1.70880 

,      I.JI.3 

+   1074. J 

+  10.7.8 

+   .967,8 

+   1918.4 

+   '891-7 

■Y  1996.9 

~-      933-1 

+     133-1 

+       73.7 

—       Si.i 

—     «43-9 

—    107.6 

;.4tl6}9 

3-43749 

3.JB874 

3.1416» 

3.30-48 

1.16759 

J- 14174 

3.11771 

3.11143 

:. 51900 

i.i6g6o 

1.11708 

1..6646 

1.11867 

1-07S57 

1.03B7. 

1.00919 

I-98B05 

9«}96 

0.96464 

0.944B8 

0.91501 

0.90551 

0.88684 

0,86960 

0.85440 

0.84.88 

-,!*»«! 

4«iS664 

4,sas5i 

4,60891 

4-61785 

4,643.1 

4,6(537 

4,66501 

4,67145 

4- 541 54 

4.54.60 

4.53619 

4.51798 

4-S'719 

4.50468 

4.48991 

+        4»i» 

+            49 

—       4791 

—     10079 

-     .5568 

-     161S8 

—     3076a 

—     34614 

+     3»7i8 

+     17951 

+      14597 

+     10757 

-f     16567 

4.+76BS 

4-i»97S 

4.57416 

4.61039 

■4.53869 

4-65903 

4.67131 

4.67518 

4-67019 

April  V. 

Mar».. 

J»d,3. 

Det,  « 

N«».  1. 

187' 
Oft,  3 

.„ 

.     7-   J" 

B°S6'48" 

358''4.'33" 

348''i7'  1" 

338-1 8'58" 

3iB-ll'i9" 

3l8°4l'SS" 

3o9''io'i9" 

joo-io'io" 

:.4.6jl 

0.41354 

0  41177 

0.41406 

0.4173» 

0.41139 

0.41901 

0,4369' 

0.44574 

.- .  89610 

9.91174 

9.91718 

9.90970 

9-88997 

9.B5710 

9-809U 

9.74148 

..4j6o( 

9.IogK+ 

8,17553 

9.11006 

9.48944 

9„6465S 

9,753'o 

9,81981 

9.B8630 

J-3 

+          0   5 

—         1.0 

—          4.S 

—          6,8 

-          9.0 

-       n.o 

—        .1.8 

-       14-S 

o.5'»Si 

9.69897 

0,30.03 

0,653»' 

0„93iSi 

0,95414 

1,04.19 

.„1071. 

l,'6.37 

4-9S»6) 

4.94746 

4   94913 

4-9S679 

4.96886 

4.98413 

S.00.86 

5.01081 

5.04044 

,.66s»4 

..6,4.6 

».65108 

.-65614 

1.66918 

1.6*956 

1.7160B 

1.74764 

1,78196 

-     i9j8.i 

+    1964.7 

+    .986,8 

+    1997.9 

+   1991-3 

+    '970-9 

+   1911.0 

+   1875. 8 

+  1809.1 

J5I1-5 

—      1(1,1 

—      11g, 6 

—     lil.g 

—       55-3 

+       37.4 

i. 11513 

3  13363 

3.14481 

3-1JS98 

3-165.7 

3.17107 

3.>73'6 

3-1714' 

3  16637 

1.96990 

1.99130 

1,00667 

1.9TJ07 

1,97167 

1-97911 

1.01430 

1.04J16 

].o6i8S 

-   gytii 

t>.%^^a% 

o,8M!4 

0.S1811 

0,83464 

0,8447a 

0.85B04 

0.87381 

0.89148 

..hf77a 

4„6808o 

4„6Si6; 

4„68ois 

4,67610 

4,66976 

4,66086 

4,64967 

4,63640 

,   4519» 

4.45165 

4,40911 

4,38161 

4-35675 

4-31934 

4.30149 

4.17743 

4-15544 

57*8* 

—     39"'4 

-      J8K9' 

—     16817 

-      31640 

—     19515 

—     14716 

—     19501 

"*] 

+        34BT 

—         484 

—        40.5 

_        9460 

-     11366 

-     13859 

.65  03 

4.6305J 

4-S935' 

4   S4153 

4-47435 

4-3B346 

4.15910 

4.07646 

3-75'4S 

2G8 


{%■  U-  Vi: 


1875                 1 

1874 

Datum 

• 

Dec.  6 

Oct.  27 

Febr.  24 

Jan   IS 

Sept.  17 

Ang.8 

Juni  39 

w 

m' 

227<»29'5o" 

224"28'33" 

22I°27'22" 

2i8*»26'i5" 

2I5**25'  7" 

2I2*»23'58" 

209*>22'4l'' 

»06'2 

Ju 

—          22 

—          22 

—              22 

—          21 

—          21 

—          20 

—           19 

— 

sinu' 

9^86761 

91,84548 

9»82o89 

9«79355 

9*76309 

9*72901 

9*69070 

9.6 

8in  J?i 

8^18561 

8^16348 

8^13889 

8«! 11 55 

8^08109 

8»047oi 

8„oo870  • 

7*9 

n 

0.73657 

0.73673 

0.73683 

0.73686 

0.73683 

0.73675 

0.73660 

0.7 

cos  B\ 

9-99995 

9  99995 

9 • 99996 

9.99996 

9.99997 

9.99997 

9.99998  ' 

9.9 

L\ 

i64°2o'4o" 

i6i"i9'23" 

I58"i8'i2" 

155^17'  6" 

I52*»i5'58" 

i49''i4'5o" 

146«I3'34'' 

i^fw 

L\—v 

3  36"!  2 '24" 

338*»i7'2i" 

34o"2i'49" 

342"26'46" 

344°33'  7" 

346°4i'56" 

348"54'  8"  ^ 

35i*i< 

co8(i'j— r) 

9.96142 

9.96804 

9.97398 

9.97929 

9.98402 

9.98819 

9.99180 

9  9 

Tx  008  ^1 

0.7365* 

0.73668 

0.73679 

0.73682 

0.73680 

0.73672 

0.73658 

0.7 

sin  [L'\ — v) 

91.60578 

9n568ii 

9*52641 

9»i47944 

9*42547 

9*36186 

9**8439  ' 

9.1 

r 

0.69794 

0.70472 

0.71077 

0.71611 , 

0.72082 

0.72491 

0.72838  < 

0.7 

r 

0 . 56402 

0.56481 

0.56488 

0.56423 

0.56285 

0.56076 

0.55795 

0.5 

Subtr. 

9-55774 

9 . 57990 

9.60123 

9.62187 

9.64217 

9.66211 

9.68176 

9.7 

l'-r 

0.12176 

0.14471 

0. 16611 

0. 18610 

0.20502   : 

0.22287 

0.23971 

0.2 

9»93289 

9n9i509 

9^89265 

9*86404 

9.86981 

9.90286 

9.93241 

9-9 

»?' 

0^34230 

o„ 30479 

0^26320 

0^21626 

0^16227 

0^09858 

o„02097 

9*9 

(Y  COS  d" 

0.40941 

0.38970 

0.37055 

0.35222 

0.33521 

0.32001 

0.30730 

0.2 

9.99977 

9.99977 

9.99978 

9-99979 

9.99980 

9.99982 

9.99984 

9.9 

c 

8^92218 

8^,90021 

8„87572 

8^84841 

8„8i792   1 

8^78376 

8*74530 

V 

(?-' 

9.59036 

9.61007 

9.62923 

9.64757 

9.66459 

9.67981 

9.69254 

9.7 

^     3 

8.77108 

8.83021 

8.88769 

8.94271 

8.99377 

9.03943 

9.07762 

9.1 

rt-3 

7.790*9 

7.78981 

7.7895» 

7 . 78942 

7.78951 

.    7.78975 

7 . 79020 

7.? 

Subtr. 

9.95205 

9.95851 

9.96390 

9.96836 

9.97198 

9  97484 

9.97700 

9^9 

Ä' 

8.72313 

8.78872 

8.85159 

8.91107 

8.96575 

9.01427 

9.05462 

9.e 

r  :r 

0.13392 

0.13991 

0.14589 

0.15188 

0.15797 

0.16415 

0.17043 

0.1 

XÄ' 

3.29031 

3.35590 

3.41877 

3.47825 

3-53293 

J. 58145 

3.62180 

.      li 

Vr 

0^90632 

0^86960 

0^82808 

o„78o49 

o„725i2 

o„65934 

0*5789» 

0«^ 

xA'l'-.r 

3  4242 3 

3-49581 

3 . 56466 

3.63013 

3 . 69090 

3.74560 

3  79"3 

3.« 

X  :  Q^ 

3.33826 

3-39739 

3.45487 

3.50989 

3.56095 

3.60661 

3 . 64480 

3.< 

Subtr. 

9.34026 

9  40544 

9.45883 

1       9.50377 

9.54258 

9.57654 

9 . 60660 

9.< 

R 

-h    477.0 

-h     635.1 

H-     819  8 

;  H-  1031.9 

-\-   1269.2 

-h  1524.6 

-+-  1784.0 

-f   2C 

U 

—     15726 

—     16807 

17654 

—     18144 

—      18115 

17410 

—     15875 

—      1 

W 

—     163.1 

—     180.3 

—     197.0 

,  —    212.2 

224.3 

231.9 

232.9 

1                  a 

u' 

26o°5o'8 

259"36'2 

258"2r7 

257"  7'3 

255"53'o 

254"38'9 

253"24'9 

*5a 

Ju 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

0.0 

—         0.1 

—            O.I 

Hin  h' 

9n9944 

9„9928 

9«99>o 

9*9889 

9*9867 

9*9843 

9*9815 

9t 

sin  B\ 

8^0188 

8«oi72 

8«oi54 

8^0133 

8„oiii 

8^0087 

8*0059 

8, 

r\ 

0.9950 

0.9954 

0.9957 

1         0.9961 

0 . 9964 

*  0.9968 

0.9971 

0. 

cos^i 

0 . 0000 

1         0 . 0000 

0 . 0000 

0 . 0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0. 

r, 

278"49'6 

277"35'o 

276"2o'5 

275"  6'i 

273"5i'8 

272"37'6 

27i''23'6 

27c 

L\—v 

9o'^4i'3 

94^3  3'o 

98^24' 1 

io2"i5'8 

106"  9'o 

110"  4'7 

114*»  4'» 

118 

cos  (Z'i  — r; 

8„0797 

8„8994 

9« 1647 

9*3272 

9*4443 

9*5357 

;       9*6105 

1 

9» 

ri  cos  B\ 

0.9950 

0.9954 

0.9957 

0.9961 

0.9964 

0.9968 

0.9971 

0, 

sin  (//|  -rj 

0.0000 

9.9986 

9-9953 

9 . 9900 

9.9825 

9.9728 

9.960s 

9 

1' 

9»o747 

9^8948 

o„i6o4 

o„3233 

0^4407 

0*5325 

0^6076 

0, 

r 

0.5640 

q.  5648 

0.5649 

0.5642 

0.5628 

0.5608 

0.5579 

0 

Subtr. 

0.0139 

0.0841 

0.1443 

0.1971 

0.2443 

0.2871 

0.2769 

0 

l'-r 

On5779 

0^6489 

0^7092 

0*7613 

1   0^8071 

0^8479 

0*8845 

0, 

9.9703 

9.9597 

9.9476 

9.9340 

9.9188 

9.9019 

9.8830 

9 

»?' 

0.9950 

0.9940 

0.9910 

0.9861 

0.9789 

0 . 9696 

0.9576 

0, 

(}  cos  ^ 

1 .0247 

1.0343 

1.0434 

1.0521 

1 .0601 

1.0677 

1.0746 

I. 

0 . 0000 

0.0000 

0 . 0000 

0 . 0000 

0 . 0000 

0.0000 

0.0000 

0. 

c 

9«oi38 

9„oi26 

9„oiii 

9«oo94 

9*0075 

9*0055 

9*0030 

9. 

(?-^ 

8  9753 

8.9657 

8.9566 

8.9479 

8.9399 

8.9323 

8.9254 

8. 

e  3 

6.9259 

6.8971 

6.8698 

6.8437 

6.8197 

6.7969 

6.7762 

6. 

r\-i 

7.0150 

7.0139 

7.0128 

7.0118 

7.0107 

7.0092 

7.0088 

7. 

Subtr. 

9-3574 

9.4894 

9.5910 

9.6745 

9.7422 

9 . 8009 

9.8503 

9. 

Ä' 

6„2833 

6^3865 

6,^4608 

6„5i82 

6„56i9 

6„5978 

6*6265 

6. 

1'  :  r 

8n5i07 

9« 3 300 

9«5955 

9*7591 

9*8779 

9*9717 

o„0497 

0« 

X  K 

o„3i65 

o„4297 

o„5040 

o„56i4 

0^6051 

0^6410 

0*6697 

0« 

^'r 

I   5590 

1.5588 

1-5559 

I • 5503 

1.5417 

1-5304 

1.5155 

1. 

xAT:/- 

8.8372 

9.7597 

0.0995 

0.3205 

0.4830 

0.6127 

0.7194 

0. 

X  :  ()•* 

0.9691 

0.9403 

0.9130 

0.8869 

0.8629 

0.8401 

0.8194 

0. 

Subtr. 

9.9968 

9.9704 

9.9276 

9.8625 

0. 1456 

98377 

9-4»32 

8. 

R 

—       9-2 

—       8.1 

-       6.9 

-       5.6 

—       4.2 

—       2.8 

1.4 

+ 

U 

77 

97 

—       "5 

129 

—       140 

—       148 

153 

W 

4-       0.2 

+       0.3 

+       0.3 

+       0.4 

-h       0.4 

-1-       0.4 

+       0.5 

+ 

{%-  u.  l3h 


9-99714 
o  n6to 


—  14 

9«54017  I 
7,»S»'7  I 
0-7JS78 
9  99999 
137"  8'44" 
356"  1'    1" 


D..83ig  ■ 
5.661,17  I 
o„35668  ; 

J  «S»J5 
J. 08991 
9.6566; 


<i.,9T56   ■ 

0.9977  ! 


I97"i5'j6" 

9„47»J3 
7«790J3 
0-T35J9 
9-99999 
134"  6'36" 
jsS"]«'?}" 


0.73516 
D.539!i 
9-75S44 
0-19496 
9 ■ 99908 
9»'°* '7 

9-99994 


r-'i7^- 


o -71493 
9  99999 
[ji"  4'  7"  , 
r24'56" 
9-999S7 
a. 73491 
»  19176 


—  9 

9ai87'4 
7„6oii4 
°- 73441 


9   704 


J-K5171 

3-67936 

9.69375 

+  136'- 


9«9687 
7„993' 
0.99SJ 


91.9649 
7„989J 
0.99S6 


9n'49S8 
7„467S8  I 
0.73186  I 


ISS"  i's»-1  iSl'ig'lö" 


9.99874  I 
0-73441  I 
g.B8o7i  : 
0  713'7 
a.Si6xi 
9-7B59S 


9.679J1  ' 
9-03796 
7.7967' 
9-97434 


-  ZDB8.6 

!»i7 

-  8J.0 


9h  9609 
7„98il 
o  9988 


0-71013 

0-71S39 

0   5184' 

Q.SIOIJ 

9.79810 

9-B07iS 

0.1I6SI 

0. 1.718 

9-976i>a 

9.95306 

9.84959 

0.00863 

0 . 1+044 

0.36411 

9-99999 

O.OODOO 

9-65955 
8.97865 
7.79841 

9  9701 J 
8.94B98 

1-51616 


3- 54581 

9.71658 

+   1819-8 


iii''54'  ""  "S''49-36" 

io°!i'  1"  I4''i8'59" 

9.99114  9.9*597 

o  71315  0-73157 


7.58768 

9.63568  '  9.60B61 
8-90704  8.81586 
7,80015  7.80119 
9.96464  9.95678 
8.87168     8.78164 


7^,99567 


!I5lf 


3.65411  I 
3-47411  , 
9.71OJO 


115"35'9  I  i4o"ii'o  I 

9,8540  '  9„8866 

0.9986  '  0.9988 

9. 8449  I  9.8047  , 


4"49'7  I4l"3'6s 


9«9lSi  9«9399 

0.9991    ,  0-999] 

9.7549  9.6916 


1-349«! 
o  63'96 
3.56707  I 
3-39304  , 
9.69176 


9«947S 
7b9719  I 
0.9996 


9,9608 
0.9996 


g..g717 
0.71185 


0.7091» 
1.49198 
9.81204 
0.3040» 
9.88316 
0.13049 

7.337°i 


7.8044s 
9.94611 

«-68151 


3.46785 
1.10460 
9.659*5 


9«94iS 
7,,  9669 
0.9998 


i5t"46'9 

9»9777 
0.999B 


I 
1 


0,9477 
o . 9*46 


9b9017 
0.B760 
1.0973 


9b91" 

0-8435 


1,0767 


o.ii9i 
1,0899 
9«9776  , 

0.6085  I 


9.9870 
0.4949 


9.96J6  ' 
6„6864 


8. 8985 
6.6955 
7.004J 


D-9577 
0.766a 
9.744» 


I.i}68 
3.706j 
9.8483 


1.1647 
0.7010  , 
9.I607 


270 


(21-  u.  -t?)3 


1873 

'  1872 

Datum 

'  «* 

r 

April  15 
I75"47'43" 

M&rz  6 
1 72^41 '22" 

Jan.  35 
i69"34'i7" 

Dec.  16 
i66"26'26" 

Nov.  6 
I63''I7'45" 

8ept.  37 
160°  8'13" 

Aug.  x8 
I56*'57'49'' 

1           JttU9 

«' 

i53"46'2r 

Jn 

4-            3 

-f           6 

-h            8 

+         10 

-1-          12 

-1-         14 

-h         15 

+      ir 

uin  w' 

8.86522 

9.10465 

1       9-25770 

9.37006 

9.45853 

9.53119 

9.59253 

9.64533 

.sin  h\ 

7. 18322 

7.42265 

i        7-57570 

7.68806 

1        7.77653 

7.84919 

7.91053 

7.9633J 

r\ 

0.73107 

0.73025 

0.72938 

0.72846 

0.72751 

0.72651 

0.72547 

0.72441 

cos  //i 

0.00000 

0 . 00000 

0 . ocooo 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.9999« 

/.'i 

ii2"38'58" 

io9''32'4o" 

io6"25'37" 

io3"i7'48" 

100'»  9'  9" 

96"59'39" 

93"49'i6'' 

90*37'57' 

L\-v 

22^34'  6" 

27"5'ii" 

3i"56'53" 

37^10'  4" 

42«44'59" 

48"4i'i2'' 

54'»57'2a" 

61^31'  f 

cos  (Z'i  — ü) 

9.96540 

,       9  94955 

9.92867 

9.90139 

9.86589 

9.81966 

9.75906 

9.6784J 

ri  cüs^t 

0.73107 

0.73025 

0.72938 

0.72845 

0.72750 

0.72650 

0.72546 

0.7H39 

sin(/i'i  — r) 

9.58409 

9.65833 

9- 72358 

9-78114 

9.83174 

9.87570 

9.91313 

1       9.94397 

1' 

0.69647 

0.67980 

0.65805 

0.62984 

0.59339 

0.54616 

0.48452 

o.40tt& 

r 

0.48232 

0.47244 

0.46251 

0.45276 

0.44342 

0.43480 

0.42720 

0.410H 

Subtract. 

9 . 80440 

9.78674 

9.75488 

9.70193 

9.61536 

9.46581 

9.14950 

8.62946 

r-r 

0.28672 

0.25918 

0.21739 

0. 15469 

0.05878 

9.90061 

9.57670 

9,0321% 

9.86324 

9.90468 

9.93678 

9.96130 

9.97935 

9.99158 

9.99837 

9.999« 

»7' 

0.31516 

0.38858 

0.45296 

0.50959 

0.55924 

0.60220 

0.63859 

0.66836 

(1  cos  * 

0.45192 

0.48390 

0.51618 

0.54829 

0.57989 

0.61062 

0.64022 

1       0.66M 

0.00000 

0 . 00000 

9.99999 

9.99999 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9-9999« 

r 

7.91429 

8.15290 

8.30508 

8.41652 

8 . 50404 

8.57570 

8 . 63600 

«.6«774  , 

^-I 

9.54808 

9.51610 

9.48381 

9.45170 

9.42009 

9.38936 

9.35976 

9.35150 1 

(1-3 

8.64424 

8.54830 

8.45143 

8.35510 

8.26027 

8.16808 

8.07928 

7-99450 

n-3 

7.80679 

7.80925 

7.81186 

7.81462 

7.81747 

7.82047 

7.82359 

7.8*677 

Sublr 

9-93"77 

9.91256 

9.88688 

9.85243 

9.80567 

0.08864 

9 . 90403 

9.67339 

K 

8.57601 

8.46086 

8.33831 

8.20753   ■ 

8.06594 

7.909H 

7.72762 

7.50016 

^':r 

0.21415 

0.20736 

0.19554 

0.17708   ! 

0.14997 

0.11136 

0.05732 

9.9S18I 

xA' 

3->43i9 

3.02804 

2.90549 

2.77471 

2.63312 

2.47629 

2 . 29480 

1.06734 

17'  r 

0.79748 

0.86102 

0.91547 

0.96235 

I .00266 

1.03700 

1.06579 

1 .08930 

X  Ä'r :  /• 

3-35734 

3.23540 

3.10103 

2.95179 

2.78309 

2.58765 

2.35212 

2.04911 

X  :  (>3 

3.21142 

3.11548 

3  01861 

2.92228 

2.82745 

2.73526 

2 . 64646 

2.56168 

Subtr. 

9-60133 

9.50245 

9.32011 

8.84703 

9.03158 

9.60722 

9.98652 

9.«40S5 

Ä 

-f-     649.8 

H-    414.9 

H-    218. I 

+        58.8 

—       65.3 

—     156.6 

—     218. I 

—    151.5 

U 

+       8723 

-h       7746 

-\-      6622 

-H      5458 

+       4323 

+       3261 

-H       »»94 

4-     1434 

W 

H-        II. 4 

-h       15.2 

H-      16.2 

+      15.5  , 

-H      13.7 

-1-       II. 3 

H-        8.5  1 

4-      5.7 

n' 

239"57'4  ! 

238"44'5 

237"3i'7 

236*i8'9  1 

235^  6'3 

233'>53'6 

232"4l'l 

23i«arr 

Ja 

—           O.I 

—         0. 1 

—         0. 1 

—         0.1 

—         0.1 

—        0.1 

0.1 

—    0.1 

sin  n 

9«9373 

9»93i9 

9^9261 

9«9202    1 

9n9i39 

9n9074 

9«9005 

9j.«9J4 

sin  ^1 

7^9617 

7^9563 

7«9505 

7„9446  : 

7«9383 

7,i93i8 

7«9249 

7.917« 

n 

I .0000 

1.0002 

1 . 0004 

1.0006 

1 .0008 

I.OOIO 

I.OOII 

1.0013 

cos  B\ 

0 . 0000 

0 . 0000 

0 . 0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

L\ 

257"56'i 

256^43 '2 

255"3o'4 

254"i7'6 

253"  5'o 

25i'*52'3 

250«39'8 

149*27'3 

L'x-v 

i67"5i'2 

174"!  5'7  ; 

181"  1*7 

188"  9'9 

195V8 

203^3  3 '9  ' 

2ii**47'9 

220*ao'4 

cos  [L\—v) 

9/»990i 

9«9978 

9»9999 

9^*9956   : 

9^9836 

9n9622  , 

91.9294 

9.8821 

r\  cos  2?| 

I . 0000 

I . 0002 

1 .0004 

1 . 0006 

I . 0008 

1.0010    ; 

I.OOII 

1.0013 

sin  fi'|  — »;) 

9-3231 

9 . 0000 

8„2  540 

9»i524 

9«43i8 

9,^6018    ' 

91.7218 

9.8112 

r 

o«99oi 

o„998o 

i„ooo3 

0^9962   ' 

0^9844 

©«9632 

o«9305 

o,8lH 

r 

0.4823 

0.4724 

0.4625 

0.4528 

0.4434  1 

0.4348 

0.4272 

0.4209 

Subtr. 

0.1175 

0.1133 

0.1105 

0. 1093 

0.1098 

O.II27 

0.1185 

0.1x86 

l'-r 

1^1076 

i„iii3 

1,^1 108 

i«i055 

1^0942 

i«o759 

1 1.0490 

1.0120 

9i,9942 

9«9987 

0,1 0000 

9«9973   ; 

9«9899 

9h9767 

9ii9563 

91.9271 

»?' 

0.3231    1 

0.0002 

9/|2544 

o„i53o 

o„4326 

o„6o28 

0*7229 

0.8125 

Q  COS  ^ 

1.1134  ; 

1.1126 

1.1108 

1 . 1082 

1.1043 

1 .0992 

1.0927 

1.0849 

0.0000 

0 . 0000 

0 . 0000 

0.0000  1 

0.0000  i 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

C 

8^9617   • 

8^9565 

8«9509 

8„9452 

8n939i    ' 

8«9328 

8^9260 

8.9191 

(>-' 

8.8866 

8.8874  ! 

8.8892 

8.8918 

'    8.8957 

8.9008 

8.9073 

S.9151 

e-3 

6.6598 

6.6622  , 

6.6676 

6.6754 

6.6871 

6.7024 

6.7219 

6.7453 

r|-3 

6.9999 

6.9993 

6.9987 

6.9981 

6.9976 

6.9971 

6 . 9966 

6.9962 

Subtr. 

0.0749 

0.0694 

0.0582 

0.0423 

0.0187 

9.9872 

9.9456 

9.8931 

A 

6«7347 

6n73i6 

6^7258 

6n7i77 

6n7058  j 

6^6896 

6^6675 

6.6385 

r:r 

0^5078 

0^5256 

0;,5378 

o,,5434 

o„54io 

o„5284 

o«5033 

0.4615 

XÄ 

o„7779 

o«7748 

0^7690 

0^7609 

0^7490 

o«7328 

0^7107 

0.6817 

17  r 

0.8054 

0.4726 

9«  7 169 

0^6058 

0^8760 

i«o376 

i„i5oi 

i«»334 

X  A'l' :  r 

1.2857 

I . 3004 

1 . 3068 

1.3043  ■ 

I . 2900  ' 

1.2612 

1.2140 

I.144* 

X :  (|3 

0.7030  , 

0.7054  . 

0.7108 

0.7186 

0.7303 

0.7456 

0.7651 

0.7885 

Subtr. 

9.8684 

9.8727   , 

9.8730 

9.8695 

9.8600 

9.8419 

9.8091 

0.1031 

Ä 

-1-        14.3   1 

-h        14.9   1 

-h       15.1 

4-      14.9 

H-     14. I  i 

H-      12.7 

-+•       10.5 

+         7.« 

L" 

-            38   , 

18 

H-           3 

+           23 

-\-       42 

+          59 

-H           73 

4-         «1 

W 

+         0.5 

H-       0.5 

+         0.5 

-h        0.5 

+      0.5 

+        0.5 

-+•         0.4 

4-       0.4 
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{%-  U.   ■^)4 

• 

1872 

1871 

d  30 

April  30 

Mann 

Jan.  31 

Dec.  22 

Nov.  12 

Oct.  3 

Ang.  24 

Juli  15 

*14'io" 

i47'2o'53" 

144'  6'34" 

140^51 '13" 

137°34'48" 

134*1/17" 

130^8  V 

127*38'55" 

124*^18'   2" 

19 

-h         20 

-1-         21 

-j-          22 

+         22 

+             22 

-\-       22 

+          21 

-|-          20 

.69141 

9.73202 

9.76808 

9.80024 

9.82902 

9.85482 

9.87793 

9.89860 

9.91703 

•00941 

8.05002 

8.08608 

8.I1824 

8.14702 

8.17282 

8.19593 

8.21660 

8.23503 

.7*331 

0.72218 

0.72103 

0.71985 

0.71866 

0.71745 

0.71623 

0.71501 

0.71378 

.99998 

9.99997 

9.99997 

9.99996 

9.99996 

9-99995 

9.99995 

9.99994 

9.99994 

•»5'4i" 

84'*i2'25" 

80^58'   7" 

77V47" 

74'*26'22" 

71*  8'5i" 

67^50' 14" 

64"3o'28" 

61"  9'34" 

»18 '3  8" 

7S"iS'37" 

82«i6'34" 

89*1 5'44" 

96«  7'24" 

I02*46'22" 

109«  8' 19" 

115"  9'59" 

i2oV9'>4" 

.56770 

9.40556 

9.12840 

8.10979 

9n028o4 

9*34456 

9*51568 

9*62864 

9*70957 

.723*9 

0.72ZI5 

0.72100 

0.71981 

0.71862 

0.71740 

0.71618 

0.71495 

0.71372 

,96811 

9.98547 

9.99604 

9.99996 

9.99752 

9.98912 

9.97531 

9.95668 

9.93388 

29099 

0.12771 

9.84940 

8.82960 

9«74666 

0,106196 

0,^23186 

0*34359 

0^42329 

41631 

0.41354 

0.41277 

0.41406 

0.41732 

0.42239 

0.42902 

0.43691 

0.44574 

52440 

9.96905 

9.86136 

9.98854 

0.08403 

0.15718 

0.21354 

0.25687 

0.28995 

k«i539 

o„09676 

0^27413 

0^40260 

On50I35 

o„57957 

0*64256 

0^69378 

o„73569 

99619 

9.98734 

9.97345 

9.95468 

9-93^4 

9.90381 

9.87257 

9„86o28 

9*88910 

69140 

0.70762 

0.71 704 

0.71977 

0.71614 

0.70652 

0.69149 

0.67163 

0.64760 

69521 

0.72028 

0.74359 

0.76509 

0.78480 

0.80271 

0.81892 

0.83350 

0.84659 

99997 

9.99997 

9.99997 

9.99997 

9.99997 

9.99997 

9.99997 

9.99997 

9-99997 

73272 

8.77220 

8. 8071 I 

•8.83809 

8.86568 

8.89027  , 

8.91216 

8.93161 

8.94881 

.  30476 

9.27969 

9.25638 

9.23488 

9.21517 

9. 19726 

9.18105 

9.16647  ' 

9.15338 

.91428 

7.83907 

7.76914 

7.70464 

7.6455» 

7.59178 

7.54315 

7.49941 

7.46014 

.83007 

7.83346 

7.83691 

7 • 84045 

7 . 84402 

7.84765 

7.8513" 

7.85497 

7.85866 

33037 

8.1 1400 

9.22757 

9.56482 

9*76303 

9-90443 

0.01415 

0.10297 

0.17706 

.16044 

5 . 94746 

6„ 99671 

7^26946 

7^40854 

7*49621 

7*55730 

7*60238 

7*63720 

.  87468 

9-71417 

9.43663 

8.41554 

9*32934 

9*63957 

9*80284 

9*90668 

9*97755 

. 7*762 

0.51464 

1^56389 

»„83664 

i*i97572 

2*06339 

2*12448 

2„ 16956 

2„20438 

.10771 

1.12116 

1.12981 

I. 13383 

1.13346 

1 . 12891 

1.12051 

1.10854 

1.09334 

.60230 

0.22881 

I„00052 

0^25218 

1 . 30506 

1.70296 

1.92732 

2.07624 

2.18193 

•48146 

2.40625 

2.33632 

2.27182 

2.21269 

2.15896 

2.11033 

2.06659 

2.02732 

.93848 

9.99710 

0.01960 

0.00413 

9.94265 

9.81295 

9.71940 

8.35159 

9.63105 

263.0 

—     253.1 

—    226.9 

—     188.8 

—     143.0 

—       93.7 

—       44.3 

-f            2.6 

+       45.5 

684 

H-           43 

—         494 

—         934 

—       1286 

—       1557  , 

—       1758 

—     1897 

—       1985 

a.9 

-+•         0.2  j 

—         2.3 

—         4.7 

-         6.9 

9.0  ; 

—       10.9 

12.6 

—       14.2 

i3o*i6'i 

229«  3 '7 

227^514 

226®39'o 

225**26'7 

224'*i4'5 

223°  2'3 

22l'^50'l 

220«37'9 

O.I 

—         0.1 

—         0.1 

—         0.1 

—        0.1 

—        0.1 

—         0.1 

—             0.1 

—         0.1 

%fiZ6o 

9n8782 

9«87oi 

9n86i7 

9,18528 

9*8437 

9*8341 

9*8241 

9*8137 

7«9»04 

7^9026 

7«8945 

7„886i 

7«8772 

7„868i 

7*8585 

7*8485 

7*8381 

1.1014 

I.0015 

1.0017 

I .0018 

1 .0019 

1.0019 

1 . 0020 

I.002I 

1.0021 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

*4«"i4'8 

247"  24 

245°5o'i 

244^3  7'7 

243"25'4 

242'*13'2 

241°  i'o 

239%8'8 

238<*36'6 

»29»  7 '8 

238"  5'6 

247"  8 '6 

256"io'7 

265«  6'4 

273*5o'7 

282°I9'l 

29o**28'3 

298^*1 6'3 

9»ii58 

9n723i 

9«5893 

9n3782 

8„9309 

8.8264 

9.3291 

9.5437 

9.6754 

1.0014 

1.0015 

1.0017 

1.0018 

1.0019 

1 .0019 

I .0020 

1.0021 

1.002X 

^  9,1787 

9„9288 

9 «9645 

9n9872 

9*9984 

9*9990 

9*9899 

9*9717 

9*9449 

0,«I72 

0^7246 

o„59io 

0^3800 

9*9328 

9.8283 

0.3311 

0.5458 

0.6775 

0.4163 

0.4135 

0.4128 

0.4141 

0.4173 

0.4224 

0.4290 

0.4369 

0.4457 

0.1453 

0.1728 

0.2210 

0.2843 

0.1231 

9.8724 

9.4029 

9.4548 

9.8484 

OII9625 

o«8974 

0„8l20 

0,46984 

o„5404 

0^2948 

9*7340 

9.8917 

0.2941 

9i<868 

9«8653 

9»9i32 

9n9494 

9*9753 

9*99x7 

9*9993 

9*9985 

9*9895 

Ob88oi 

On9303 

0,^9662 

0^9890 

1^,0003 

i„ooo9 

0*99x9 

0*9738 

0*9470 

1.0757 

1.0650 

1.0530 

1.0396 

I .0250 

1.0092 

0.9926 

0.9753 

0.9575 

O'OOOO 

0.0000 

0 . 0000 

0 . 0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

^   8|fQii8 

8^9041 

8^8962 

8„8879 

8*8791 

8^8700 

8„86o5 

8„85o6 

8„8402 

«9243 
J.7719 
*-9957 

8.9350 

8.9470 

8 . 9604 

8.9750 

8 . 9908 

9.0074 

9.0247 

9.0425 

6.8050 

6.8410 

6.8812 

6.9250 

6.9724 

7.0222 

7.0741 

7.1275 

6.9953 

6.9950 

6.9947 

6.9944 

6.9941 

6.9939 

6.9938 

6.9938 

9. «263 
—^99» 

9-7403 

9.6290 

9.4752 

9.2387 

8 . 7096 

8.8282 

9.3077 

9.5569 

6„5453 

6«4700 

6„3564 

6^1637 

5*6820 

5.8221 

6.3015 

6.5507 

V009 

On3Ill 

0^1782 

9,19659 

9*5155 

9.4059 

9.90ZI 

0. 1089 

0.2318 

^«6424 

0^5885 

On5i32 

o„3996 

0^2069 

9*7252 

9.8653 

0.3447 

0.5939 

-^^964 

i»3438 

x«3790 

I1.4031 

1*4176 

1*4233 

1*4209 

1*4107 

1*3927 

«.0433 

0.8996 

0.6914 

0.3655 

9.7224 

9*13" 

9.7674 

0.4536 

0.8257 

^.ti6i 

0.8482 

0.8842 

0.9244 

0.9682 

1.0156 

1.0654 

1.1173 

I .1707 

.  ^-8372 

9.0991 

9.7473 

9.8597 

9.9746 

0.0063 

.      9.9776 

9.8938 

0.0839 

4.5 

-+•         0.9 

—         2.7 

,    -         6.1 

—         8.8 

—       10.5 

—       11.0 

10.3 

8.1 

«7 

-1-           86 

H-         78 

+           63 

H-         42 

+            14 

—            19 

57 

—           97 

0.4 

-+■         0.3 

+       0.3 

+         0.2 

H-       0.1 

0.0 

—         0.1 

—         0.2 

—         0.3 
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Datum 



fm 

/" 

r 

V 

lldt 

/ 

m) 

log  m 

4- 

46828 

187»     Juli 

IS 

— 

2082 

4- 

45778 

4.66066 

H- 

128 

4- 

44746 

Aug. 

24 

+         8 

-h 

49 

4- 

177 

1954 

+ 

1 

42792 

4- 

43756 

4.64104 

Oct. 

3 

+         8 

+ 

57 

4- 

234 

1777 

4- 

41015 

4- 

41887 

4.62208 

Nov. 

12 

+         9 

-1- 

65 

+ 

299 

1543 

4- 

39472 

4- 

40221 

4.60445 

Dec. 

22 

-1-         8 

+ 

74 

4- 

373 

1244 

4- 

38228 

4- 

38822 

4.5890« 

1872    Jan. 

3> 

-h         8 

+ 

82 

4- 

455 

871 

4- 

37357 

4- 

37758 

4- 57701 

März 

II 

+          7 

-h 

90 

4- 

S4S 

416 

4- 

36941 

4- 

37107 

4.56945 

April 

20 

H-       6 

+ 

97 

4- 

642 

4- 

129 

4- 

37070 

4- 

36956 

4.5676t 

Mai 

30 

+         3 

+ 

103 

4- 

745 

4- 

771 

+' 

37841 

4- 

37398 

4.57285 

Juli 

9 

4 

+ 

106 

4- 

851 

+ 

1516 

4- 

39357 

4- 

38533 

4.58583 

Aug. 

18 

IG 

+ 

102 

4- 

953 

4- 

2367 

4- 

41724 

4- 

40464 

4.60707 

Sept. 

27 

21 

H- 

92 

4- 

1045 

4- 

3320 

+ 

45044 

+ 

43300 

4.63649 

Nov. 

6 

—       43 

-1- 

71 

4- 

1116 

4- 

4365 

4- 

49409 

4- 

47136 

4.67335 

Dec. 

16 

-       69 

+ 

28 

4- 

1144 

4- 

5481 

4- 

54890 

+ 

52054 

4.71645 

1873    Jan. 

25 

105 

41 

+ 

1103 

4- 

6625 

4- 

61515 

4- 

58108 

4.76424 

März 

6 

153 

■ 

146 

4- 

957 

4- 

7728 

4- 

69243 

4- 

65291 

4.81486 

April 

IS 

—     190 

299 

4- 

658 

4- 

8685 

4- 

77928 

4- 

73516 

4.86638 

Mai 

iS 

—     217 

489 

4- 

169 

4- 

9343 

4- 

87271 

4- 

82562 

'  4.91678 

Juli 

4 

-     183 

■ 

706 

537 

4- 

9512 

+ 

96783 

4- 

92039 

4.96397 

Aug. 

13 

—       lOI 

889 

•^^M 

1426 

4- 

8975 

4-    1 

105758 

4-  1 

101350 

5.00582 

Sept. 

22 

-1-       79 

990 

2416 

4- 

7549 

+    1 

II 3307 

4-  1 

[09692 

5.04018 

Nov. 

I 

+     267 

911 

3327 

4- 

5133 

4-    1 

[ 18440 

4-  1 

[16115 

5.06489 

Dec. 

II 

4-    426 

644 

3971 

4- 

1806 

4-    1 

[ 20246 

4-  1 

[  19652 

5.07792 

1874    Jan. 

20 

H-    471 

218 

4189 

2165 

4-    1 

[18081 

4-  1 

[X9510 

5.0774» 

März 

I 

+    383 

+ 

253 

^^^^ 

3936 

6354 

4-    1 

111727 

r+-      1 

115249 

5.06164 

April 

10 

-h    226 

+ 

636 

3300 

^^■~ 

10290 

4-    1 

101437 

4-    1 

[ 06888 

5.02893 

Mai 

20 

+      46 

+ 

862 

2438 

13590 

4- 

87847 

4- 

94883 

4.97719 

Juni 

29 

—       7S 

-1- 

908 

1530 

16028 

4- 

71819 

4- 

79998 

4.90308 

Aug. 

8 

—     154 

+ 

833 

697 

17558 

4- 

54261 

4- 

63131 

4.80015 

Sept. 

17 

—     157 

+ 

679 

18 

■■ 

18255 

4- 

36006 

+ 

45161 

4  65476 

Oct. 

27 

161 

4- 

522 

4- 

504 

18273 

4- 

17733 

4- 

26847 

4.42W9 

Dec. 

6 

—     125 

+ 

361 

4- 

86s 

17769 

36 

4- 

8789 

3.94394 

1875     Jan. 

IS 

+ 

236 

4- 

HCl 

16904 

16940 

^^^^ 

8571 

3i»93303 

Febr. 

24 

1 

15803 

— 

32743 

»4939 

4,39688 
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Datum 


/■" 


/" 


/■ 


71  Juli  15 

Aug.  24 

Oct.  3 

Nov.  iz 

Dec.  22 

i72  Jan.  31 

März  II 

April  20 

Mai  30 

Juli  9 

Aug.  X  8 

Sept.  27 

Nov.  6 

Dec.  16 

873  Jan.  25 
März  6 
April  15 
Mai  25 
Juli  4 
Aug.  13 
Sept.  22 
Nov.  1 
Dec.  1 1 

874  Jan.  20 
März  I 
j\pril  10 
Mai  20 
Juni  29 
Aug.  8 
Sept.  17 
Oct.  27 
Dec.  6 

875  Jan.  15 
Febr.  24 


H-  1.8 
-h  2.1 
-\-  2.0 

H-  X.4 
—  0.2 

—  2.2 
-4.6 

—  4-7 

—  4-5 

—  3.6 

—  0.6 

-h  0.4 

-\-  2.2 

-h  1.8 

-|-  2.2 

-h  1.7 


—  0.5 

—  o.s 

—  0.9 

—  09 

—  0.9 

—  o. 
+  o. 

-I-  I. 

-H  3. 

-f  5. 

4-  7. 

+  8. 

+  8. 

-h  6. 

—  3. 

—  7. 
— 10. 
— 10. 
—10. 

—  8. 

—  6. 

—  4. 

—  2. 


—  0.6 
0.0 

H-  0.6 

+  1.2 

4-  1.6 

4-  2.0 

+  2.1 

-|-  2.2 

+  1.9 
-f-  1.4 
-h  0.9 
0.0 

—  0.9 

—  1.8 

—  2.1 

—  2.0 

—  0.6 
-h  2.6 

-H  7.9 

H-IS.2 

+23.9 

+32.4 

+38.7 

+40.4 

+37.4 

+29.9 
H-I9.8 

+  9." 

—  1.2 

—  9.3 
— 15.6 

—  19.7 
— 22.1 


diZ,) 


If 


-    6.5 

—  7.x 

—  7.1 

—  6.5 

—  5.3 

—  3.7 

—  1.7 

H-    0.4 
+    2.6 

-f    4.5 

+     5-9 
H-     6.8 

H-     6.8 

-f-     5-9 

-\-     4." 
-\-     2.0 

0.0 

—  0.6 

-{-     2.0 

+     9.9 
-h  25.1 

H-  490 

H-  81.4 

4-120,1 

4-160.5 

+197.9 
4-227.8 

4-247.6 

4-256.7 

+255.5 

+246 . 2 

+230.6 

4-210.9 

+188.8 


+ 
+ 
+ 


2110.0 
2116.5 
2123.6 
2130.7 
2137.2 
2142.5 
2146.2 

2147.9 

2147.5 
2144.9 

2140.4 

2134  5 

2127.7 

2120.9 
2115.0 
2110.9 
2108.9 
2108.9 
2109.5 
2107.5 
2097.6 
2072.5 
2023.5 
1942. I 
1822.0 
1661.5 
1463.6 
1235.8 
988.2 

731.5 
476.0 

229.8 

0.8 

211 .7 

400.5 


/•" 


—  0.6 

—  1.5 

—  0.6 

—  1.5 

0.0 

+  0.4 
+   1.8 

+  J.4 
+  4.0 
+  3.8 
+   2.1 

—  0.5 

—  1.9 

—  2.9 

—  3-0 

—  2.7 

—  1.7 

—  i.o 

—  0.6 


/" 


/' 


d{Z,) 


+  0.7  ' 
+  0.8 

+  0.7 
+  0.8 

+  0.7 

4-  0.6 

0.0 

—  0.2 
.1 

.7 
.2 
.8 

.3 

.3 

—  4.9 

—  2.7 
+  0.7 
+  4-7 
+  8.5 
4-10.6 
4-10. I 

4-  8.2 

+  5  3 
+  2.3 

—  0.4 

—  2.1 

—  3.1 

—  3-7 


—  2 

—  2 

—  2 

—  I 

—  I 

—  o 
+  o 
+  o 

+  I 

+  2 

+  2 

+  2 

+  2 

+  I 
O 

—  3 

—  7 
— 12 

—17 

— 22 

—25 
—24 

—19 

— II 

—  o 

+  9 

+17 

+22 

+25 

+  24 
+22 

+19 
+15 


5 
5 

9 

4 

7 
I 

8 

6 

3 
9 
9 
7 
6 
I 

3 
I 

4 
7 
6 

3 
6 

9 

4 
8 

3 

5 
8 

I 

7 
6 

5 
8 


+  11.2 

+  8.7 
+     6.2 

+  4.0 
+     2.1 

+     0.7 

0.0 

+    o.i 

+  0-9 

+  2.5 

+  4.8 

+  7.7 

4-  10.6 

+  13.3 
+  H-9 
+  14.8 

+   n-5 

+     4.4 

—  8.0 

—  25.7 

—  48.3 

—  73-6 

—  98.2 
—-118.1 

—  129.5 

—130.3 
— 121. o 

—103.5 

—  80.7 

—  55.6 

—  30.9 

—  8.3 
4-  II. 2 

+  27.0 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


+ 
+ 


912.5 
9237 

932.4 
938.6 

942.6 

944.7 

945.4 

945-4 
945.5 
946.4 
948.9 
953.7 
961.4 
972.0 

985.3 
1000.2 

1015.0 

1026.5 

1030.9 

1022.9 

997.2 

948.9 

875.3 

777.1 

659.0 

529.5 
399.2 
278.2 

174-7 
94.0 

38.4 

7.5 
0.8 

10.4 
37.4 


>ppolz^r,  Babnb^fltimmiiii^n.  II. 
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Datum 

/'" 

/" 

/' 

d[JM) 

/ 

/" 

r 

d[Jio'j 

/ 

+ 

I»  3'23"9S 

—    8'58"i6 

{71  Juli 

15 

^  • 

—    a8"93 

+  14"84 

• 

— 3a"2i 

+  1 

|0   2'55"02 

— o"o7 

-   8'43"32 

Aug. 

Z4 

-H>"24 

—  i'   i"i4 

+  14.77 

-^"86 

—3". 97 

+ 

I*»  i'53"88 

O.II 

—    8'28"55 

Oct. 

3 

-hl.  10 

-i'33"ii 

+  14.66 

-f-0.91 

—30.87 

+  1 

i"  o'2o"77 

—0.14 

—    8'i3"89 

Nov. 

IZ 

-+-2.01 

—  2'  3"98 

+14.5* 

+0.87 

—28 .  86 

+ 

S«'l6"79 

— 0.I8I 

-    7'59"37 

Dec. 

22 

+  2.88 

—  2'32"84 

1  +14.34 

+0.83 

—25.98 

+ 

S5'43"95 

— 0.18 ' 

-    7'45"o3 

B72  Jan. 

3» 

+3.71 

—  2'58"82 

'  +14.16^ 

-+-0.67 

— 22.27 

+ 

5a'4S"i3 

— 0.16 

-    7'3o"87 

März 

II 

+4.38 

—  3'2i"o9 

+o"o5 

+14.00 

-fo.48 

17.89 

+ 

49'24''o4 

—O.II   : 

—   7'i6"87 

April 

20 

+4.86 

—  3'38"98 

+0.10 

+13.89 

-f-0.26 

13.03 

+ 

45 '45^06 

O.Ol 

-    7'  2"98 

Mai 

30 

H-S.I2 

-T  3'52"oi 

+0.13 

+13.88 

+0.02 

7.91 

+ 

4i'S3"o5 

+0.12 

—   6'49"io 

JuU 

9 

+5. »4 

—  3'59''9» 

+0.17 

+14.00 

—0.22 

—  2.77 

+ 

37'S3"i3 

+0.29 

-    6'35"io 

Aug. 

18 

+4.9» 

-4'  2"69 

-f-o.i8 

+14.29 

—0.37 

-H  a.15 

+ 

33'So"44 

+0.47 

—    6'2o"8i 

Sept. 

»7 

-H4.S5 

—4'  0^54 

-f-0.2I 

+14.76 

—0.5s 

+  6.70 

+ 

29'49"9o 

-ho.  68 

—   6'  6"o5 

Not. 

6 

-1-4.00 

—  3'53''84 

-f-0.22 

+15.44 

— 0.62 

-I-10.70 

+ 

25'56"o6 

-ho. 90 

-   5'5o"6i 

Dec. 

16 

+3.38 

-3'43"i4 

+0.20 

+16.34 

0.73 

4-14.08 

+ 

22' 12^92 

+  I.IO 

-   5'34"27 

B73  Jan. 

»5 

H-2.6S 

—  3'29"o6 

-1-0. 18 

+17.44 

—0.68 

-1-16.73 

+ 

i8'43''86 

+1.28 

—   5'i6"83 

Marx 

6 

H-1.97 

-3'i2"33 

+0.14 

+18.72 

— 0.76 

-f-18.70 

+ 

i5'3i"53 

+1.42 

—   4'58"ii 

April 

«5 

-I-1.21 

-2'53"63 

+0.07 

+20.14 

— 0.70 

-I-19.91 

+ 

12*37^90 

+1-49 

-   4'37"97 

Mai 

»5 

+0.51 

-*'33"72 

—O.Ol 

+21.63 

—0.66 

+20.42 

+ 

10'  4"i8 

+1.48 

-   4'i6"34 

Juli 

4 

— o.iS 

—  2'i3"30 

—0.17 

+23.10 

§ 

— 0.62 

+20.27 

+ 

7'5o"88 

+1.31 

-    3  53"i4 

Aug. 

13 

—0.77 

--i'53''o3 

—0.29 

+24.42 

—0.54 

+19.50 

+ 

5'57"85 

+1.02 

—   3'28"82 

Sept. 

22 

— 1.31 

-i'33"53 

—0.47 

+25.44 

—0.44 

+18.19 

+ 

4'24"32 

+0.55 

-   3'  3"38 

Nov. 

1 

—1.75 

-i'iS"34 

— 0.61 

+»5.99 

—  0.28 

+16.44 

+ 

3'  8^98 

—0.06 

—    2'37"39 

Dec. 

II 

—2.03 

—     58"90 

—0.72 

+25.93 

— 0.19 

+14.41 

+ 

2' 10^08 

-0.78 

—    2'ii"46 

74  J»n. 

20 

— 2.22 

—     44"49 

—0.74 

+»5.15 

—0.03 

+  12.19 

+ 

i'iS"59 

—1.52 

—    i'46"3i 

Man 

I 

—  2.25 

-     32"30 

-0.69 

+23.63 

+0.09 

+  9-94 

+ 

53"29 

— 2.21 

—     l'22"68 

April 

10 

—2.16 

—       22"36 

^.56 

+21.42 

m 

H-O.I7 

+  7.78 

+ 

3o"93 

—2.77 

—    i'  1^26 

Mai 

20 

—  1.99 

—     14"S8 

— 0.42 

+18.65 

• 

-+-0.26 

+  5. 79 

+ 

i6"3S 

—3.19 

—      42"6i 

Juni 

29 

—  «.73 

-       8"79 

—0.22 

+15.47 

+0.29 

+  4.06 

+ 

7^56 

—3.41 

—       27" 14 

Aug. 

8 

—  1.44 

-       4"73 

— O.IO 

+12.05 

MM 

H-0.27 

+  2.62 

+ 

2"«  3 

—3. 51 

—       i5"o9 

Sept. 

17 

—  I.I7 

—         2^11 

-l-o.oi 

+  8.54 

^  ## 

V 

+0.32 

+  1.45 

+ 

O^JZ 

—3.50 

—        6"55 

Oct. 

i7 

-0.85 

o"66 

+0.10 

+  5.04 

*« 

-f-0.26 

+  0.60 

+ 

o"o6 

—3.40 

—         i"5i 

Dec. 

6 

4-0.27 

— O.S9 

+    O.Ol 

—      o"o6 

0 

-ho. 15 

3.25 

+  1.65 

+         o"i4 

)75  Jan. 

«5 

—0.32 

—  0.31 

—       o"o5 

^^^^ 

o"o5 

+0.17 

—3 -08 

—  1.61 

—         1^47 

Febr. 

»4 

—      o"36 

— 

0^41 

—  4.69 

—        6^16 

36» 


Methode  der  kleinsten  ünadrate. 


A.  TWwgtiiAe  Gnmdlage  dar  Methode  der  kleinsten  Q 

Änwendniig  auf  die  einfachsten  Falle. 

§b  1.   AUgeseiBe  Betrachtongen. 


Alk  KectaatoDc«.  die  sich  auf  Beobachtungen  gründen,  sind  von  begrenzte 
iWoifttiicbnfi :  hdis  säum  ddker  mehre  Beobachtungen  einer  und  derselben  Grösse^  si 
wran  yute  im.  ABctitimn  nahe  identische  Resultate  geben;  die  Abweichungei 
•«ytbtfC  vtoenraBiMfr  wvden  aber  ganz  wesentlich  von  der  Güte  der  angewandte! 
biricruBintOkr .  Äfr  iiHHchjfkiichkett  des  Beobachters  und  den  bei  der  Beobachtung 
^cancufifefOiAea  Iscnanieit  abhängig  sein.  Liegen  nun  mehre  solche  directe  Be- 
^iCfttivnmce«!  ^owr  xr^L  «£er«iiflbeii  GrCi^se  vor.  denen  man  Allen  a  priori  dieselbe  Ge- 
^attaticsatftf  nssirftcvtlMi  iaurti  s«  «iid  da»  arithmetische  Mittel  der  einzelnen  Beobach-. 
:ttjsics««iitltaia^  v*#äl  jui^  Aer  vahrsrhnnlichsle  Werth  betrachtet  werden  dürfen^ 
üirt^r  >«a  Hitl  c«Ri:äi^^aaa  aof  AsMoa  ^flne  Beweis  hingestellt  werden ,  da  derselh: 
SU  «Ttf\  W  jai^^:aHisiib.*aiitic  ?br  iwii  s  AaynwA  nimmt,  dass  man  die  Annahme 


Xf^  V^2notäiwi  :fic  äir  )li«^«w  Jktr  Urinsten  Quadrate  wird  man  dem  e^ 
ttm  *iiäera»offr  >«3  jojrowin»  haben:  »Ist  eine  Grösse  durch  eine  Refi 
•^ii»Mww«tmwft  inm.  jiAgichfr  Vexlasslichkeit  bestimmt  worden,    so 
«te^  ta^  i%f^«  lf*ii*o*.-ä«BBiBem  jyauyne  arithmetische  Mittel  der  wahrscheinliclM^« 
^  rm  .4-1.    «r  ^'«Ä.  Jer  nwwssichtlich  der  Wahrheit  am  nächsten  kommt:.. 
5«MrioJUMC  yf^   JSe  dwrh  die  directe  Beobachtung  erhaltenen  Werthe    d*. 
tx^^ibtftiKtio  mt^  .K     J>i^  M'   —  •  ^^  *•*  arithmetische  Mittel  mit  x,  so  ist,  wenm 
VtÄtoi^  itf^  fsÄjeÄ^Mi^chaingen  durch  m  bezeichnet  wird,  der  wahrscheinlichsB 
v<i  t*a  iwc  l^xÄ^AiÄÄiM  bestimmt  durch 

« X  =  Jr, -r  M  +  AG  +  .  • .  +  ^  . 
icvT^      ,>>,^   ^TMt  dW  l^iiwt»«!  jwischen  den  einzelnen  Beobachtungen  und  dencJ 
.Jk».i^<^id'feM2Kiv$4^tt  Wefths    ^   weiden  die«  Differenzen  der  Hauptsache  nach  alr- 
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Beobachtungsfehler  angesehen  werden  können,  und  bildet  man  die  Summe  derselben, 

80  wird  sein: 

(Jtfi — x)  +  (-Mi — x)  +  . .  •  +  {J^m — ^)  =  Mi-\-'M2  +  . . .  +  Mfn — fnx  =  o.     i) 

Es  ist  also  die  Summe  der  Beobachtungsfehler  oder  genauer  ausgedrückt,  die 
Summe  der  Differenzen  zwischen  den  Beobachtungsresultaten  und  dem  arithmetischen 
Mittel  der  Null  gleich,  eine  Kelation,  die  übrigens  unmittelbar  aus  der  Idee  des 
arithmetischen  Mittels  resultirt.  Diese  Relation  kann  aber  auch  in  einer  anderen 
Weise  gefasst  werden,  die  für  die  folgenden  Untersuchungen  von  besonderen 
Nutzen  ist  und  deren  Giltigkeit  weiter  unten  auf  einem  anderen  Wege  nachgewiesen 
werden  wird.     Sucht  man  nämlich  für  die  Funktion: 

{M,-x)^+  {M2—x]^+...  +  {M^—x)^ 

die  Bedingung  des  Minimums,  so  erhält  man  durch  Differentiation  dieses  Ausdruckes 
nach  x  und  durch  die  nachträgliche  Nullsetzung  der  Derivation  ebenfalls  einen  mit 
der  Relation  i)  identischen  Ausdruck;  es  findet  sich  nämlich  nach  Ausführung  der 
«.ngezeigteu  Operationen: 

(itf,  —x)  +  (M^^x)  +  ...  +  {Mr,—x)  =  o. 

Bedenkt  man,  dass   diese  Ableitung   auch  für  das  Maximum  gilt,  dass  aber 
die  Funktion    in  der    hier   auftretenden    Form   kein    geschlossenes   Maximum   be- 
sitzt,   da   mit  unendlich  wachsendem  x  der  Werth   der  Summe  der  Quadrate   un- 
endlich gross  wird,   so  wird   man  ebenfalls   das  oben  hingestellte  Axiom   umformen 
iönnen  in  das  folgende :  »  der  wahrscheinlichste  Werth  einer  Unbekannten,  die  durch 
^ehre   gleich,  verlässliche    Beobachtungen  bestimmt  ist,    ist  derjenige,    welcher  die 
^umme  der  Quadrate  der  Differenzen,  die  zwischen  der  Beobachtung  und  Rechnung 
^^ftreten,  zu  einem  Minimum  macht.«     In   dieser  Form  hingestellt  hat  das  Axiom 
^^s    arithmetischen  Mittels  der  Methode  den  Namen  gegeben. 

Es  dürfte  aber  angemessen  sein,  den  Nachweis  zu  liefern ,  dass  keine  andere 
F'unktion  dieser  Minimumbedingung  genügt.     Es  sei  F  eine  Funktion  des  Beobach- 
tungsfehlers  [M — x)y    welche  Differenz   der  Kürze  halber  mit  ^  bezeichnet  werden 
^oll ;  das  Axiom  des  arithmetischen  Mittels  sagt  aber  aus : 

A  +  ^2  +  •  •  •  +  -^m  =  O- 

Es  wird  also  zu  untersuchen  sein,  welche  Formen  der  Funktion  der  Bedingung 

F(Ji)  +  F{J2]  +  '"  +^{^m)  =  Minimum 
^  Verbindung  mit   der  ersteren  Relation  genügen  können.     Für  die  Bedingung  des 
Minimums  kann  aber  gesetzt  werden: 

dFjA)    ,    dF{^2)     ,  ,     dF(JJ  _^  ' 

dA    '^    dJi     i----r-     fij^    —  o-  2j 

Um  nun  aus  dieser  Funktionalgleichung  die  Form  der  Funktion  selbst  zu 
^^stimmen,  wird  man  diese  Gleichung  nochmals  differentiiren  mit  Rücksicht  auf  die 
"^dingung  des  arithmetischen  Mittels.  Man  wird  dieser  letzteren  Bedingung  einfach 
^^urch  genügen,  dass  man  für  z/^,^  den  Werth 
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einfuhrt,  wodurch  die  übrigen  Unterschiede  z/, ,  J^  ...  ^1^^^  von  einander  völlig  ui 
abhängig  erscheinen.     Beachtet  man,  dass  ist: 

dJi  ~  * 

U.   S.   f. 

und  schreibt  der  Kürze  halber  für 

so  erhält  man   durch   Differentiation   des   Ausdruckes  2)    nach  Jy^ ,    wenn   man  d 
Relation  3)    entsprechend   das  Differential   des    letzten  Gliedes,    welches  nebst 
ersten  bei  der  Differentiation  nach  J^  nicht  verschwindet : 

dr[J{\  ^  JJ^f^i-f  ^2  +  -.-^m-i) 

ähnlich  erhält  man  durch  die  Differentiation  von  2)  nach  J^^  z/3  u.  s.  w. : 

d  F'  (Jj)  __  dF'iJx  +  z/g  4-  . . .  4-  z/^.,) 
dJi     ~    c/;z^, -|-z/2-h...-hz/^_,) 


dF[J^^,)  _dF{Ji-hJi-^.,.-h^^^,) 


dJ^^^  rf  {-J, -1-^2-1-...  4- -^m-iJ 

Da  also  nun  J^i  ^2  •  •  •  ^m-i  völlig  von  einander  unabhängig  erscheinen,  so  kann  dlHb'e 
Gleichheit  dieser  Differentialquotienten  nur  dann  bestehen,    wenn  diese  selbst  rii^    rr 
(.'Onstanten    gleich    sind.      Es    resultirt    demnach    für    die    vorgelegte  Funktion   dKie 
Relation : 

dr[j) 
d-j-  =  ''  • 

Die  Integration  ergibt,    wenn  man  wieder  für  F  [J]  die  ursprüngliche  Form 

restituirt : 

dF(J)  .    .  . 

Es  lässt  sich  jedoch   leicht  er^veisen.    dass   die  Constante  q  der  Null  gleich* 
gesetzt  werden  muss,  denn  führt  man  diese  eben    gewonnene  Relation  in  die  Glei- 
chung 2)   ein,  so  erhält  man: 

Co  [Ji  +  J2  +  . .  .  +  Jn,)  +  mc^  =  o. 

Da  aber  der  Ooöfficient  von  Cq  nach  der  Idee  des  arithmetischen  Mittels  der  Null 
gleich  ist,  so  muss  ebenfalls  c^  der  Null  gleich  sein;  man  kann  also  statt  4) 
schreiben : 

dJ    —  <^o-^  • 

Inte^rirt  man  nun  diese  Gleichung  nochmals,   so  erhält  man: 

woraus  unmittelbar  resultirt,  dass  die  einzige  Funktion,  die  der  gestellten  I{ediiig;uiig 
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i^Tiii^.  «lipjeniffp  ist,  die  die  Summe  der  Felilerqnadntte  zu  einem  Minimum  madit; 
(lio  willkürliche  flonstante  kommt  natürlich  hier  nicht  weiter  in  Hetracht.  da  dieselliG 
di^  Itedingunp  des  Minimums  nicht  afficirt. 

Indem  so  die  oben  auff^pstellten  Axiome  als  völlig  identisch  angesehen  werden 
k«»inen,  sieht  roan  sofort  ein,  dass  der  l,äsiing  des  Proldems  in  dem  einfachen, 
hier  in  Hetracht  gezogenen  Falle  keine  wesentlichen  Schwierigkeiten  mehr  entgegen- 
st«"hen;  doch  compHcirt  sich  die  Sache  sofort,  wenn  es  sich  um  die  liestimranng  von 
mekren  Unbekannten  ans  vielen  Heohnchtnngen  handelt;  es  wird  sich  iilier  in  der 
F<»Tp'  zeigen,  dasB  man  mit  dem  anfgestellten  Principe  ausreichen  Tind  durch  con- 
sf^qnentc  Anwendimg  desselben  die  complicirtesten  Fälle  der  Rechnung  untor- 
w-erfen  kann. 

Es  wurde  l)isher  vfiransgesetzt ,  dass  die  zum  wahrscheinlichsten  Resultate 
^»isammenKiifassenden  lieobachtungen  oder  Thcilrcsultate  von  gleicher  Verlässlich- 
•«eit  smd ;  ist  nun  dies  nicht  der  Fall,  so  muss  anf  diesen  Umstand  gehörig  Rück- 
'*>c;ht  genommen  werden.  Hei  der  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe  wird  im  weiteren 
*  «riaufe  der  Entwickelimgen  ein  grosser  Vorzug  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
***"iite  sich  herausstellen,  indem  man  durch  dieselbe  in  den  Stand  gesetzt  wird,  die 
^^"»hrscheinliche  Unsichcrlieit  des  Resultates  nach  den  übrigbleibenden  Differenzen 
^^'»iHchen  den  lleobachtimgcn  imd  der  Rechnung  zn  bestimmen,  also  die  Vertrauena- 
^^"ürdigkeit  des  Resultates  anf  eiu  numerisches  Maass  zurückzuführen.  So  wünscheus- 
^■»^erth  es  ist,  Metlwden  zu  besitzen,  welche  die  Krmitteinng  der  wahrscheinlicbBten 
»A'erthe  der  Unbekannten  gestatten,  so  wenig  befriedigend  wären  dieselben^fiir  sich 
»•.Hein,  wenn  man  nicht  durch  dieselben  ein  nach  bestimmten  l'rincipien  heetimmtea 
Akfaass  fiir  die  Genauigkeit  der  gewonnenen  Resultate  erhalten  würde;  die  durch 
«lie  Methode  der  kleinst^en  (iuadrate  gebotene  Möglichkeit,  dieser  Forderung  zu 
genügen,  muss  kii  einem  nicht  immer  gehörig  gewürdigten  llauptvorzug  derselben 
t^ezählt  werden. 

Sollen  Beobachtungen  tider  'llieilresultate  von  differenter  Genauigkeit  mit 
einander  verbunden  werden,  so  muss  man  sich  vor  Allem  die  Ursachen  klar  machen, 
welche  diese  Verschiedenheit  bedingen;  der  einfachste  Kall  ist  etwa  der,  wo  man 
die  einzelnen  Keobachtungsdaten  als  Kesultate  verschiedener  Beobachtungsreihen 
aiifKufussen  in  der  Lage  ist,  so  dass  also  das  Resultat  einer  Beubnchtungsreihe  als 
eine  Beobachtung  hingestellt  wird  und  die  Einzelnbeohacli Hingen  innerhalb  dieser 
verschiedenen  Reihen  von  gleicher  Genauigkeit  angesehen  werden  dürfen.  Die 
Anzahl  der  zum  'i'heilresuttate  vereinigten  Einzelnlieohachtmigen  wird  offenbar  als  ein 
Maassstab  für  die  Genauigkeit  desselben  angesehen  werrleu,  und  es  soll  die  den- 
"idhen  ausdriickende  Zahl  den  Namen  "Gewicht»  erhalten,  Ks  sei  der  Werth  der 
Unbekannten  x  bestimmt  wurden  durch  eine  Reihe  von  m'  Iteobnchtungen,  die  ein- 
zt^lnen  Beobachtungen  sind  von  gleicher  Vertrauenswürdigkeit,  haben  also  das  gleiche 
^(jrewicht,  diese  Einzelnbeo  bachtun  gen  seien:  Mi',  M^'.  ■--  iVm  ■  Man  erhält  den  wahr- 
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Kino  zweite  Heobachtun^roihe  ähnlich  behandelt  ergäbe: 


^"  ^  ^1."  +/M2"  +  . . .  -f  M"^. 


m" 


eine  dritte: 


3/,"'  -I-  3f*>'"  4-  ...  4-  -V"^."/  - 

— \ "  -      "   —  11    s    t 


m 


Hält  man  hierbei  die  gemachte  Voraussetzung  fest,  dass  allen  Beobachtungen  ^^on 
jeder  dieser  Heobachtungsnnhen  eine  gleiche  Genauigkeit  a  priori  zugeschriebt.  'p 
wird,  so  kann  man  auch  den  wahrscheinlichsten  W'ertli  der  Unbekannten  x  aus  d^^  er 
Gesammtheit  dieser  Beobachtungen  nach  dem  Satze  des  arithmetischen  Mittels  finderr 

—  K^ '_+  ^2' J-  • . .  +  Mx"  +  3V  +  ■ .  ■  4-  Mj  "^4-iW^^4-... 
^  "~  7/1'  -h'm"  -h  m"'  4-  . . .    "  "■  ' 

welche  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  oben  aufgestellten  Theilresultate  geschri»  . 
ben  werden  kann: 

welcher  Ausdruck  sofort   zu  dem  folgenden  Satze  führt:    Wenn   aus   Beobachtui 
resultaten,  denen  verschiedene  aber  bekannte  Gewichtszahlen  zugeschrieben  werd^^  en, 

der  wahrscheinlichste  Werth  gefunden  werden  soll,  so  erhält  man  denselben,  wc nn 

man  die  Beobachtungsresultate  mit  dem  zugehörigen  Gewichte  multiplicirt  und  •  die 
Summe  dieser  Producte  durch  die  Summe  der  Ge^vichte  dividirt.  Das  Gewi»  _cht 
dieser  Bestimmung  selbst  ist  offenbar  der  Summe  der  Gewichte  gleich. 

Weiter  resultirt,  dass  nothwTndig  sein  muss: 

m'  (x — x)  4-  ^"  {^"  —  ^^  4-  . , .  =  o  .  ^^»/ 

An  dem  Ausdrucke  5)  wird  seinem  Wertlie  nach  nichts  geändert,  wenn  r:^nan 

den  Zähler  und  Nenner  mit  einem  beliebigen  Factor  a  multiplicirt,  also  setzt: 

gjn'r'  4-  am"x"  4-  a»t"'x"'  4-  . . . 

^  "~  am'  4-  am"  -^Vm^^T^.  ' 

woraus  man  sofort  schliessen  kann,  dass  die  (rewichte  nur  Relativzahlen  s^ind 
und  keineswegs  ganze  Zahlen  zu  sein  brauchen.  Eine  Beobachtung  mit  dem  Ge- 
wichte »Null«  ist  verfehlt,  und  wird  gleichsam  nicht  mitgezählt,  wird  verworfen,  eio 
negatives  (Gewicht  hat  aber  nach  der  Idee  desselben  keine  Bedeutung.  Bezeichnet 
man  mit  p  das  Gewicht ,  so  wird  man  sich  stets  vor  Augen  halten  müssen ,  dass  p 
einen  ])ositiven  Werth  hat;  es  würde  sich  daher  einigermassen  aus  diesem  und  an- 
deren später  hervortretenden  Griinden  empfehlen  für  das  Gewicht  das  Symbol  pp 
einzuführen;  da  dies  aber  nicht  üblich  ist,  so  bleibe  ich  bei  der  gewählten  Be- 
zeichnung. 

Man  kann  sich  die  oben  angeführten  Theilresultate  x\  x\  x**'  ...  auf  die 
verschiedenartigste  Weise  entstanden  denken,  so  z.  B.  sei  x'  mit  Hilfe  eines  ge- 
naueren Instnunentes  erhalten  worden  als  x'\  x"  wäre  durch  einen  anderen  Be- 
obachter von  geringerer  (ieschicklichkeit  geliefert  u.  s.  w.,    so  sind  dies  Umstände, 


H 


*  ^ 


w 
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den  Theilresul  taten  verschiedenes  Gewicht  ertheilen;  die  Discussion  einer 
m  dieser  Beohachtungsreihen  wird,  geleitet  durch  die  Principien,  die  in  der 
je  entwickelt  werden,  aus  den  Beobachtungen  selbst  eine  Gewichtsbestimmung 
oglichen^  eine  Bestimmung,  die  bisher  stillschweigend  als  vollzogen  betrachtet 
de;  es  wird  nämlich  offenbar  jenen  Beobachtungen  der  einzelnen  Reihen,  die 
srhalb  derselben  kleinere  Differenzen  zwischen  den  Beobachtungen  und  der 
ihnung  übrig  lassen .  ein  grösseres  Gewicht  zuzuschreiben  sein  und  damit  das 
ficht  ge^-issermassen  a  posteriori  bestimmt.  Man  wird  aber  hierbei  zu  bemerken 
en,  dass  offenbar  nur  dann  eine  einigermassen  sichere  Bestimmung  des  Gewichtes 
Beobachtungen  in  den  verschiedenen  Reihen  a  posteriori  erlangt  werden  kann, 
m  die  Beobachtungen  einer  jeden  Reihe  zahlreich  sind,  weil  ja  nur  in  diesem 
le  auf  eine  Ausgleichung  der  zufälligen  Fehlerquellen,  die  die  einzelne  Beobach- 
j  betreffen,  mit  einiger  Sicherheit  gerechnet  werden  darf,  ein  Umstand,  der  nicht 
Her  gehörig  berücksichtigt  wird. 


§  2.    Die  gesetzmässige  Tertheilung  der  Beobachtungsfehler. 

Nach  den  vorausgehenden  allgemein  orientirenden  Bemerkungen  wird  es  an- 
lassen erscheinen,  vorerst  die  Gesetze  zu  finden,  nach  denen  die  Beobachtungs- 
er  trotz  ihrer  scheinbaren  Regellosigkeit  sich  halten  und  anordnen;  hierbei 
den 'aber  nur  die  rein  zufälligen  Fehler  in  Betracht  gezogen  werden,  da  die  Me- 
le  der  kleinsten  Quadrate  kein  Mittel  an  die  Hand  geben  kann,  eine  die  Be- 
ttungen in  constanter  Weise  entstellende  Fehlerquelle  zu  finden  und  ihrer 
sse  nach  zu  bestimmen.  Es  ist  in  diesem  Falle  die  Aufgabe  des  Beobachters, 
Anordnung  und  die  Reduction  der  Beobachtungen  so  zu  treffen,  dass  solche 
staute  Fehler  möglichst  wenig  in  den  Vordergrund  treten ;  hierüber  lassen  sich 
•  offenbar  keine  allgemeinen  Vorschriften  geben,  doch  wird  man  beachten,  dass 
lur  in  den  seltensten  Fällen  gelingen  wird,  trotz  aller  darauf  aufgewendeten 
len,  die  Beobachtungen  völlig  von  diesen  constanten  Fehlerquellen  zu  befreien; 
rird  daher  im  Allgemeinen  die  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ge- 
iene  Unsicherheit  des  Resultates ,  die  sich  nur  auf  die  zufällig  auftretenden  Fehler 
idet,  zu  klein  gefunden  werden  und  die  thatsächliche  grösser  sein,  entsprechend 

begangenen,  seiner  Grösse   nach   aber   unbekannten  constantep  Fehler.     Diese 
achtung,    welche  durch   die  Erfahrung  allseitig  bestätigt  wird,    muss   man  sich 

bei  der  Beurtheilung  der  theoretisch  bestimmten  Unsicherheit  des  Resultates 
der  Uebereinstimmung  der  Beobachtungen  vor  Augen  halten,  und  würde  man 
stets  gethan  haben,  so  würden  manche  Vorwürfe,  die  man  der  Methode  in  un- 
jhtfertigter  Weise  zugeschoben  hat,  nicht  gemacht  worden  sein. 

Dass  die  zufälligen  Fehler  in  der  That  eine  gewisse  Anordnung  in  Bezug  auf 
Grösse  zeigen  müssen,  lässt  sich  leicht  in  den  allgemeinsten  Zügen  nachweisen; 

polzer,  Bahnbeatimmongen.  II.  36 


so  wird  z.  li.  der  Fadenantritt  eines  Aequator-Stemes   an  einem  grösseren  Meridian 

instrumente  im  Durchschnitt  auf  etwa  0.07  Zeitsecunden  für  einen  massig  geäbteiL^Kiz 
Beobachter  genau  aufaufassen  sein ;  ein  Fehler  von  einer  halben  Secunde  wird 
äusserst    selten    auftreten^    Fehler   von  o. i    aber   sehr   häufig.     Diese   Betrachtui 
berechtigt  also  zu  dem  Schlüsse,   dass  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  ein« 
gewissen  Fehlergrösse  selbst  eine  Funktion  der  letzteren  ist. 
Man  wird  daher  behaupten  können, 

(p[J) 

wird  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  einer  gewissen  Fehlergrösse  J  darstellen, 
wobei  vorläufig  die  Form  der  Funktion  (p  selbst  unbekannt  ist.  Die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  der  Fehler  z/'  eintritt,  wird  also  durch  q>  [J')  ausgedrückt  werdei 
können.  Lässt  man  nun  die  Werthe  J^  J'  J"  , . ,  der  Reihe  nach  alle  Werth^^ 
annehmen  zwischen  den  Grenzen  — c  und  +c^  so  wird  die  Wahrscheinlichkeil 
dass  ein  Fehler  sich  innerhalb  dieser  Grössen  findet,  offenbar  gleich  sein  der  Siimn^^ 
der  Wahrscheinlichkeiten  der  innerhalb  dieser  Grenzen  befindlichen  Fehler,  und  &^^i 
diese  Summe  durch  P  bezeichnet,  so  ist: 

J  =  —C 

bei  einer  grossen  Heobachtungsreihe  kann  man  aber  wohl  annehmen,  dass  die  Fehl^^Y 
selbst  ihrer  Grösse  nach  nahe  continuirlich  in  einander  übergehen.  Erlaubt  m^sft^xi 
sich  diese  allerdings  nur  theil weise  gerechtfertigte  Annahme,  so  wird  man  di^^^ 
Summe  durch  ein  Integral  ersetzen  dürfen  und  die  Form  erhalten: 

P  =f  (p{J)dJ,  1) 

— c 

Dieser  für  die  weitere  Behandlung  nothwendige  Uebergang  von  einer  Summ^ 
auf  ein  Integral  wird  uns  zur  Vorsicht  mahnen,  wenn  Resultate  aus  einer  geringea 
Zahl  von  Beobachtungen  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  abgeleitet  werden 
sollen;  die  Methode  fordert,  dass  mindestens  in  einer  gewissen  Annäherung  die 
Summe  durch  das  Integral  ersetzt  werden  darf;  diese  Voraussetzung  wird  um  so 
fehlerhafter  sein,  je  geringer  die  Anzahl  der  Beobachtungen  ist.  Dieser  hier  her- 
vorgehobene  Umstand  tritt  nicht  nur  bei  der  eben  angestellten  Betrachtung  nach- 
theilig hervor,  sondern  auch  bei  den  weiter  unten  folgenden  Betrachtungen. 

In  dem  Ausdruck  i)  wird  noth wendig  P*  stets  kleiner  als  die  Einheit  sein 
müssen,  denn  die  WahrscheinUchkeit  des  Eintretens  eines  gewissen  Falles  drückt 
das  Verhältniss  desselben  zu  allen  möglichen  aus;  dieses  Verhaltniss  kann  daher 
nur  dann  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden,  wenn  die  Fehlergrenzen  so  weit  ge- 
zogen werden,  dass  dieselben  alle  möglichen  Fälle  in  sich  schliessen,  denn  dann 
geht  die  Wahrscheinlichkeit  in  die  Gewissheit  =  i  über. 

Durch  diese  Betrachtimgen  ist  man  in  der  Lage,    das  obige  bestimmte  Inte- 
gral für  einen  bestimmten  Grenzwerth  seinem  numerischen  Werthe  nach  anzugeben, 
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eine  Auswertliuiij; ,  die  seiner  Zeit  von  besundorem  Nutzen  sein  wird  zur  Bestim- 
mung eiuer  Integratiouscuiistaiite.  Die  GewiBsheit,  daes  der  Fehler  innerhiilb  der 
gesteckten  Grenzen  liegt,  wird  man  nur  dann  haben,  wenn  man  die  Feliler(freiizen 
uxiendltcb  weit  steckt,  also  für  t  =  ±  oo  eubstitiiirt,  es  ivird  dann  P=  i  und  es 
besteht  daher  die  für  die  Folge  wichtige  Relatiüii : 


I  =  f  (p\J]  dJ  . 


Diese  Betrachtungen  seihst  führen  aber  nicht  zur  Kemitniss  der  Form  der 
Funktion;  zn  diesem  Ende  muss  man  das  Problem  von  einer  anderen  Seite  fassen. 
\laj^  man  die  Unbekannte  x.  die  durch  die  Beobachtung  bestimmt  wird,  wie  immer 

I  wählen,  so  werden,  sobald  eine  bestimmte  Annahme  über  dieselbe  gemacht  wird, 
g&nz  bestimmte  Differenzen  auftreten  zwischen  dieser  Annahme  und  den  beobach- 
teten Wetthen,  die  durch  ^',  J",  i/"'  ...  dargestellt  werden  sollen.  Die  Wahr- 
scheinlichkeiten eines  jeden  dieser  einzelnen  Fehler  ist  aber  bestimmt  durch  ip{^), 
'f  i-J"] ,  (p  [^"')  -  - . ,  die  Wahrscheinlichkeit  aber ,  dass  diese  bestimmten  Fehler  J", 
-f't  -:/"  ...  gleichzeitig  vorhanden  sind,  also  mit  einer  bestimmten  Annahme  über 
tue  Unbekannte  eintreten,  wird  gleich  sein  dem  l'roducte  dieser  Walirschein- 
l't^likeiten ,  nämlich  der  zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeit.  Bezeichnet  man 
bliese  letztere  mit   W,  so  wird  man  haben: 

W=,p\J].  q,[J-].  q>lJ-]  ...  3) 

Diese  i'roductform  rechtfertigt  sich   durch   die  folgende  Betrachtung  aus  der 

'*  **Hrschpinlichkeitsrechnung.     Tritt   unter  t/  Fällen    das    geforderte   Ereigniss    nur 

*  nial  ein,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  seines  Eintretens  bestimmt  durch:  4-'  ^^^ 

^t%va  in  einer  Urne    lo  Kugeln,    von   denen  6  weiss  und  4  schwarz  sind,    so  wird 

^^^    Wahrsclieinlichkeit,    dass  man  mit  einem  Zuge    eine  weisse  Kugel  zieht,  sein: 

6  .  ...  .        , 

i^  .     Nimmt   man   weiter  eine  Unie   mit  z  Kugeln,    von   denen  n   weiss  sind,   so 

^^L  ^rd  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zuges  einer  weissen  Kugel  sein  —  ;  will  man  nun 

^^V  ^  Wahrscheiiiliclikeit  kennen,  welche  sich  darbietet,   Aa^s  bei  gleichzeitigen  Zügen 

^^M  IlMs  beiden  Urnen  zwei  weisse  Kugeln  gehoben  werden .    so  bedenke  man ,    dass  im 

^B   (iunzen  yz  verschiedene  Fälle  möglich  sind,    weil  jede  Kugel   aus  der  ersten  Urne 

H^   gleichzeitig  mit  einer  jeden  Kugel  der  zweiten  Urne  gezogen  werden  kann.    Da  nun 

in  der  ersten  Urne  l  weisse ,    in    der  zweiten  n  vorhanden   sind ,    so   ist  die  Anzahl 

der  möglichen  Züge,   bei   der  gleichzeitig  weisse  Kugeln  zum  Vorsehein   kommen, 

nach  demselben  Principe  In;  also  ist  das  Verhältniss  zwischen  den  günstigen  Fällen 

(/n)    zu   den  möglichen   Fällen  [yz]    die   WahrscheinlichtEeit  des  Eintretens,    somit 

wüd    die    zusammengesetzte    Wahrscheinlichkeit   sein:    — ^  .     Die    Betrachtungen 

[  könnten    beliebig    fortgesetzt    werden    und    führen    zu    dem    Resultate,    dass    die  zu- 

tuneugesetzte   Wahrscheinlichkeit  gleich  ist   dem   i'rodncte  der  einfachen  \Vahr- 

V'ACbeiiilichkeiten    der   einzelnen    Ereignisse.     Es    ist    klar,    das»   hierbei   die   völlige 
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Unabhängigkeit  der  einzelnen  Ereignisse  von  einander  gesichert  sein  mass.   Hiermit 

erscheint  die  obige  Productform  3)  gerechtfertigt. 

Es  muss  nun  hervorgehoben  werden,  dass  derjenige  Werth  der  Unbekannten 

der  wahrscheinlichste  ist,    der  W  zu   einem  Maximum  macht,    da  derselbe  zu  der 

wahrscheinlichsten  Fehlercombination  führt.     Ist,    wie  oben,  x  die  Unbekannte,  so 

wird  jede  Aenderung  in  a:,  da  dadurch  die  Fehler  ^',  ^',  /t"  . . .  geändert  werden, 

auch  den  Werth  von   W  beeinflussen;  für  die  Bedingung  des  Maximums  wird  man 

daher  haben: 

dW  , 

Geht  man  auf  die  Entstehung  der  Grössen  ^',  ^\  J'**  .  .  .  zurück,  wonach  ist: 

J"  =  3f'  —X 
^'"  =  M'"—x  , 


so  wird ,    da  die  beobachteten  Werthe  3f ,  Jf",  Ml'  ...    in  einem  gegebenen  Falle 
Constante  sind,  sein: 

dJ'  =  dJ'  =  dd'"  =  —  dx, 

oder: 

dJ'       dJ"       dJ"' 


dx  dx  dx 


I  •  5) 


Differentiirt  man  also  3)  nach  x^  so  erhält  man: 

oder   auch   mit   Rücksicht   auf  die   Bedingung  des  Maximum  4)    nach   einer  offen- 
kundigen Transformation : 

_f^    dg>^J')  W       dfpiJ'^) 

^~   q>  M')         dx        "•"   fp  [J")    '     dx  ^  •  •  •  "' 

Führt  man  nuu  zur  Abkürzung  für  die  erste  Derivation  der  Funktion  (p  das 
Symbol  (p    ein,  so  wird  sein : 

und  die  Gleichung  6)  kann  geschrieben  werden,  wenn  man  don  gemeinsamen  Factor 
IV  wegen  der  links  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Null  weglässt : 

q>'  {^)    id^\      ,      9'  {^')    l^\     ,             _  ^ 
q>{^}  MxJ    "^     <^(^')    \dxj  "^ °   ' 

oder  mit  Rücksicht  auf  5)  : 

Der  Satz  des  arithmetischen  Mittels  ergab: 

J'  +  J"  +-J"'  +  ..,  +  J^'  =  o  ,  8) 
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Welche  Relation  mit  7)   gleichzeitig  der  Voraussetzung  nach  bestehen  muss.     Man 

iönnte  geneigt  sein,  da  vorerst  die  Fehler  J\  ^\  J"'  . . .  von  einander  unabhängig 
sind,  die  einzelnen  Glieder  der  beiden  Gleichungen  7)  und  8)  zu  identificiren,  nach- 
denx  man  eine  derselben  mit  dem  unbestimmten  Factor  k  multiplicirt  hat;  letzteres 
ist  nothwendig,  da  in  Folge  der  Form  der  Gleichungen  (beiderseits  steht  rechts  die 
Null)  constante  Factoren  verschwunden  sein  können,  wie  es  auch  in  der  That  der 
Fall  ist;  man  würde  durch   dieses  Verfahren   auch  richtige  Formen   erhalten,    doch 

erscheint  es  strenger  zum  Nachweise   den  folgenden  Weg  einzuschlagen.     Aus  der 

Gleichung  8)  folgt: 

J^  ^  —  [J'  +  J"  +  J"'  +  '. .,  +  J^'^]   , 

substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  71,  so  resultirt: 

Differentiirt    man   diesen  Ausdruck  nach  ^',    ^\    ^f  u.  s.  w. ,  und  schreibt 
man  der  Kürze  halber: 


so  ist,  weil 


da 


also: 


/(^)  = 

d{- 

dJ' 

_z/»»-») 

I  , 

df[J') 

df[-J'- 

-^'  — ...- 

.jm-\^ 

dJ'      ~ 

-    d{  —  J'- 

J"      ... 

J^'t) 

df[J'^) 

df{-J'^ 

-^'  - . . .  — 

^m-ij 

dJ"     ~ 

-     di  —  J*- 

-^'      ... 

jm-l^ 

» 

U.  i 

i.  f. 

• 

dfUf) 

d[J') 

dfiJ'') 

d[J") 

dfiJ'" 

d  [J'") 

) 

l>a  aber  nunmehr  J\  J" ^  J"*  . . .  völlig  unabhängig  sind,  so  kann  diese  Gleichheit 
der  Differentialquotienteu  nur  bestehen,  wenn  dieselben  einer  Constante  gleich  sind, 
und  man  hat  also : 

dJ    —'^  • 
Die  Integration  dieser  Gleichung  ergibt: 

Die  Integrationsconstante  c  ist  aber  der  Null  gleich,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  wenn  man  das  Resultat  dieser  Gleichung  in  die  Gleichung  7)  substituirt 
und  mit  der  Bedingung  8)  vergleicht.     Man  hat  also : 

Es  ist  hiermit  eine  Kelation    erlangt,    die   zwischen  der  Funktion  (p   und  ihrer 
ersten  Derivation  besteht,  und  es  wird  dadurch  die  Möglichkeit  geboten,  die  Form 


der  Funktion   zu  eruiren.     Setzt  man  nun   in   9)  die  früher   als  Abkürzung  ei 
führte  llelation : 


ein,  so  findet  sich 


^'1-^)  =  ^ 


q>{J)  ' 


und  die  Integration  lässt  finden,  wenn  man  die  Integrationsconstante  durch  log.  nat. 
darstellt : 

log.  nat.  [(p [J))  =  \  k /P-  -\-  log.  nat.  x  , 
oder: 

log.  nat.  ^  =\kJ^  , 

und  schliesslich : 

9)  (z/i  =:xel*^^         ,  10) 

wobei  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  vorstellt. 

Leber   das  Zeichen  von   x   und  k  lässt    sich  aber    sofort  eine  Entscheidm 
treffen.    Da  die  Wahrscheinlichkeit  eine  positive  Grösse  sein  muss,  so  wird  zunäcl 
X  nothwendig  positiv  sein  müssen,    und  da  weiter  x,  e  und  \k  Constante  sind, 
wird,  wenn  J  vergrössert  und  k  positiv  vorausgesetzt  wird,    der  Werth  links  v(^ 
Gleichheitszeichen  ein  grösserer,    und   es   tritt   der  der  Erfahrung  widersprechen« 
Fall  ein,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  grösserer  Fehler  grösser  ist,  als  die  kleinei 
während  gerade  das  Gegentheil  stattfindet;    ist  aber  k  negativ,    so   tritt  sofort 
erwünschte  Lebereinstimmung  mit  der  Erfahrung  hervor;  um  dies  anzuzeigen,  s« 
in  der  Folge  gesetzt  werden: 

I  Ä  =  _  Ä2  , 
und  man  hat  also  : 

(p[J]  =xe"*'^^^  11) 

welche   Gleichung   nun   (p   der  Form  nach  vollkommen  bestimmt.     Die  Constant^^JO 
X  und  h  bedürfen  aber  noch  einer  näheren  Bestimmung,  und  es  soll  zunächst  die 
Stimmung  von  x  vorgenommen  werden.     Es  ist  oben  (pag.  283)  die  Gleichung 
funden  worden: 

(p  [J]  dJ  =  I  , 

+  x 

hervorgegangen  aus   der  Betrachtung,    dass  man  mit  Gewissheit  voraussetzen  darf, 
dass  die  Fehler  innerhalb  der  Grenzen  dl  00  eingeschlossen  sind;   ersetzt  man  nun 

« 

die  Funktion  ip  durch  ihre  jetzt  bekannte  Form,  so  hat  man  : 

X   fe'^^'^''  dJ=ij  12) 


ß 


—  ot 


woraus  sofort  resultirt,  dass  eine  Bestimmung  der  Constante  x  durch  diese  llelation 
möglich  ist,  sobald  der  Werth  des  vorliegenden  bestimmten  Integrales,  welches  ein 
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Eiiler'sehes   Integral   (Gammafiinktion)    ist,    bekannt  ist.     Um    dasselbe    zu    ent- 
^■ickeln,  setze  man: 


vlt^A    man  hat  die  Form: 


"^=4* 


+  00 


13) 


•QP 


Es  ist  aber: 


4*  V>  O  OD 


X 


00 


^nd    vermöge  der  Form  der  Funktion  (/  erscheint  nur  in  quadratischer  Form) : 

+  «>  OD 

\fe'^^dt=(e'^^dt  =  J.  14) 


■00 


Da  nun  der  Werth  eines  bestimmten  Integrales  nicht  geändert  werden  kann, 
man  statt  der  Variabein  eine  andere  Bezeichnung  einführt,  so  wird  man  haben : 


OD 


/• 


— VÜ 


dD  =  /. 


15) 


^**^'*iltiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen  14)  und  15)  und  beachtet,  dass  die  Inte- 
ionsordnung  beliebig  ist,  so  erhält  man: 


OD    00 


J» 


=// 


e-(M+t>t.)^^^p, 


o    o 


Setzt  man  nun: 


wird  auch: 


V  =  tu  ;     also  dv  =  tdu  ^ 


Xi  ^ 


J^  =  fdufte-"(**'"')  dt . 


O  O 


Führt  man  zuerst  die  Integration  nach  t  aus,    so  muss   u  als  Constante  an- 
gesehen werden,  man  hat  also  setzend: 

fi  (i  +  w^)  =  a: , 

auch : 

dx 


l  dt  =    —:      ,      ,,       , 


und  es  wird: 


«=  x> 
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Für  die  obere  Grenze  verschwindet  der  Werth  des  Integrales,  für  die  unte^^ 
wird  er  aber: 


man  hat  also: 


2{I4-M«J 


9\      ' 


^  •«  =  * 

J^  =/,7rTV  =  [larctang«]    . 


«  =  o 


Für  die   obere   Grenze   wird   aber  der  Werth  des   Integrales  — ,  für  die  iL:B.n 
tere  verschwindet  er;  man  hat  demnach: 

/2  =  iL  , 

oder : 


A-«rf<=  V/r  i^  ] 


■oe 


Setzt  man  also  diesen  Werth  des  bestimmten  Integrales  in  die  Gleichung  -^3 
so  resultirt: 


X  ,/ — 


|V.  =  i 


oder 


—    ? 


und  die  Gleichung  11)   erhält  die  Form: 

welche  Gleichung  nur  mehr  die  C'onstante  h  enthält,  auf  welche  weiter  unten  naher 
eingegangen  werden  soll;  hier  sei  nur  vorläufig  bemerkt,  dass  dieselbe  ganz  we- 
sentlich mit  der  Güte  der  Beobachtungen  im  Zusammenhang  steht  und  daher  den 
Namen  »Maass  der  Präcision  0  erhalten  hat. 

Mit  der  Gleichung  17)  ist  die  Eingangs  dieses  Paragraphen  vorgelegte  Frage 
beantwortet,  indem  dieselbe  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  des  Fehlers  J  als 
Funktion  von  z/  darstellt.  Die  Form  selbst  ist  symmetrisch,  erreicht  ihr  Maximum 
für  z/  =  o,  und  wird  erst  der  Null  gleich  für  J  =  00. 


§  3.    Das  Maass  der  Präcision. 

Die  Gleichung  17)  des  vorausgehenden  Paragraphen  enthält  die  Con- 
stante  ä,  deren  Bedeutung  noch  klar  zu  legen  ist.  q)  [J]  drückt  die  Wahrschein- 
lichkeit aus  des  Eintretens  eines  Fehlers  von  der  Grösse  z/;  je  genauer  eine  Be- 
obachtungsreihe ist,  um  so  kleiner  werden  die  zu  erwartenden  Fehler  sein,  während 
die  Wahrscheinlichkeit  als  das  Verhältniss  der  günstigen  zu  allen  möglichen  Fällen 


offenbar  nicht  von   der  Genauigkeit  der  Beobachtungsreihe  abhängig  sein  kann;    es 
hat    demnach  die   Constante  h  die    Aufgabe,    die    geforderte    Ausgleichung   vorzu- 
nebtnen.     Bevor  aber  weiter  vorgegangen  werden  kann,  muss    der  Inhalt   des   Be- 
griffes, welchen  man  durch  das  Wort  Genauigkeit  ausdrückt,  näher  definirt  werden. 
\rorerst  wird  man  sofort  erkennen,  dass  die  Genauigkeit  eine  Relativzahl  sein  muss, 
die    das  Verhältniss  der  Güte   der  Beobachtungen   gegen   einander  bestimmt;    wenn 
null,   die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Fehler  irgend  einer  Beobachtung  oder  irgend 
eines  Resultates  aus  Beobachtungen  zwischen   den  Grenzen  —  y  und  -f-  y  liegt,  der 
Wahrscheinlichkeit  gleich   ist ,    dass   der  Fehler  irgend   einer   anderen  Beobachtung 
oder  eines  Beobachtungsresultates  zwischen  den  Grenzen  —  d  und  -f  d  liegt,  so  wollen 
wir  die  Voraussetzung  machen,  dass  sich  die  Genauigkeit  des  ersten  Resultates  zum 
zweiten,  wie  d  zu  y  verhält ;  oder  in  Worten :  die  Genauigkeiten  verhalten  sich  um- 
gekehrt zu  einander,  wie  die  den  Resultaten  zuzuschreibenden  Fehler.     Es  ist  somit 
der    BegriflF   »Genauigkeit«,    wie    derselbe    in    der   Folge    genommen    werden    soll, 
definirt. 

Die  Wahrscheinlichkeiten ,  dass  ein  Fehler  beziehungsweise  zwischen  den 
Grrenzen  — y  und  -\-y  und  — d  und  +d,  enthalten  ist,  ist  aber  (vergl.  i)  pag.  282) 
bestimmt  durch: 

J    I/tt  f  J  ^n 

—  y  — d 

wobei  sofort  für  die  Constante  h  in  beiden  Systemen  verschiedene  Buchstaben  ge- 
wählt wurden,  da  man  schon  aus  den  diesen  Paragraphen  einleitenden  Betrachtungen 
weiss,  dass  die  Constante  A  eine  Funktion  der  Genauigkeit  sein  wird.     Sollen  aber 

die  obigen  Fehlergrenzen  für  die  beiden  Systeme  dieselbe  Wahrscheinlichkeit  haben, 

«o  wird  sein  müssen : 

-y  -d 

Setzt  man   nun 

h  J  =  X  ^         H  J  =  y  ^ 
^  wird  die.  Einführung  der  neuen  Variabein  in  die  obigen  Integrale  mit  Rücksicht 
*^*  die  Aenderung  der  Grenzen  ergeben: 

-yA  -dH 

Da  bei  den  bestimmten  Integralen  der  Unterschied   der  Buchstaben  x  und  y 
^^e  Bedeutung  ist,  so  können  diese  beiden  Integrale  im  Allgemeinen  einander  nur 
^*^ieh  werden,  wenn  ist: 

yh  =  d  H, 
^^^%r  auch: 

Ä  :  ff  =  d  :  y  , 

Oppoli»r,  BfthnlMstimmniifeii.  II.  37 
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290     

d.  h.  die  verschiedenen  Werthe  der  Grösse  h  verhalten  sich  au  einander,  wie  um- 
gekehrt die  den  ^snltaten  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  zuzuschreibenden  Fehler. 
Hält  man  dieses  Resultat  mit  der  obigen  Definition  über  die  Genauigkeit  zusammen, 
so  resultirt  der  Satz,  dass  sich  die  verschiedenen  h  zu  einander  verhalten,  wie  die 
Genauigkeiten;  deshalb  nennt  Gauss  die  Constante  h  »das  Maass  der  Präci^ion«, 
wobei  aber  wohl  zu  beachten  ist,  dass  das  Maass  der  Präcision  von  dem  Ausdrucke 
Gewicht,  der  oben  (pag.  279)  näher  erläutert  wurde,  streng  zu  trennen  ist.  Auf  die 
Relation,  die  jedoch  zwischen  diesen  beiden  Hegriffen  zweifellos  besteht,  wird  später 
zurückgekommen  werden. 

Da  nun  die  Bedeutung  der  Constante  h  erkannt  ist,  wird  es  möglich  sein,  den 
oben  (pag  277)  auf  ganz  anderem  Wege  bewiesenen  Satz,  dass  der  wahrsobein- 
lichste  Werth.  der  durch  das  arithmetische  Mittel  definirt  wird;  auch  dadurch  bestimmt 
ist,  dass  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  ist,  in  einüacher  Weise  wxl 
verificiren. 

Die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlersystemes  W  ist  oben  (pag.  283)  darge- 
stellt worden  durch: 

W=(p[J')  .  (p'J")  •?)(^")  .... 

Sind  nun  der  Zahl  nach  m  Beobachtungen  von  gleicher  Präcision  vorhanden, 
so  würde  sich  nach  Gleichung  17)  pag.  288  hierfür  schreiben  lassen: 

W  = 


nun  ist  aber  für  W  das  Maximum  zu  suchen,  da  der  wahrscheinlichste  Werth  ver- 
langt wird;  es  wird  aber,  da  7t  und  e  an  sich  Constante  sind  imd  h  es  ebenfalls 
ist  für  einen  bestimmten  Fall,  dies  nur  dann  erreicht  werden  können,  wenn  man 
den  Exponenten  von  e  zu  einem  Minimum  macht,  welche  Bedingung  sofort  den 
Schluss  gestattet,  dass  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Miiumum  sein  muss. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Grösse  h  kann  man  das  eben  erhaltene 
Princip  auf  Beobachtungen  von  verschiedener  Präcision  ausdehnen;  wären  die  Prä- 
cisionen  der  verschiedenen  Beobachtungen  beziehungsweise  A',  Ä",  h"'  u.  s.  f.,  so 
wird  für  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Systemes  von  m  Fehlem  sich  ähnlich  wie  oben 
ergeben : 

jy  =.  ^JL^LlLiA"*  c  -  ih'h'J'J'  +  h"k''J"J"  +  ...  +  hm  hm  Jmjm  ) 

Nun  ist  aber  in  einem  concreten  Falle  das  Product  h\h" , . ,  hl"^  eine  Con- 
stante, demnach  wird  W  ein  Maximum,  wenn 

Ä'  h'  J'  z/'  +  Ä"  h"  zT'  ^'  +  . . .  +  A^'»Ä"*  zf^zT» 

ein  Minimum  ist.  Bei  Beobachtungen  verschiedener  Genauigkeit  bestimmt  sich 
daher  der  wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten  dadurch,  dass  man  die  Summe 
der  Quadrate  aus  dem  Producte  der  Fehler  in  die  Präcisionen  zu  einem  Minimum 
macht. 
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DiflFerentiirt  man  den  eben  erhaltenen  Ausdruck  nach  J\  J"  , , ,  J^  und  setzt 
das  Resultat  der  Null  gleich,  so  ist  der  Bedingung  des  Minimums,  mit  Kücksicht 
da88  in  einem  gegebenen  Falle  dJ'  =  dJ"  =  dJ'"  . . .  ist,  genügt  durch : 

K  K  J'  +  W  h"  J"  +  .,.+K^h'^  J^  =  o, 

Vergleicht  man  mit  diesem  Resultate  die  Bestimmung  des  wahrscheinlichsten 
Werthes  einer  Unbekannten  (Gleichung  6)  pag.  280)  aus  Beobachtungen  mit  ver- 
schiedenem Gewichte  und  schreibt  in  der  citirten  Gleichung  statt  m'  und  [x  —  x]  die 
Buchstaben  p'  und  J'  und  analog  die  übrigen  Grössen,  so  wird  man  zufolge  dieser 
Gleichung  haben: 

p'  J  +p''  J"  +  .,,  +p^  J^  =  o  , 

und  daraus  unmittelbar  den  Schluss  ziehen  dürfen,  unbeschadet  dass  die  beiden 
Gleichungen  mit  willkürlichen  constanten  Factoren  durchmultiplicirt  sein  können,  dass 
die  Quadrate  der  Präcisionen  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die  Gewichte  oder  die 
Präcisionen  sich  zu  einander  verhalten  wie  die  Quadratwurzeln  der  Gewichte.  Dieser 
wichtige  Satz  wird  sich  später  wieder  auf  einem  ganz  anderen  Wege  beweisen 
lassen. 


§  4.    Der  wahrscheinliclie  Fehler, 

Ein  mit  dem  Maasse  der  Präcision  sehr  nahe  verwandter  Ausdruck  ist  in  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  der  Begriff  des  wahrscheinlichen  Fehlers.  Es  soll 
unter  dem  Ausdrucke  wahrscheinlicher  Fehler  jener  Fehler  deiinirt  erscheinen,  der 
die  Eigenschaft  hat,  dass  in-teinem  gegebenen  Falle  der  Wahrscheinlichkeit  nach, 
sowohl  ebenso  viele  Fehler  grösser  als  auch  kleiner  gefunden  werden  wie  er  selbst 
ist,  so  dass  er,  wenn  man  die  Fehler  ihrer  absoluten  Grösse  nach  geordnet  hin- 
schreibt,   in  die  Mitte  derselben  zu  stehen  kommt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  bisherigen  Entwickelungen  hat  man : 

o 

Es  sei  durch  r  der  wahrscheinliche  Fehler  bezeichnet ;  zerfällt  man  das  oben 
hingeschriebene  Integral  dieser  Grenze  emtsprechend,  so  hat  man  auch : 

JA    fe-hkjj  dj  j^  3JL  fe-^^^  dJ  =  i  . 
Vn  J  Vn  J 


r 


Da  diese  Integrale  die  Wahrscheinlichkeit  des  Vorkommens  der  Fehler  zwischen 
den  bezüglichen  Grenzen  darstellen,  so  muss  der  Definition  nach  für  den  wahr- 
scheinlichen Fehler  sein: 


OD 


/*«-»* '^  dJ  z=  fe-'*^''  dJ  , 


37» 
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oder  mit  Rücksicht  auf  die  erstere  Relation: 

r 
zh 


t  fe-*"^^^dJ  =  \^  i) 


setzt  man,  um  die  weiteren  Entwickelungen  bequemer  zu  gestalten : 

t^hJ 
dt  =  hdJ, 

so  wird  für  die  Grenze  z/  =  r  zu  setzen  sein :  <  =  ä  r ;   da  aber  dieser  Werth  von 
t  in  einem   gegebenen  Falle   ein   völlig  bestimmter  ist,    so   soll  für   denselben    der 

Buchstabe  T  eingeführt  werden;  man  hat  also: 

T 
T  =  hr     oder    r  =  -^   . 

Man  erhält  demnach    mit  Rücksicht  auf  i)  für  die  Bestimmung  der   Grenze  T  die 

Gleichung; 

T  __ 

fe'U  de=^  .  2) 

»/  4 

o 

Es  ist  sofort  klar,  dass  diese  Gleichung  nur   durch  Versuche  gelöst  werden 
kann,  etwa  in  der  Weise^  dass  man  sich  eine  Integraltafel  für   das  vorliegende  In- 
tegral  mit   dem   Argumente   »obere    Grenze«   entwirft  und  jenen  Werth  des  Aigu^ 
mentes  durch  Interpolation  zu  finden  sucht,   der   der  Relation  2]  genügt.     Es  stelV^ 
sich    daher  vorerst   die  Aufgabe,    das   vorgelegte   Integral  numerisch   auszuwerthe^x. 
Es  lassen  sich  hierzu  sehr  verschiedene  analytischeMethodeii  angeben,  die  aber  a\^e 
sehr  beschwerlich  in  der  Ausführung  werden,  wenn  T  nahe  der  Einheit  gleich  is% ; 
ich  will  hier  nur  einige  dieser  Methoden  kurz  anführen. 

Ist  T  klein,    so  kann    man   mit  Vortheil  die  Integration  durch  Theilung 
wenden;  man  erhält  sofort: 

j^  e"^^  dt  =  t  e-^^  +  iffie'^^dt  . 
Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  so  findet  sich: 

Tc-«  dt  =  t  ^-"  +  I  ^3  ^-«  4_  (1)2/"  t^e-^  dt , 
und  man  erhält  schliesslich  die  Reihe: 

,  ./  \  3  3.5       '     3-5.7  / 

und  durch  Einführung  der  Grenzen: 

./  i  3  3.5      ^       3.5.7  /   ' 

o 

welche  Reihe  jedoch  nur  mit  Vortheil  angewendet  wird,    so  lange  r<^  i  ist,  wie- 
wohl dieselbe  theoretisch  für  jeden  endlichen  Werth  von  T  convergirt. 


so  ist: 


dt 


Ist  aber  T]>  i,    so  empfiehlt   sich   die   folgende   von  Laplace   aufgeführte 
Verwandlung  des  obigen  Integrales  in  einen  Kettenbruch.     Setzt  man: 

=  2<  c"  /    C*"c/<  +   I   =  2^ttQ  +   I  =  tti 

c^Mo         dui  .    , 

Ofier  allgemein : 

i:ii  welchem  Ausdruck  n  der  Reihe  nach  die  Werthe  i,  2,  3  ...  annehmen  kann. 
XJividirt  man  nun  diesen  Ausdruck  beiderseits  mit  u^^  um  das  Verhältniss  von  zwei 
ctuf  einander  folgenden  Differentialquotienten  zu  kennen,  so  wird: 


^^oraus  folgt: 


xmd  es  wird  dann  sein: 


u. 


W|»-.l 


=  2 

^  +  2» 

«1. 

1 

an 

a< 

» 

an 

an 

a^ 

2^. 

«»+I 

I  — 

»      «»+1 

11«  a«      u« 


schreibt  man  also: 


*  —  7i2' 


so  erhält  man  auch: 


w» 


•vj 


«»-1  '  '•    ' 


3) 


wodurch  das  Verhältniss  zweier  auf  einander  folgender  Differentialquotienten  durch 
das  Verhältniss  des  höheren  derselben  gegen  den  nächst  höheren  ausgedrückt  er- 
scheint unter  dem  Vorbehalte,  dass  nicht  »  =  o  ist,  indem  in  diesem  Falle  die  obige 
allgemeine  Formel  ihre  Giltigkeit  verliert.     Es   soll  nun   das  Verhältniss  in  diesem 

speciellen  Falle  untersucht  werden,  also  t^  durch  —  ausgedrückt  werden.     Es  war 

aber  oben  die  Relation  gefimden  worden : 

tt,  =  2  «0  ^  +  I   , 


tn 


also  ist: 


«0  «0         Wo  «0 


wonach  nun  geschrieben  werden  kann: 


t/  2< ^ 


«0 


multiplicirt  man  linker  Hand  mit  2  /  und  dividirt  den  Nenner  rechter  Hand  durch    ^  / 
und  ersetzt  diese  letztere  Grösse  durch  A,  so  findet  sich  sofort : 


2t  ,e 


Mo  r   a 


welche  Relation  die   Bestimmung  des  Integrales  von    der  Kenntnis»   des   Werthcs 
—  abhängig  macht,  es  ist  aber  nach  3)  (pag.  293)  : 


M| 


VI 


«0  «IT  /* 


2.2.     ■/   - 
1*2  Y     2 


»^1 


«f3 
«2 


«3 
U.  S.    W. 


«3  r    * 


Substituirt  man  successive  diese  Werthe  in  4),    so  findet  sich  leicht  der  fol: 
gende  Kettenbnich : 


1-I-2A;     _ 


1+4* 


dessen  lUldungsgesetz  klar  ist.     Führt  man  nun  in   diesem  Ausdrucke  die  Grrenze 
o  =  r  ein,  so  wird  der  Ausdruck  die  unbestimmte  Form  —  erhalten ;   nun  ist  aber 
(veigl.   16)  pag.  288)  : 


JO 


A-«rf^  =  iV^  , 


also  ist  auch: 

T 


Je  -«  dt  =  \Vn  —fe-"  dt  . 

o  T 
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Man  erhält  demnach  durch  Einsetzung  der  Grenzen  T  und  oo  in  dem  Kettenbruche 
unter  Berücksichtigung  der  Bedeutung  von  h\ 


^T^ 


.+  ' 


»r« 


~:~  \ ' 

Viel  rascher  als  nach  irgend  einer  Methode  erhält  man  den  numerischen 
Werth,  wenn  man  auf  das  vorgelegte  Integral  die  mechanische  Quadratur  anwendet, 
welches  Beispiel  ausführlich  pag.  36  u.  ff.  behandelt  ist.  Es  soll  nun  mit  Hilfe 
der  daselbst  gefundenen  Zahlen  der  numerische  Werth  von  T  bestimmt  werden,  der 
der  Gleichung  2)   (pag.  292]  genügt;  es  ist  bekanntlich: 

-^  =  0.443   "34  627  . 

Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  der  Integraltafel  (Tafel  X] ,  so  sieht  man 
Sofort,  dass  die  gesuchte  Grenze  zwischen  die  Argumentwerthe  0.47  und  0.48  fällt; 
interpolirt  man  das  betreffende  Intervall  in  engere  Grenzen,  so  erhält  man  die  fol- 
li^'ende  Specialtafel : 

J  p  fn  fm 

0.475  o-44^  5697  030 

0.476  0.442  3673  4U 

0.477  0.443  '^4^  202 

0.478  0.443  9603  394 

0.479         0-444     7556     979 

Der  zu  suchende  Werth  liegt  daher  sehr  nahe  dem  Arguifiente  0.477. 

Stellt  man  daher  mit  Hilfe   der  Differenzwierthe  vom  Argumente  0.477  aus- 
gehend die  Funktion  nach  Potenzen  von  w,  dem  Abstand^  vom  nächsten  Argumente 
in  Einheiten  des  Intervalles,  dar^  so  erhält  man  als  Bestimmungsgleichung  für  n 
0.443  1134  627  =  0.443  1642  202  +  0.000  7964  993  n  —  0.000  0003  799  «2  ^ 
woraus  folgt: 

«  =  —  0.0637  239  j 
es  ist  mithin    der  gesuchte  Werth  von  T,    der  als  Specialwerth  mit  q  bezeichnet 
werden  soll: 

q  =  0.476  9362  761  , 
der  nur  um  wenige  Einheiten  der  zehnten  Decimale  unrichtig  sein  kann.     Es  ist 
also,  wenn  wie  oben  (pag.  292]  mit  r  der  wahrscheinliche  Fehler,  mit  h  das  Maass 
der  Präcision  bezeichnet  wird, 

^  =  Är  ,     Ä  =  |-,     r=^  ,  5) 


+  7976 

381 

+  7968 

791 

7590 

—  9 

+  7961 

+  7953 

192 

585 

7599 
—  7607 

8 
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wobei  durch  die  numerische  Bestimmung  von  q  erreicht  wird,  dass  man  der  duidi 
die  Gleichung  ij   (pag.  292)  ausgedrückten  Bedingung  genügt. 

Das  Maass  der  Präcision  ist  demnach  umgekehrt  proportional  dem  wakr- 
scheinlichen  Fehler  und  kann  bestimmt  werden,  sobald  der  wahrscheinliche  Fehler 
r  bekannt  ist.  Indem  es  sofort  klar  ist,  dass  eine  Bestimmung  des  wahrscheinlichen 
Fehlers  möglich  sein  wird,  wenn  man  sich  nur  vergegenwärtigt,  dass  nach  der  De- 
finition für  denselben  aus  einer  grösseren  Beobachtungsreihe  schon  ein  Näherungs- 
werth  erlangt  werden  muss,  wenn  man  die  Beobachtungsfehler  ihrer  Grösse  nach 
ordnet  und  den  Fehler  der  bei  dieser  Anordnung  in  die  Mitte  fallenden  Beobach- 
tung (ungerade  Anzahl  der  Beobachtungen)  oder  das  Mittel  der  Fehler  der  beiden 
mittleren  Beobachtungen  (gerade  Anzahl)  als  Werth  für  r  annimmt.  Wiewohl  später 
schärfere  Methoden  angegeben  werden  zur  Erlangung  des  Werthes  von  r,  so  genügt 
doch  dieser  Hinweis,  dass  die  Möglichkeit  geboten  ist,  im  gegebenen  Falle  das 
Maass  der  Präcision  h  numerisch  festzustellen  und  hiermit  erscheint  das  Integral 

6 
h 


f-X^e-^^^^dJ  ,  6) 

J  Vn 


y 

a 

welches  die  Wahrscheinlichkeit  angibt  für   das  Auftreten  eines  bestimmten   Fehlers 
innerhalb  der  willkürlichen  Grenzen  a  und  b,  vollständig  bestimmt. 

Wenn  man  die  bisherigen  Entwickelungen  überblickt,  so  sieht  man,  dass  aus 
dem  Axiom  des  arithmetischen  Mittels  allein  die  Herstellung  des  eben  hingeschrie- 
benen Integrales  möglich  war ;  die  gemachten  Schlussfolgenmgen  erscheinen  aber  nur 
dann  völlig  streng,  wenn  eine  unendliche  Anzahl  von  Beobachtungen,  die  frei  von 
Constanten  Fehlem  sind,  vorliegt ;  man  wird  demnach^  da  in  einem  speciellen  Falle  doch 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Beobachtungen  vorliegen  kann,  mit  einem  halbwegs 
annehmbaren  (Jrade  von  Sicherheit  den  Resultaten  dieser  Formel  nur  dann  Ver- 
trauen schenken  dürfen,  wenn  die  Beobachtungen  zahlreich  sind;  sind  sie  es  aber 
nicht,  so  werden  die  nach  diesen  Principien  abgeleiteten  Resultate  zwar  im  grossen 
Durchschnitte  den  thatsächlichen  Verhältnissen  entsprechen,  können  aber  im  spe- 
ciellen Falle  trügerisch  sein. 

Die  Formel  6)  wird  eine  zweckmässige  Gelegenheit  bieten,  die  theore- 
tisch gefundene  Form  durch  die  ]3eobachtungen  selbst  zu  prüfen ;  setzt  man  vorerst 
voraus,  dass  r  in  irgend  einer  Weise  für  eine  specielle  Beobachtungsreihe  bestimmt 
vorliege,  also  h  bestimmbar  ist  nach  5)  (p^.  295)  (die  Zahl  der  Beobachtungen  sei 
m)  so  wird,  wenn  man,  da  das  Auftreten  negativer  und  positiver  Fehler  nach  der 
quadratischen  Form  von  6)  gleiche  Wahrscheinlichkeit  hat,  die  Fehler  ihrer  abso- 
luten Grösse  nach  in  Rechnung  zieht,  die  Wahrscheinlichkeit  des  Auftretens  eines 
bestimmten  Fehlers  innerhalb  der  Grenzen  ±  ^j  bestimmt  sein  durch  : 

J  Vn 

—  Ji 
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wobei  sich  die  Multiplication  mit  m  daraus  erklärt ,  dass  das  vorgelegte  Integral 
der  Bestimmung  der  Coiistanten  gemäss  für  die  Grenzen  —  oo  und  +  oo  der  Einheit 
(Gewisslieit)  gleich  wird  Vm  nun  dieses  Integral  in  eine  Tafel  hringen  zu  können, 
wollen  wir  die  schon  mehrfach  ausgeführte  Suhstitution 

anwenden  und  erhalten  hierfür : 


■/^ 


./-" 


-"  dt  . 


Das  zuletüt  angeführte  Inte^al  ist  bereits  numerisch  durch  die  Tafel  X  gegeben; 
zur  bequemeren  Anwendung  habe  ich  aber  aus  dieser  Tafel  durch  Multiplication  mit 
—  eine  kleinere  Tafel  (Tafel  XIV)  abgeleitet,  die  aufs  Hecimaleii.  was  für  die  vorlie- 


genden Zwecke  mehr  s 


i  ausreichend  ist,  den  Werth  des  bestimmten  integrales 
J=   ~  fe-"dt 


mit  dem  Argumente  " obere  Grenze  ^  A  z/o  angibt;  es  wird  also  die  Anzahl  der 
Fehler  ^,  sein,  die  der  Wahrscheinlichkeit  gemäss  ilirer  absohiten  Grösse  nach 
zwischen  den  Grenzen  o  und  V,  liegen  für  eine  Ueohachtungs reihe  von  m  Beobach- 
tungen, deren  Maass  der  PräciMiou  /<  ist: 

►  .!,=»/..       . 

r  die  Fehlergrenze  J-i  erhält  man  ähnlich: 
A-t  =  w  y,j,  , 

u.  8.  f.,  es  wird  daher  die  Anzahl  der  Fehler  ^A^  zwischen  den  Grenzen  J^  und  J^ 
bestimmt  sein,  wenn  man  sich  vorstellt,  dass  ^j  >  ^i  ist,  durch: 

fc^A^  =  m{J,^,-J,^,)  .  7) 

Theilt  man  demnach  für  eine  gegebene  Heobachtimgsreihe  die  Fehler  ent- 
chend  ihrer  Grösse  in  Gruppen,  so  erhält  man  empirisch  das  Gesetz  der  Fehler- 
heilung; vergleicht  man  diese  lirfahningsresultate  mit  der  Formel  7),  so  erhält 
L  ein  Bild,  in  wie  weit  die  theoretisch  gefundenen  Grundlagen  mit  der  Erfah- 
rung stimmen,  ludem  weiter  unten  ein  ausführliches  Beispiel  für  die  Itehandlung 
einer  Beobachtungsreihe  nach  den  hier  dargelegten  Methoden  vorgenommen  werden 
wird,  schalte  ich  hier  nur  die  Bemerkung  ein,  dass  die  Erfahrung  in  der  Tliat  das 
Resultat  der  Formel  7]  bestätigt,  wenn  nur  den  allgemein  nothwendigen  For- 
derungen genügt  wird ;  es  zeigt  sich  nur  im  Allgemeinen  die  Abweichung ,  dass 
p-osse  Fehler  in  der  Praxis  etwas  häufiger  vorkommen,  als  es  die  Theorie  gestattet, 
was  wohl  darin  seine  Erklärung  ündet,  dass  selbst  bei  den  sorgfältigst  angestellten 
Beobachtungsreihen  eine  oder  die  andere  Beobachtung  durch  ein  zufälliges  \'ersehen 
im  höheren  Maasse  entstellt  wird,  eine  Discoutinuität,  die  den  Forderungen  der 
Methode  entgegen  ist. 
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§  6.    Der  D^rchschnlttsfehler  and  der  mittlere  Fehler. 

Zieht  man  aus  allen  Heobachtungsfehlem  das  Mittel  ohne  Rücksicht  auf  das 
Vorzeichen  derselben,  also  ihrem  absoluten  numerischen  Werthe  nach,    so   soll  das 
so  gewonnene  Resultat  mit  dem  Namen  »Durchschnittsfehler«  bezeichnet  und  für 
denselben    der  Buchstabe  tj  gesetzt  werden;   man  beseichüet  wohl  auch  diesen  so 
bestimmten  Fehler   als  »Mittel  der   Fehlero.     Bildet    man    aber  das    arithmetisclie 
Mittel  aus  den  Fehlerquadraten  und  zieht  aus  diesem  Mittel  die  Quadratwurzel,  so 
erliält  man  den  »mittleren  Fehler«,  der  mit  dem  Buchstaben  e  bezeichnet  werden  soll. 
Man  wird  zu  beachten  haben,  dass  beide  Definitionen  völlig  willkürlich  sind,  durdi 
dieselben  aber  ganz  bestimmte  Begriffe  bezeichnet  werden.     Sind  also  (^),    [J^j 
....  (^J^)  die  wahren  Beobachtungsfehler  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  ihier 
absoluten    Grösse  nach,    und   m   die   Zahl    der    Beobachtungen,    so    bestehen  deü 
obigen  Definitionen  gemäss  die  Relationen: 

Durchschnittsfehler  =  i;  =  -  {  [J')  +  (^f' )  +  . . .  +  (J^)  ) 


=  .  =  |/^ 


mittlerer  Fehler         „.^  +  ^'^'4-...  +  ^^ 


m 

Mit  Hilfe  dieser  Relationen  wird  man  in  der  Lage  sein,  das  Verhältniss  der 
eben  hingeschriebenen  Fehler  zu  dem  wahrscheinlichen  Fehler  zu  bestimmen.  Ks 
ist  bekannt ,  dass  durch  (p  [J] ,  wo  die  Form  der  Funktion  nunmeht  dutch  die  Tor- 
stehenden  Untersuchungen  völlig  festgestellt  ist,  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ein- 
tretens eines  Fehlers  von  der  Grösse  J  dargestellt  wird;  ist  m  die  Anzahl  der  Be- 
obachtungen, so  werden  m  (p  [J)  Fehler  von  der  Grösse  J  auftreten ;  man  wird  also, 
wenn  man  die  Summe  der  Fehler  ihrem  absoluten  Werthe  nach  bildet,  demnach 
für  diese  Summe  erhalten  aus  jenen  Fehlem  die  die  Grösse  J^  haben:  Jxfn(p{J^)^ 
aus  jenen  Fehlem  von  der  Grösse  J2  wird  sich  die  Summe  bilden  J^m  tp  [Ji\ 
u.  s.  f. ;  es  ist  demnach : 

(^')  +  {J")  +  ...  +  (^)  =m[A<p[J,]+Jiip{Ji]  +  Jiif[J^) -{-...  )  , 
oder  auch: 

fj  =  2  J  (p{J). 

Setzt  man  nun  wieder  eine  grosse  Beobachtungsreihe  voraus,  so  ist  es  erlaubt  sich 
die  obige  Summe  näherungsweise  durch  ein  Integral  ersetzt  zu  denken  und  man 
erhält  mit  Rücksicht  auf  die  bisherigen  Entwickelungen : 

+  »  OD 

tj  =  Cj(p  (J)  dJ=  -^  fh  J  «-**^^  dJ  . 


OD 


Um  nun   das  eben   aufgestellte  Integral  auszuwerthen ,   setze  man  h^^^^i- 
es  wird  demnach: 


hyn  J  \       hyn  I 


29»    

nach  Einfuhnmg  der  Grenzen  resultirt: 

nun  war  oben  (pag.  295)  gefunden  worden 

r    ' 
wobei  Q  eine  Constante  (q  =  0.47694)    vorstellt  und   r  der  wahrscheinliche   Fehler 
ist.     Substituirt  man  diesen  Werth  für  h  in  dem  Ausdruck  für  rj,  so  erhält  man  die 
folgende  lineare  Relation,  die  zwischen  dem  Durchschnittsfehler  tj  und   dem  wahr- 

■ 

scheinlichen  Fehler  r  besteht: 

»?  =  -77=  =  i.i829r, 
oder: 

r  =  Q  I/tt.  1^  =  0.8453  n  •  0 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wird  sich  die  Relation  zwischen  dem  mittleren  Fehler 
€   und   dem   wahrscheinlichen  r  herstellen   lassen.     Sind   wieder  m   Beobachtungen 

« 

Yorhanden,  so  werden  Fehler  von  der  Grösse  J^  vorhanden  sein  m(p  (Ji)j  also  der 
Beitrag  zur  Summe  der  Fehlerquadrate  mJ{^(p[Ji)^  ebenso  erhält  man  als  den  Bei- 
trag für  die  Summe  der  Fehlerquadrate  aus  den  Fehlem  von  der  Grösse  J^  den 
Werth  m  J^^€p[J^j  es  ist  also,  ähnlich  wie  früher: 

Ersetzt  man  wieder,  eine  grosse  Beobachtungsreihe  voraussetzend,  die  Summe  durch 
ein  Integral,  führt  für  (p  [J]  die  bereits  bekannte  Form  ein  und  dehnt  die 
Grenzen,  um  alle  Fehler  zu  umfassen,  bis  auf  00  aus,  so  wird: 


— JO 


Zur  Auswerthung  dieses  bestimmten  Integrales   setze  man  h^=  t,    so  erhält  man 
zunächst : 


hWn  J 


o 

dieses  Integral  lässt  sich   aber  leicht  auf  bekannte  Formen  zurückführen.     Wendet 
man  darauf  die  theilweise  Integration  an,  so  ist,  wenn  man  setzt: 

y  =  c""  ,     dz=  dt 
fz  tte'^^  dt=  (—t  e-")  4-  A-" dt  . 

o  o 

Das  erste   Glied  wird   durch  Einsetzung  der  Grenzen   der  Null  gleich,    das   zweite 
Glied  ist  aber  bereits  oben  (pag.  288J  entwickelt  und  gleich  —  ,  es  ist  also : 


e^  = 


i  \n  _      1 

38*. 


300     

daher : 

I 
€  =  , 

hyz 

ersetzt  man  wieder  h  durch  —  ,  so  wird: 

e  =  -^  =  1.4826  r  I 

r  =  ^  1^2.  c  =  0.6745c  .  I 

Der  Zitsammenhang  zwischen  e  und  r  ist  demnach  wieder  ein  linearer  und  der 
Factor  von  e  nahezu  j^leich  |.  Vergleicht  man  nun  die  beiden  gewonnenen  Rek- 
tionen  i)  und  2),  so  resultirt  noch   eine  Relation  zwischen  rj  und  e.  es   wird  sein: 


§.  6.    Das  Yerhältnlss  der  Genauigkeit  des  arithmetischen  Kittels  zu  der  eiier 

Einzelnbeobachtung. 

Sei  X  der  wahre  Werth  der  Unbekannten,  die  durch  die  Beobachtungen  ifj 
M'\  M'",   . . .  bestimmt  werden  soll,  so  sind  die  Beobachtungsfehler  selbst  offenbar: 

J'  =  M'  —  X,  J'  =  M"  -  X,  J'"  =  M'"  —  X  u.  s.  f., 

oder 

X  =  M'  —  J\  X  =  M"  —  ^\  X  =  M'"  —  z/"  u.  8.  f.  , 

zieht  man  aus  diesen  m  Gleichungen  das  Mittel,  so  erhält  man: 

X  =  -i  [M:  +  M"  +  M"'  +  ...)-  -^  [J'  +  ^'  +  ^"'  +  . ..)  . 

Das  erste  Glied  stellt  demnach  das  arithmetische  Mittel  selbst,  also  den  wahrschein- 
liebsten  Werth  dar,  das  zweite  Glied  den  Fehler  desselben ;  bezeichnet  man  mit  £ 
den  mittleren  Fehler  des  arithmetischen  Mittels,  so  ist  in  diesem  Falle  das  Quadrat 
des  mittleren  Fehlers  bestimmt  durch : 

oder : 

Das  zweite  Glied  dieses  Ausdruckes  enthält  die  Summe  der  Producta  aus  den 
Amben  ohne  W^iederholung,  die  sich  aus  den  Beobachtungsfehlem  bilden  lassen ;  da 
nun  positive  und  negative  Fehler  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten  sind, 
so  wird  man  bei  einer  grösseren  Beobachtungsreihe  wohl  die  Behauptung  aufstellen 
dürfen,  dass  sich  diese  Producte  in  der  Summe  grossentheils  aufheben,  oder  dass 
mindestens  diese  Summe  gegen  das  erste  aus  nothwendig  positiven  Grössen  sich 
summirende  Glied   sehr  klein  wird.     Es  wird  also  genähert  gesetzt  werden  dürfen: 
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der  Fulge  häufig  die  Summenzeiphen  vorkommen,    si)  werde    ich    hierriir   die 
bequeme  Gauss '»iche  IteKeichnung  einfiihreu,  indem  man  statt  des  SuumenKeichetiR 
ilio  zu  eummireude  Funktion  in  eckige  Klammer  setzt,  es  ist  also : 
{J  J]  =  [J  J]=m-'B  . 
nun  E    der  mittlere   Fehler  einer  Beobachtung,    so   ist  iiaeh   der  Defiiiitiun  des 
ittleren  Fehlers: 

'  =  ijj]. 

id  es  besteht  demuaeh  die  Relation : 


■tot  nun  E    der  mittler 
^Bittleren  Fehlers: 

^pad  es  besteht  demus 

^^t  aber  die  mittleren, 
ZU  einander  stehen,   si 


K=-^   , 


0 


nd  Durchschnitts-Fehler  in  linearer  Relation 


wahrscheinlichen  i 
I  ist  auch : 

E  :  €  =  R  :  r  =  H  :  ^  =  i  :  Vm  ,  2) 

d.  h.  der  mittlere,  wahrscheinliche  und  Durchschnitts-Fehler  des  arithmetischen  Mitl«ls 
■Mrhält  sich  zum  mittleren,  wahrscheinlichen  und  Durchschnitt»- Fehler  einer  einzelnen 
pPkobachtunfj ,   wie  sich  umgekehrt  die  Uiiadratwurzel  aus  der  Anzahl   der  Beobach- 
tungen ZTir  Einheit  verhält.    Bezeichnet  man  aber  durch  [H]  das  Maass  der  Präcision 
des  arithmetischen  Mittels,  mit  A  das  der  einzelnen  Beobachtung,  so  resultirt  auch: 
_  i:Vm=h:[H),  3) 

■L  h.  die  (Genauigkeit  nimmt  im  Verhaltniss  der  Quadratwurzeln  aus  der  Anzahl  der 
^neobachtiingen  zu;   hält  man  diess   mit   der  oben   [pag.  279)    gegebenen  Definition 
des    Ciewiehtee  p    zusammen,     wonach     dasselbe    der    Anzahl    der    Beobachtungen 
proportional    wächst  und    bezeichnet  mit  I'  das  Gewicht  des  arithmetischen  Mittels, 
_«o  erhält  man   eine  bereits   anderweitig    (pag.  291)  erwiesene  Kelation: 

h:{H)=Vp:  VP.  4) 

\f  h.  die  Quadrate  der  Präcisionen  verhalten   sich  zu   einander    wie   die   Gewichte, 


I  die  Präcisionen  verhalten   sich   zu   einander 
ichte ;  daraus  resultirt  auch  : 

E:t  =  yp:^P 
R:r  =  Vp:VP 
H-.Tj^Vp:  VP 
L  b.    die  Quadrate   der  Prat^isionen   verhalten  sich   umgekehrt 
tieren,  wahrBcheinlichen  und  Durchsthnitts-Fehler. 


lie  Quadratwurzeln   der  Ge- 


%  7.    Bestimmung  den  mittleren  und  des  Durchweh  nittN- Feh  lere  ans 
gleich  werthigen  Beobachtangen. 

Fs  war  bisher  immer  vorausgesetzt  worden  ,  dass  die  wahren  Beobachtungs- 
liler  J',  J' . . .  bekannt  seien,  und  ans  diesen  wurden  die  verschiedenen  Fehler- 
ten  hcrgelfitet.     JJuu  find  aber  die   wahren  Heobachtungsfehler  niemals   in  voller 
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Strenge  bekannt  und  es  stellt  sich  daher   die  Aufgabe^   aus    den  nur  .nahe   lichl^ 
zu     bestimmenden     Beobachtungsfehlem     (Beobachteter   Werth    —    arithmetisoiM 
Mittel)  nach  dem  Principe  der  Wahrscheinlichkeit  die  yerschiedenen  Fekleraiten  lu 
bestimmen. 

Sind  JlT,  3f' ,  -W"  ...  die  beobachteten  Grössen  und  M  der  Werth  des  ariA- 
metischen  Mittels,  und  werden  die  durch  die  Rechnung  gefundenen  Fehle?  (Beob. 
Werth  —  arithm.  Mittel)  durch  t?  bezeichnet^  so  ist: 

v'  =  M  —  M,  v'  =  M"—M,  r"'  =  iir'  — J/,... 

welche  Werthe  mit  den  wahren  Beobachtungsfehlem  identisch  wären,  wenn  M  dem 
wahren  Werthe  der  Unbekannten  x  entsprechen  würde,    welche  VoraussetzuBg  nvi 
dann  statthaft  ist,  wenn  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Beobachtungen  yorliei^.     Sei 
nun  der  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  durch  i  bezeichnet,  so  ist: 

M — X  =  d 
und  offenbar: 

oder 

^'  =  t?'  +  d  ,      ^'  =  ü"  +  d  ,      ^"  =  o"'  +  d  . . . 

Sind  nun  m  derartige  Beobachtungen  vorhanden,    so    wird   die  Summe  der  Fehler — 
quadrate  bestimmt  sein  durch: 

[JJ]  =  [vv]  +  2[v]d  -\-md^  , 

Nun  ißt  aber  nach  der  Bestimmung  des  arithmetischen  Mittels  M  nothwendig : 

Lt?j  =  o  , 

also  besteht  auch  die  wichtige  ReliMion: 

[z^zl]=[üü]  +md2  ,  i) 

in  welcher  aber  d  unbekannt  ist  und  den  Unterschied  zwischen  dem  wahren  Werth 
und  dem  arithmetischen  Mittel  angibt ;  es  wird  aber  das  Quadrat  dieses  Unterschiedes 
mit  dem  Quadrate  des  mittleren  Fehlers  des  Resultates  im  Durchschnitte  übereiii- 
einkommen.  Ist  also  e  der  mittlere  Fehler  der  einzelnen  Beobachtung^  so  ist  auch 
nach  Gleichung  2]  des  vorausgehenden  Paragra|>hen  (pag.  301) : 

d?  =  -i-  ; 
andererseits  ist  aber  nach  der  Definition  des  mittleren  Fehlers : 

W€2=   [JJ]   , 

daher  schreibt  sich  statt  i) : 

w  €^  =  [r  r J  +  ^^ ) 
oder: 


m — 1  '  f    m — I     '  ' 


nach  welcher  Formel  der  mittlere  Fehler  zu  bestimmen  ist,    aus  den   zwischen  den 
Beobachtungen  und  dem  axithmetischen  Mittel  auftretenden  Differenzen  9. 


Geht  man  sofort  auf  die  Relationen  über,  die  den  mittleren  Fehler  mit  dem 
wahrscheinlichen  Fehler  verbinden,  so  erhält  man: 


r  =  ±  0.6745  /H  ,  3) 

und  die  bezüglichen  Fehler  der  arithmetischen  Mittel  werden: 


B=±yj^,    B = ± 0.6745  i/-S^n •  4) 

Hiermit  ist  die  Möglichkeit   geboten  aus   den   Beobachtungen  selbst  r  und 
demnach  auch  h  zu  bestimmeh  und  so  die  Bedeutung  von  (p  [J]  völlig  festzustellen; 
man  ist  also  Jetzt  in  der  Lag6,    an  jeder   gegebenen   Beobachtungsreihe   die  theo- 
retisch gewonnenen  Resultate  über  die  Fehlervertheilung  zu  prüfen.     Ehe  ich  aber 
daran  gehe,   will  ich  noch  zeigen,   wie  man  zur  Kenntniss  des  Werthes  r  auch 
durch  die  Summe  der  Unterschiede  zwischen   den  Beobachtungen  und  dem  arith- 
metischen Mittel  genommen  im  absoluten  Sinne  [-t-  v]   ^elangeil  kann ,    ein   Ver- 
fahren, welches  bei  gleichwerthigen  Beobachtungen  auf  eine  bequemere  Rechnung 
fährt.     Setzt  man  vorerst  eine  sehr  umfassende  Beobachtungsreihe  voraus,  so  wird 
sehr  nahe  sein  : 

mi.d  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  (pag.  300) : 
wird  im  grossen  Durchschnitte  sein : 

[+  «]  =  ±  )/^y;STH     oder    VR  =  ±  J^^  |/l  , 

woxnit  also  jene  Relation  hergestellt  ist,  die  im  Allgemeinen  zwischen  [od]  und 
[+-  c]  bestehen  wird;  setzt  man  dieselbe  in  die  Gleichung  2),  3)  nnd  4)  ein,  so 
erhalt  man: 


ytn'm—i)  my(m— I) 

r  =  ±  0.8453  -M^  ,  R=±  0.8453       '"^ *" 


ym{m — 1)  tny{m — 1) 


5) 


§  8.    Erlänternng  and  Prtifang  der  TOrstehenden  Methoden  durch  die 

Beobachtungen. 

Es   soll   nun  zur  Erläuterung  tind   Ptüfung   der  vorstehenden   Methoden  ein 

^^lapiel  vorgenommen  werden,  welches  allerdings  nicht  ganz   die  genügende  Aus- 

^^lumng  hat,  doch  würde  ein  grösseres  Beispiel  zu  viel  Raum  in  Anspruch  nehmen. 

^  wurde  mit  Hilfe  einer  Mikrometerschraube  ein  Intervall  von  600"  4omal  gemessen 
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um  den  Grangfehler  der  Schraube  zu  bestünmen;  ich  setze  neben  eine  jede  Be- 
obachtung sofort  den  Unterschied  zwischen  dem  angenommenen  Mittel  und  der- 
selben im  Sinne:  Beobachtung -Rechnung,  und  ausserdem  das  Quadrat  dieses  Unter- 
schiedes an;  man  erhält  so: 


3f 

V 

vv 

if 

V 

vv 

3f 

V 

vv 

I 

6oo"o 

2"2 

4^84 

15 

601  "4 

—  0^8 

0^64 

2S 

600^9 

-   1^3 

r69 

2 

599-7 

— 

2.5 

6.25 

16 

601.4 

—  0.8 

0.64 

29 

601.4 

—  0.8 

0.64 

3 

599-5 

— 

2.7 

7.29 

17 

603.4 

+  1.2 

1.44 

30 

600.8 

—  1.4 

1.96 

4 

604.6 

+ 

2.4 

5.76 

18 

603.1 

+  0.9 

0.81 

31 

600.0 

—  2.2 

4.84 

5 

603.9 

+ 

1-7 

2.89 

19 

601.8 

—  0.4 

0.16 

32 

600.7 

1.5 

2.25 

6 

604.8 

+ 

2.6 

6.76 

20 

600.6 

—  1.6 

2.56 

33 

601.4 

—  0.8 

0.64 

7 

606.1 

+ 

3-9 

15.21 

21 

602.0 

—  0.2 

0.04 

34 

602.9 

+  0.7 

0.49 

8 

604.7 

+ 

2.5 

6.25 

22 

602.7 

+  0.5 

0.25 

35 

602.9 

4-  0.7 

0.49 

9 

602.1 

0. 1 

O.Ol 

23 

603.7 

4-  1.5 

2.25 

36 

602.4 

+  0.2 

0.04 

lO 

602.2 

0.0 

0.00 

24 

602.1 

—  O.I 

O.Ol 

37 

602.4 

+  0.2 

0.04 

II 

600.7 

1.5 

2.25 

25 

602.3 

-|-  0.1 

O.Ol 

38 

602.1 

—  0.1 

O.Ol 

12 

602.4 

+ 

0.2 

0.04 

26 

602.6 

4-  0.4 

0.16 

39 

603.6 

+  1.4 

1.96 

13 

601.6 

0.6 

0.36 

27 

602.7 

+  0.5 

0.25 

40 

*6o3.6 

+  1.4 

1.96 

14 

601.7 

— 

0.5 

0.25 

Da  allen  Beobachtungen  das  gleiche  Gewicht  zuerkannt  ist,  so  ist  der  wahr- 
scheinlichste Werth  der  Unbekannten  gleich  dem  arithmetischen  Mittel,  es  ist  also : 

M  =   602"2    , 

und  die  Unterschiede  dieses  Mittelwerthes  gegen  die  Beobachtungen  finden  sich  in  der 
mit  V  überschriebenen  Columne;  bildet  man  überdies  die  Quadrate  dieser  Fehler, 
so  hat  man  sich  vorerst  die  nöthigen  Hilfsgrössen  verschafft,  um  den  wahrschein- 
lichen Fehler  r  zu  bestimmen;  man  erhält  zunächst: 

[4-  r]  =  45.1  [vv]  =  84.39  • 

Zur  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  kann  man  beide  Werthe  be- 
nützen; es  ist  klar,  dass  eine  völlige  Uebereinstimmung  beider  Zahlen  nicht  hervor- 
treten wird,  indem  ja  die  Identität  nur  bei  einer  unendlichen  Anzahl  der  Beobach- 
tungen hervortreten  könnte:  man  hat  nach  §  7  Gleichung  3)  und  5)  (pag.  303)  hier- 
für die  Relationen,  wenn  man  sofort  die  auftretenden  Coefficienten  logarithmisch. 
ansetzt  und  zu  den  Formeln  das  aus  den  obigen  Zahlen  gewonnene  Resultat  hinzu — 
fügt: 


r  =  ±  [9.8290]  j/i^  =  ±  o"992 


r  =  ±  [9.9270] 


[+v]       _ 


ym{m — i) 


=   ±   o"962    . 


Man  sieht,  dass  beide  Resultate  in  sehr  befriedigender  Weise  stimmen ;    da  aber  i: 
der  Regel  die  mit  Hilfe  des  mittleren  Fehlers  berechneten  Werthe  von  r  der  Wahcr*- 
heit  näher  kommen,  als  die  aus  dem  Durchschnittsfehler  erhaltenen,  so  soll  für  dL^ 
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folgenden  Rechnungen  der  erstere  Werth  fr  =  dz  o"gg2)  beibehalten  werden ,  wie- 
wohl es  klar  ist,  dass  man  keine  wesentlich  anderen  Resultate  erhalten  würde, 
wenn  man  den  zweitlen  allein  benützen  würde.  Herechnet  man  nun  den  wahr- 
scheinlichen  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  (vergl.  2]  pag.  301),    so  findet  sich: 

Ä  =  -^  =  ±o"i57. 

Das  Maass  der  Präcision  findet  sich  nach  §  4  (pag.  295) : 

h  =  ^^^  =  0.481. 


Um  nun  die  Theorie  mit  der  ^Erfahrung  durch  die  Formel  §  4  Gleichung  7) 
(pag.  297)  vergleichen  zu  können,  ordne  ich  die  obigen  Fehler  ihrer  Grösse  nach. 
Man  findet  so,  wenn  man  jeden  Fehler  mit  der  Nummer  der  Hcobachtung  versehen 
ansetzt : 


+t> 

+  v 

+  v 

- 

ft^ 

10  o"o 

26 

o"4 

33 

o"8 

20 

i"6 

9  o.i 

M 

0.5 

18 

0.9 

5 

1-7 

24  0.1 

22 

0.5 

17 

1.2 

I 

2.2 

25  0.1 

27 

0.5 

28 

1-3 

31 

2.2 

38  0.1 

13 

0.6 

30 

1.4 

4 

2.4 

12  0.2 

34 

0.7 

39 

1.4 

2 

2.5 

21  0.2 

35 

0.7 

40 

1.4 

8 

2.5 

36  0.2 

•  15 

0.8 

II 

1-5 

6 

2.6 

37  0.2 

16 

0.8 

23 

1-5 

3 

2.7 

19  0.4 

29 

0.8 

32 

1-5 

7 

3.9 

Fasst  man  nun  die  Fehler  in  Gruppen  zusammen,  die  zwischen  den  Grenzen 
0.0  —  0.5,  0.5  —  i.o,  i.o — 1.5,  1.5 — 2.0,  2.0  —  2.5  und  2.5 — 00  liegen,  und  zählt 
die  Hälfte  jener  Fehler,  die  genau  an  der  Grenze  liegen,  zur  Hälfte  zur  voran- 
gehenden und  zur  Hälfte  zur  nachfolgenden  Gruppe,  so  erhält  man  als  Resultat 
jene  Zahlen,  die  ich  weiter  unten  in  der  mit » beobachtet «  überschriebenen  Columne 
aufgenommen  habe.  13ildet  man  nun  die  Argumente  /i  J  für  die  Integraltafel  XIV 
(vergl.  §  4  pag.  297],    so   erhält  man  mit  Hilfe  derselben: 


J 

hJ 

Jjk 

JkJi    JkJi 

0.0 

0.000 

0.000 

0.266 

0.5 

0.240 

0.266 

0.238 

I.o 

0.481 

0.504 

0.188 

1-5 

0.721 

0  692 

0  134 

2.0 

0.962 

0.826 

0.085 

2.5 

1.202 

0.91 1 

0.089 

00 

00 

I.OOO 

Oppolxer,  BahnbestimmniiKen.  II. 


3<) 
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Multiplicirt  man  nun  die  in  der  letzten  Columne  als  erste  Diffexenzwerthe  an- 
gesetzten Zahlen  mit  der  Anzahl  der  Beobachtungen  (vergl.  §  4  pag.  297),  so  findet 
man  die  nach  der  Theorie  innerhalb  der  gegebenen  Grenzen  sich  vorfindende  Fehlen 
anzahl;  dieselbe  steht  in  der  Columne  »berechnet«. 


Grenzen 

beobachtet 

berechnet 

0.0 — 0.5 

12-5      , 

10.6 

0.5 — I.O 

9-5 

9-5 

i.O — 1.5 

6.5 

7-5 

1.5 — 2.0 

3-5 

5.4 

2.0 — 2.5 

4.0 

3-4 

2.5 — 00 

4.0 

3-6 

Die  Vergleichung  zeigt  also,  dass  in  der  That  die  'llieorie  mit  der  Erfahrung 
in  sehr  befriedigender  Weise  stimmt. 


§  9.   Bestimmung  des  mittleren  Fehlers  aus  ungleichwerthigen 

Beobachtungen. 

Es  ist  bei  den  letzten  Entwickelungen  stets  der  einfachste  Fall  in  Betracht 
gezogen  worden,  wo  eine  Unbekannte  aus  einer  bestimmten  Anzahl  directer  He- 
obachtungen  von  gleichem  Gewichte  abgeleitet  wurde;  es  soll  nun  die  Aufgabe  ge- 
löst werden,  aus  Beobachtungen  von  verschiedenen  Gewichten  den  mittleren  und  den 
wahrscheinlichen  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit  zu  ermitteln. 
Die  Resultate  der  Beobachtungen  wären  3f' ,  JtT',  JHf '",  . . . ,  diesen  Resultaten  wären 
beziehungsweise  die  Gewichte  p\  p*\  p'"  . . .  zugetheilt .  dann  ist  der  durch  das 
arithmetische  Mittel  bestimmte  wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten  (vergl. 
pag.  280)  3f  bestimmt  durch: 

in  welchem  Ausdrucke  die  Gewichtseinheit  offenbar  willkürlich  ist.  Einigt  man 
sich  aber  über  eine  Einheit  und  sei  dann  e  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung, 
die  das  Gewicht  i  erhält,  so  ist  offenbar  der  mittlere  Fehler  des  Endresultates  be- 
stimmt  durch: 


E  = 


V[p\ 


l^ezeichnet  man  ähnlich  wie  früher  mit  x  den  wahren  Werth  der  Unbekannten 
und  setzt  wieder: 

M —  X  =  d  . 
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80  wird  die  Relation  zwischen  den  wirklichen  Bcohachtungsfehlem  J\  J"^  J"'  . . . 
und  den  Differenzen  zwischen  den  beobachteten  Werthen  und  dem  angenommenen 
Mittelwerthe  bestimmt  sein  durch: 

^'  =  ü'  +  d  ,  J"  =  v"  -^d,  J"'  =  v'"  +  <J  ,  ... 
der  Fehler  J'  wird  zur  ]^eobachtung  M  gehören,  die  das  Gewicht  p  erhält  und 
ähnlich  für  die  übrigen.  Statt  aber  einer  Beobachtung  das  Gewicht/?'  zuzuschreiben, 
kann  man  sich  vorstellen,  dass  dieselbe  das  Resultat  ist  von  p'  Einzelnbeobachtungen 
mit  der  Gewichtseinheit,  es  wird  also  in  dieser  der  Fehler  J\  p*  mal  vorkommen, 
ebenso  der  Fehler  J'\  p"  mal  u.  s.  f. ;  es  >vird  demnach  sein : 

[pJJ]  =  [p  «?«?]  +  2  [pv]d  +  [p]  52  . 
Hier  ist  aber  der  Bildung  der  Grösse  M  gemäss  streng : 

[pv]=o  , 
demnach  hat  man  auch: 

[p  J  J\  =  [/?  t?r]  +  \p\  ^2. 
Für   d^  wird   aber,    wie   oben,    das  Quadrat   des   mittleren  Fehlers   des  Ge- 
sammtresultates  zu  setzen  sein,  also  da  ist: 

62 


\  1 


So   wird  man  haben: 

[p  JJ]  =  [/?  f?  e?]  4-  «^ .  2) 

Es  erübrigt  nur  noch  die  Grösse  [pJJ]  durch  e  auszudrücken.    Es  ist  aber 
^Ui  Durchschnitte  für  die  wahrscheinlichen  Fehlerquadrate  anzunehmen : 

[p  J  J\  ==  m  «2  , 
"Wenn  m  die  Anzahl  der  Beobachtungen,    die    verschiedenes   Gewicht   haben,    vor- 
stellt, welche  Zahl  jedoch  nicht  mit  der  Summe   der  Gewichte  verwechselt  werden 
darf.     Führt  man  nun  diese  Relation  in  Gleichung  i)  ein,  so  findet  sich  sofort: 


\ind  für  die  wahrscheinlichen  Fehler: 


, = ±  „.6,45  i/g .  *= ±  0.6,45  j/jg^, .    4) 

Man  wird  beachten,  dass  man  ganz  dasselbe  Resultat  für  €  und  r  erhalten 
irärde,  wenn  man  jede  einzelne  Beobachtung  mit  der  Quadratwurzel  des  Gewichtes 
(also  mit  der  Präcision)  multipliciren  würde  und  dann  die  gefundenen  Zahlen  so 
l)ehandelt  hätte,  wie  Beobachtungen  mit  gleichem  Gewichte.  Es  wird  sich  später 
herausstellen,  dass  auch  in  complicirteren  Fällen  dieses  Verhältniss  hervortritt  und 
man  hat  demnach  ein  sehr  einfaches  und  radicales  Hilfsmittel  gewonnen,  um 
Beobachtungsresultate  von  verschiedenem  Gewichte  nach  jenen  Methoden  behan- 
deln zu  können,  die  für  gleichwerthige  Beobachtungen  gelten. 

39  ♦ 
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Schliesslich  kann  noch  bemerkt  werden,  dass  man  für  die  RechnüBg  des 
wahrscheinlichen  Fehlers  auch  die  absoluten  Fehler  verwerthen  kann;  mit  Hilfe  der 
zuletzt  gemachten  Bemerkung  wird  man  aber  statt  der  Relation: 

die  pag.  303  gefunden  wurde,  zu  schreiben  haben: 

und  erhaltesn : 

r  =  ±  0.8453  ^^,  ,       B=±  0.8453  i7ft=Ä^  ,  5i 

doch  bieten  diese  Formeln  im  vorliegenden  Falle  geringere  practische  Vortheile  als 
oben. 

Es  sollen  nun  die  vorstehenden  Formeln  durch  ein  Heispiel  erläutert  werden; 
ich  werde  das  früher  gewählte  Heispiel  wieder  vornehmen,  aber  dasselbe  durch  eine 
willkürliche  Zusammenfassung  der  Einzclnbeobachtungen  in  Resultate  von  verschie- 
denen  Gewicht  verwandeln ;  ich  erhalte  so  : 


M 

Gewicht 

I        5 

6oi"5 

5 

6       8 

6o5"2 

3 

9 

602.1 

I 

10 — 12 

601.8 

3 

13      17 

601.9 

5 

18 

603.1  ^ 

1 

19 — 20 

601.2 

2 

21—30 

602.1 

10 

31     34 

601.2 

4 

35     40 

602  8 

•        1          •    .                        mm 

6 

V 


vv 

pvv 

0.49 

2.45 

9.00 

27.00 

0.0t 

O.Ol 

0.16 

0.48 

0.09 

0.45 

0.81 

0.81 

1.00 

2.00 

O.Ol 

O.IO 

1.00 

4.00 

0.36 

2.16 

—  o  7 
+  3-0 

—  o.i 

—  0.4 

—  03 
+  0.9 

—  1.0 

—  0.1 

—    I.O 

+  0.6 

daneben  habe  ich  in  die  Columne  v  und  vv  die  Unterschiede  der  Heobachtung 
gegen  die  mit  Rücksicht  auf  Gewicht  abgeleiteten  Mittelwerthe  und  die  Quadrate  der- 
selben gesetzt.  In  der  Columne  pt)v  finden  sich  die  letztgenannten  Fehlerquadrate 
mit  ihrem  Gewichte  multiplicirt ;  für  M  findet  sich  nach  Gleichung  i )   pag.  306 : 

M=bo2"2  ;  und  weiter  [p  f>v]  =  39*46, 

se  wird  also  nach  Gleichung  3)  und  4)  pag.  307 : 

r=±   i"4i 

E=±   o"22   . 

Vergleicht  man  diese  Zahl  mit  der  oben  (pag.  305)  für  i2  gefundenen  zt  ©"16, 
so  findet  man  allerdings  keine  ganz  genügende  Uebereinstimmung,  wie  dies  zu  erwar- 
ten ist,  da  in  dem  letzteren  Falle  die  Anzahl  der  Heobachtungen,  die  man  den  Prin- 
cipien  der  Wahrscheinlichkeit  unterworfen  hat,  nur  gleich  10  ist;  man  wird  daher  bei 
einer  so  geringen  Zahl  nicht  erwarten  dürfen,    dass  sich  alle  Zufälligkeiten  völlig 


309     

elimiuireii  köiiiieii,  und  dies  als  enieuteii  Hinweis  betrachten  dürfen,  diisf^  die  Me- 
ihode  der  kleinsten  Quadrate  nur  dann .  und  liier  auch  nur  unter  gewissen  obeu 
erwähnten  Vorbehalten,  verläseliche  Resultate  liefern  kann,  wenn  eine  gTosse  Anzahl 
ri)u  Iteohachtuugen  vorlicKt.  Da  bei  der  Ünrchfühniiift  des  obigen  Heispieles  aber 
nur  die  Absieht  vorlag,  die  Rechnung  nach  den  Formeln  klar  zu  legen,  so  mag 
dasselbe  für  diescti  nächsten  /weck  genügen. 


¥ 


S  10.    Ermittelung  Hes  mittleren  Fehlers  einen  Resultates  ann  der  Summe  und 
Differenz  directer  ReobHcbtuugen. 

Indem  durcli  die  vorstehenden  Entwickelungen  die  Anwendun^f  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  auf  den  Fall  directer  1  Beobachtungen  der  Unbckannlen  er- 
ledigt erecheint,  soll  der  durch  die  Lieberschrift  bezeichnete  tSpccialfall  anhiingsweixe 
hier  näher  vorgenommen  werden ,  haujitsächlich  aus  dem  Oninde ,  weil  derselbe 
in  einer  völlig  unabhängigen  Art  eine  bereits  in  zweifacher  Weise  erwiesene 
theoretische  Grundlage  der  Methode  bestätigt.  —  Die  bisherigen  Itetrachtungen 
waren  bislang  den  Fällen  angepasst  worden,  wo  unmittelbar  die  zu  bestimmende 
Grösse  beobachtet  wurde,  in  der  Anwendung  wird  man  aber  meist  mit  complicirteren 
Fällen  zu  thun  haben,  welche  sich  jedoch  meist  ohne  Schwierigkeit  auf  die  bisher 
in  Hetracht  gezogenen  einfachen  Fälle  reducireii  lassen ;  bevor  jedoch  an  die  Lü- 
simg  dieser  allgemeinen  .\ufgahe  geschritten  wird,  soll  hier  noch  der  verhaltniss- 
mässig  einfache  Fall  in  Betracht  gezogen  werden,  wo  eine  Grösse  durch  die  -Summe 
und  Differenz  unmittelbar  beobachteter  Werthe  bestimmt  wird,  wobei  jedoch  die 
beobachteten  Werthe  als  völlig  von  einander  unabhängig  gedacht  werden.  Es  ist 
also  T  bestimmt  iliirch  die  Itelalion : 

a^  =  y,  ±  yi  , 
wobei  durch  y,  und  t/i  die  wahren  Werthe  der  Funktionen  vorgestellt  werden  ,  die 
durch  ihre  Simirae  oder  Differenz  den  wahren  Werth  von  .r  finden  lassen.  Die  l!e- 
obachtungen  »elbst  werden  aber  den  wahren  Werth  von  t/,  und  y.^  nicht  genau 
wiedergeben  und  der  mittlere  Fehler  der  einitelnen  Heobachtnngeii  einer  jeden  .solchen 
Keo)  iHch  tu  ngs  reihe  sei  beziehungsweise  Ci  und  Cj .  Die  Meobach  tun  gen  werden  hier: 
für  ji  die  Fehler  i/|',  ^j",  ^i"  . . . 

-   y2    '       "       ^i'i  -^-i",  ■^■l"  ■  ■  ■ 

ergeben,  demnach  winl  der  Fehler  von  r  sein,  der  sich  aus  ( 'ombinaliiui  der  orstoTi 
Heobachtungen  ergibt,  je  nachdem  man  die  Summen  und  Differenzen  zu  nehmen  hat 

iJi'  ±  Ji)  . 
lind   iihnlich  crhiilt  man  aus  der  Combinatioii    der  zweiten    und    folgenden    Ifeobach- 
tungrn  : 

[j,"  ±j{  .  \j"'±  -j-r, . . . 

_  llildel  man  nun  die  Suninie  der  Fchleniuadvate    und    nennt  (,„    den  niitLleren 

^pkler  einer  lleslimmung  von  j:  und  setzt  voraus,  dass  sowohl  y,  als  auch  yj,  m  mal 
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beobachtet   wurde,    so  dass  m  liestimmungen  von  x  vorliegen ,   so  miiss  nach  der 
Definition  des  mittleren  Fehlers  sein  : 

m  e„2  —  [^j  ^j]  ±:  2  [J^  J^  +  [^2  ^2]  • 
Ist  aber  die  Anzahl  der  l^eobachtungen  gross,  so  wird  bald  das  mittlere  Glied, 
welches  aus  der  Summe  von  Gliedern  mit  verschiedenen  Zeichen  gebildet  wird, 
gegen  die  äusseren  Glieder,  die  sich  aus  Quadraten  summiren,  verhältnissmässig 
klein  werden  und  man  wird  mit  einem  ge^dssen  Grade  der  Annäherung  schreiben 
dürfen : 

m  €^2  =  [^j  ^j]  _|.  [^2  ^2]  • 
Bedenkt  man  aber,,  das  ist: 

so  erhält  man  unmittelbar: 


60  =  ±  V€l2  +  €2^  ,  I) 

d.  h.    der    mittlere  Fehler    einer    solchen   combinirten  l^eobachtung   ist    gleich  der 

Quadratwurzel    aus  der   Summe    der   Quadrate   der    mittleren   Fehler    der    directen 
Beobachtungen . 

Wie  man  sieht,  könnte  man  leicht  diese  Betrachtungen  auf  solche  Beobach- 
tungen ausdehnen,  die  sich  aus  mehren  directen  Heobachtungen  additiv  und  sub- 
tractiv  combiniren ,  man  würde  den  mittleren  Fehler  der  Bestimmung  von  x^  dann 
erhalten  aus : 


eo=±V[ee]   , 
wobei  gesetzt  ist: 

[e  e]  =  €1^  -h  €2^  -}-  €3^  +  . . .  ,  2) 

und  sich  die  verschiedenen  e| ,  €2  •  •  *^^  di®  Resultate  der  directen  Messung  be- 
ziehen ;  natürlich  gilt  auch  dieselbe  Relation  für  den  wahrscheinlichen  Fehler,  man 
hat  daher: 


ro  =  ±  V[rr]   . 

Wollte  man  das  Gewicht  einer  solchen  Bestimmung  von  x  bestimmen,  so  hat 
man  nur  zu  beachten,  dass  nach  dem  obigen  (vergl.  pag.  301)  sich  die  Gewichte 
direct  wie  die  Quadrate  der  Präcisionen  oder  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der 
wahrscheinlichen  Fehler  verhalten ;  seien  nun  die  Gewichte  der  einzelnen  Bestim- 
mungen P\  1  P'ii  P's  ' '  -  9  so  wird  sein : 


und  man  hat: 


'  i'i  '       ^*^         Pi'       ^^         Pi 


Hätte  man  die  Unbekannte  durch  die  Summation  von  m  gleich  genauen  Be- 
obachtungen, deren  mittlerer  Fehler  e  sei,  bestimmt,  so  ist  der  mittlere  Fehler 
dieser  Summe  «o  nach  den  eben  angestellten  Betrachtungen  bestimmt  durch: 

€q2  =  ^  £2     oder    €0  =  ±  e  Vm  , 


dmdirt  man  nun  beiderseits  durch    m,    so    erhält   inaii    eine 
ganz  andere  Weise    pag.  301)  licwiesene  Relation,  nänilidi : 


wobei  1 


I  beachten  hat,   da* 


-  der  mittlere  I-'ehler   des   arithmetischen   Mittels 


ist.  Es  nimmt  also  der  mittlere  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  im  umj^ckelirten 
VerbältnisB  znr  (luadratwiirzel  der  Anzahl  der  zum  Mittel  vereinigten  Beobach- 
tungen ab.  Der  früher  betrachtete  Fall  der  Ermittelung  des  mittleren  Fehlers  eines 
Resultates  aus  der  Summe  und  Differenz  directer  Ifeobachtungen  ist  einer  Erwei- 
t<?rung  fähig,  die  häufig  genug  in  der  ÄnBcnihing  vorkommt;  es  seien  nämlich  die 
einzelneu  Snmmenwerthe  y,,  y^,  yj,  ...  bevor  dieselben  zum  Resultate  zusammen- 
zufassen sind,  mit  den  constanten,  aber  bekannt  vorausgesetzten  Factoren  beziehungs- 
r'  e  Qt,  (Tj,  »:,,.. .  xn  miiltipliciren,  dann  hat  die  vorgelegte  Funktion  die  Form : 
a:  =  ±  a,  y,  ±  ofj  y^  ±  «j  ya  ±  ... 

Sind  nun  die  bezüglichen  mittleren  Fehler  der  Ueobachtuiigsresultate  yi ,  y^, 
y,  .  .  ausgedrückt  durch  c, ,  Ej  ,  t,  . .  , ,  so  ist  sofort  klar,  dass  die  a  Factoren  be- 
dingen werden,  dass  der  mittlere  Fehler  des  ersten  Productes  c,  £,  sein  wird,  der 
zweite  «j  ej  u.  h,  f..  daraus  kann  man  unmittelbar  den  Schlnss  ziehen  mit  Rücksicht 
auf  die  für  den  einfacheren  Fall  gemachten  Betrachtungen,  dass  der  mittlere  Fehler 
des  Resultates  x,  der  wieder  durch  £j  bezeichnet  wird,  sich  darstellt  durch; 


e«  =  ±  I'a 


-  «a*  ii'  +  0 


sind  die  wahischeiriliclien   Fehler  t 


+  ...    =  ±  K[o'«>]; 
,   alle  gleicJi,   so  erhält  man: 


4) 


AcwenduDg  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  di 

oder  mehrer  unabhängiger  DubekEinnten  aus  Beobaobtung< 


%  1.   Allgemeines. 

Es  kann  nun  daran  gegangen  werden,  die  Lösung  fler  allgemeinen  Aufgabe 
durchzuführen,  nümbch  die  Ermittelung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  einer  be- 
liebigen Anzahl  von  Unbekannten,  welche  Funktionen  der  beobachteten  trrösaen 
sind;  die  oben  betrachteten  sjieciollen  Fälle  der  directen  Beobachtung  sind  natürlich 
in  dieser  allgemeinen  .\uflÖsung  mit  inhi^riffen. 

Dieses  allgemeine  Problem  umfasst  zwei   Klassen  von  Aufgaben,    welche  von 
laoder  abgetrennt    werden    müssen.      In    der   ersten  Klasse   sind    die  l  nbekaunten 
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unabhängig  (independent)  von  einander,  sind  also  keinen  weiteren  Bedingapgen  anter- 
worfen  als  den  Heobachtangen  möglichst  zu  genügen,  so  dass  yor  Anstellung  der  Be- 
obachtungen jedes  beliebige  System  von  Werthen  dieselbe  Wahrscheinlichkeit  für  sich 
in  Anspruch  nimmt ;  in  der  zweiten  Klasse  sind  schon  a  priori  gewisse  Bedingungen 
vorhanden^  die  streng  erfüllt  sein  müssen,  und  ausserdem  muss  der  möglichst  gute  An- 
schluss  an  die  Beobachtungen  erzielt  werden.   Dieser  letztere  Fall  spielt  insbesonden 
bei  den  geodätischen  Ausgleichsrechnungen  eine  wichtige  Bolle,   kann  aber  für  dea 
Zweck  des  vorliegenden  Werkes  übergangen  werden,  da  in  den  wenigen  hier  in  Be- 
tracht kommenden  Fällen  leicht  der  richtige  Weg  mit  Hilfe  der  Methoden  der  ersten 
Klasse  gefunden  werden  kann ;  es  wird  daher  in  der  Folge  nur  auf  die  Bestimmung 
von  einander  unabhängiger  Unbekannten  Kücksicht  genommen.     Wiewohl  ,dftdurch 
die  Au%abe   schon   wesentlich   eingeschränkt  ist,    so  muss  noch  eine  weitere  Ein- 
schränkung vorgenommen  werden,  die  daraus  resultirt,  däss  die  folgenden  Betrach- 
tungen einen  linearen  Zusammenhang  der  Unbekannten    mit    den  Beobacl^tungen 
fordern,  ein  Fall,  der  selten  genug  bei   der  Anwendung  hervortreten  wird;    ist  also 
das  Yerhältniss,  wie  es  in  der  Regel  der  Fall,  kein  lineares,  so  wird  man  sich  von 
Fall   zu  Fall   dadurch  helfen   können,   dass  man  die  lineare  Form  herstellt,  indem 
man  sich  in  irgend  einer  durch  das  Problem  bestimmten  Weise  sehr  genäherte  Werthe 
für  die  Unbekannten  verschafft  und   die  Verbesseningen   dieser  Näherungen   sucht; 
betrachtet  man  diese  als  Grössen  erster  Ordnung,  so  wird  der  Zusammenhang  zwi- 
schen   den    Incrementen    der    Unbekannten   zu  der    dadurch   bedingten    Aenderung 
in   der   Beobachtung    durch    den   diesbezüglichen   Differentialquotienten    in    linearer 
Weise  ausgedrückt  sein.     Es  kann  unter  Umständen  die  Ermittelung  der  genäherten 
Werthe  der  Unbekannten  und   die  Entwickelimg  der  Differentialquotienten  Schwie- 
rigkeiten machen,  für  diese  Ix)8ung  lassen  sich  aber  keine  allgemeinen  Kegeln  geben, 
da  dieselben  von  der  Natur  des  vorgelegten  Problemes  abhängig  sind.     Es  wird  in 
der  Folge  vorausgesetzt,    dass  für   die  gestellte  Aufgabe  den  eben  ausgesprochenen 
Forderungen  genügt  ist. 

Es  ist  demnach  die  vorgelegte  Aufgabe  dadurch  wesentlich  erleichtert,  dass 
die  Form  der  Abhängigkeit  der  Unbekannten  von  den  Beobachtungen  eine  lineare 
ist.  Ist  also  M  der  beobachtete  Werth,  x,  y,  z  , , ,  die  Unbekannten,  a,  6,  c  . .  . 
die  durch  das  Problem  bestimmten  (IJoefficienten ,  so  ist  die  allgemeine  Form  der 
Kelation  zwischen  der  Beobachtung  und  den  Unbekannten  dargestellt  durch: 

ax  -\'  b  y  -{-  c  z-{-  ,  ,  .-{-/=  M. 

Eine  solche  Gleichung  allein  gibt  nur  eine  Relation  zwischen  den  ün^ — 
bekannten,  ist  aber  nicht  zur  Bestimmung  derselben  ausreichend ;  es  müssen  noth — 
wendig  mindestens  ebensoviele  essentiel  verschiedene  Gleichungen  vorhanden  sein, 
als  Unbekannte  zu  bestimmen  sind ;  in  dem  letzteren  Falle  ist  die  Bestimmung  der — 
selben  eben  möglich,  soll  aber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  angewendete 
werden,  so  ist  es  klar,  dass  mehr  Gleichungen  als  Unbekannte  vorhanden  sei 
müssen.  Sind  nun  M^.  M2^  M^  ...  die  beobachteten  Werthe ,  so  wird  man  alt 
Bedinguugsgleichungen  haben : 
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ftese  werden  sich  aber  sofort  einfacher  schreiben  lassen^  wenn  man  zur  Abkürzung 
einführt  i 

Ml  —  h  =^^\ 

Ml  —  ^  =  »2 

3f 3  —  4  =  ^ 

•  •        • 

•  •        ■ 

^<^  n^^  71.1^  ?i,i  .  .  .  mit  den  Beobachtungen  im  directen  Zusammenhange  bleiben, 
^^il  /| ,  I2,  h  ' '  '  durch  das  Problem  bestimmte  Grössen  sind  ;  es  schreiben  sich 
d^V^er  die  Hedingungsgleichungen : 

Ol  a;  4-  i,  y  +  c,  «  4-  . . .  =  «i 
03  a:  +  4^  y  4-  C3  2  +  . . .  =  «3 

•  •  • 

Wären  die  Beobachtungsfehler  völlig  Null,  so  würde  jede  beliebige  Combi- 
*^ation  aus  einer  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  hinreichenden  Anzahl  von  Glei- 
chungen identische  Werthe  für  die  Unbekannten  finden  lassen,  wegen  der  Beobach- 
tungsfehler  aber  werden  zwischen  solchen  verschiedenen  Lösungen  Differenzen  auf- 
treten ;  die  Lösung  muss  demnach  so  vorgenommen  werden,  dass  den  Beobachtungen 
nach  dem  Principe  der  Wahrscheinlichkeit  genügt  wird.  Hierbei  wird  auch  auf  den 
Umstand  dass  nicht  allen  Beobachtungen  das  gleiche  Gewicht  ertheilt  wird,  Rück- 
sicht zu  nehmen  sein.  Die  folgenden  Betrachtungen  werden  aber  lehren,  dass  man 
durch  ein  sehr  einfaches  Verfahren  in  diesem  Falle  die  Bedingungsgleichungen  auf 
gleich werthige  zurückführen  kann. 

Sind  t?!,  t?2»  ^3  •  •  •  die  nach  der  Ausgleichung  übrig  bleibenden  Fehler  in  den 
T^eobachtungen  genommen  im  Sinne :  Beobachtung  -  Ueclmung ,  so  werden  die 
obigen  Bedingungdgleichungen  nach  Einsetzung  der  gefundenen  wahrscheinlichsten 
Werthe  der  Unbekannten  für  i»| ,  «2 »  ''•j  •  •  •  nicht  die  durch  die  Beobachtung  ge- 
fundenen Werthe  finden  lassen,  sondern  offenbar  die  Werthe  («i — f?i),  [ni—v^)  .  . ., 
es  werden  sich  daher  statt  der  f^edingungsgleichungen  die  folgenden,  jetzt  völlig 
erfüllten  Relationen  schreiben  lassen  : 

a,  a:  4-  i,  y  +  q  2  4-  . . .  +  t?,  =  w, 
«3  i«^  +  *3  y  +  ^a  «  +  •  •  •  +  «^3  =  ''s 

•  •  •  I  • 

•  •  •  • 

Ist  nun  B  der  hiittlere  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit,  so 

Oppolt«r,  BahnbMtimmaDgeD.  U.  40 
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wird  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  sein  mit  dem  Gewichte  pi  offenbar  -p , 

mit  dem  Gewichte  p2  aber  -=  u.  s.  w.     Würde  man  jeder  der  eben  hingestellten 

Gleichungen  die  Gewichtseinheit  zutheilen,  so  würde  der  mittlere  Fehler  von  r,, 
t?2,  t?3  u.  8.  w.  im  Allgemeinen  gleich  werden  t;  es  sollen  aber  entsprechend  den  an- 
genommenen Gewichten  die  Fehler  —= ,  --=  . . .  gefunden  werden ,  dies  wird  man 

aber  erreichen  können,  wenn  man  die  oben  hingeschriebenen  Gleichungen  mit 
yp\  y  ^Pi  ^-  s.  w.  durchmultiplicirt;  man  hat  dann: 

yp^  (HX  +  yp^bxV  +  y'pxc^z+  ...+}/pxVx  =  Vpxny 

}  V 

>>:i  «3  ^  4-  1^  *3  y  +  V5^  ^3  «  +  .  .  .   +  VP-A  »3  =  V>3  »3 


Behandelt   man   nun   diese  Gleichungen  unter  Annahme  gleicher  Gewichte  für  die- 
selben, so  wird  jede  Gleichung  als  mittleren  Fehler  e  geben;  es  wird  also  sein: 

e  =  Yp^  t?,      oder      t?i  = 


VPx 


e  =  yp2  »2      oder       V2  =  -p=  , 

VPi 

und  die  mittleren  Fehler  von  c, ,  t?2  •  •  •  sind  entsprechend  den  ihnen  zugetheilten 
Gewichten  bestimmt.  Man  leitet  daraus  die  Regel  ab,  dass  Beobachtungen  mit 
verschiedenen  Gewichten  ebenso  behandelt  werden  können,  wie  Beobachtungen 
von  gleichen  Gewichten,  wenn  man  alle  Bedingungsgleichungen  vorher  mit  der 
Quadratwurzel  des  Gewichtes  oder  mit  der  Präcision  durchmultiplicirt. 

Die  vorausgehenden  Betrachtungen  haben  also  gezeigt,  dass  man  unter  allen 
Bedingungen  das  Problem  reduciren  kann  auf  den  einfachsten  Fall,  nämlich  auf 
lineare  Gleichungen  mit  gleichem  Gewichte. 


§  2.   Bildung  der  Normalgleichungen. 

Den  im  vorstehenden  Paragraphen  aufgestellten  Bedingungsgleichungen: 


a2^  +  i2y+^2*+  .-.  —  «2=o 

%  ^  +  ^3  y  +  <^3  «  +   •  •  •    —  «3  =  O 


I) 


kann  im  Allgemeinen  in  den    hier   in  Betracht  kommenden  Fällen  nicht  völlig  gö* 
nügt  werden;    es   werden  Unterschiede   übrig   bleiben,    wenn  für  ar,  y,  z  bestimmte 
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the  eingesetzt  werden,  die,   im  Sinüe:  Heobachtung-Bechnung  genommen,  durch 
^j  v^  ...  bezeichnet  werden  sollen ;  man  wird  also  haben : 


«1  ^  +  *i  y  +  ^1  «  4-  •  •  •  —  'H  =  —  «'i  ] 


2) 


Unbekannten  x,  y,  z  ...  sind  aber  so  zu  bestimmen,  dass  die  Fehler  v  auf  das 
igste  Maass  herabgedrückt  werden;  das  wahrscheinlichste  System  wird  aber 
i  den  bisherigen  theoretischen  Betrachtungen  dasjenige  sein,  welches  die  Summe 
Fehlerquadrate  zu  einem  Minimum  macht ;  man  wird  also  der  Relation  genügen 
sen: 

[t?  t?]  =  üf  t?i  -|-  ©2  t?2  +  ^'a  «^3  +  •  •  •  =  Minimum.  3) 

Da  aber  x^  y^  z  ...  völlig  von  einander  unabhängig  vorausgesetzt  werden,  so 
s  die  Bedingung  des  Minimum  für  jede  dieser  Unbekannten  erfüllt  sein ;  und  es 
laher  nothwendig: 

dx  ^       dy  ^        dz  ^' 

Diese  Differentialrelation  gilt  auch  für  das  Maximum,  doch  schliesst  sich  das 
ere  sofort  hier  nach  der  Gestalt  der  Gleichungen  aus,  indem  dasselbe  nur  für 
idliche  Werthe  der  Unbekannten  eintritt. 

Den  durch   die   Gleichungen  4)    aufgestellten  Bedingungen  allein  und  keinen 

eren,  ist  die  Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten  unter- 

fen,  gelingt  es  also,  wie  es  in  der  'JThat  der  Fall  ist,  mit  Hilfe  dieser  Relationen 

3  weitere  Voraussetzungen  die  Unbekannten  zu  bestimmen,  so  ist  das  vorgesteckte 

erreicht. 

Führt  man  in  Gleichung  4)  die  angezeigten  Operationen  mit  Hilfe  der  Glei- 
ig  3)   aus,  so  erhält  man: 

dv\      ,  dvi      ,  dv^K     , 

"1  -J^  +  "2    rfT  +  «»ä  ^  +  •  •  •  =  ° 


5) 


Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  gleich  der  in  der  Gleichung  4)  aufgestellten 

ihl   der   Bedingungen,    die   aber  wieder  nur  von  der  Anzahl  der  Unbekannten 

mmt  ist;    es   sind  in  Gleichung  5)  also  so  viel  Gleichungen  von  verschiedener 

immensetzung  enthalten  als  Unbekannte  vorhanden  sind,  und  es  erübrigt  daher 

ts  zur  Bestimmung  der  Unbekannten   als   die  Coefficienten  der  Gleichungen  5) 

l>ekannte  Werthe  zu  reduciren.     Vorerst  werden  sich    die  Differentialquotienten 

V  nach  Gleichung  2)  sehr  leicht  bestimmen ;    man  erhält  aus   diesen  letzteren 

chungen  sofort  durch  Differentiation: 

40» 


4vt 

*,=.- 

1 

i,  =  - 

•*3  —           J_    J 

*»  =  - 

C2=  — 


dvi 

"ST"'  •• 


<^3 


, dvs 


dz 


6) 


Man  kann  daher  statt  Gleich\mg  5]  auch  schreiben 


a,  Ui  4-  «2  «^  +  Ö3  «'s  + 

Äi  0|   +  Äj  »2  +  A3  C3  + 

q  0|  +  Cj  ©2  +  ^  «'a  +  •  •  • 


•    • 


•   •    • 


o 
o 
o 


7i 


Ersetzt  man   nun  den  Werth  von  t?j,  t?2>  ^a  •  •  •  <l"rch   die  Relationen  in  der 
Gleichung  2)  (pag.  315),  so  verwandelt  sich  die  erste  Gleichung  7)  in: 

Ol  «1  a:  +  ö|  *!  y  +  «1  Ci  2  +  . . .  —  flfi  «I 

+  a2a2^+fla*2y  +  ö2C2«4----  —  «2^ 

^  =  o 
+  (h(hx  +  a^b2y  +  a'^C:iZ  +  ...  — 03113 


ähnlich  wird  die  zweite  Gleichung  7)  sich  schreiben  lassen : 

«1  ij  a;  4-  ^1  i|  y  +  ^1  ^1  ^  4-  •  •  •  —  ^\  ^i 

4-  03  ^3  :r  +  63  63  y  +  i3  C3  z  +  .  . .  —  ^3  »3 


=  o 


u.  s.  f.  —  Führt  man  nun  die  abkürzende  Gauss 'sehe  Summenbezeichmmg  (pag.  301) 
ein,  so  wird  man  statt  der  Gleichungen  7)  schreiben  können  die  folgenden,  in  welchfo 
die  Coefficienten  völlig  bekannte  Grössen  sind : 


[a  ä]  X  -\-  [a  b]  y  -\-  [a  c]  z  -\-  .  . .  =  [a  n] 
[ab]x  +[b  b]y+  [bc]z+  ,.  .  =  [b  n] 
[ac]  X  +  [b  c]  y  -{-  [c  c]  z  +  .  ,.  =  [c  n] 


8) 


Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  kommt  gleich  der  Anzahl  der  Unbekannten, 
die  Auflösung  dieser  Gleichungen  bestimmt  die  Unbekannten  nach  dem  Axiome, 
dass  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  ist;  man  nennt  diese  Glei- 
chungen die  Normalgleichungcn,  weil  dieselben  für  die  Bestimmung  der  Un- 
bekannten maassgebend  (normirendj  sind. 

Die  Bildung  und  Herstellung  der  Normalgleichungen  ist  nunmehr  theoretisch 
völlig  bestimmt,  nur  wird  die  thatsächliche  Durchführung  der  zahlreichen  Multipli- 
cationen  und  Additionen,  besonders  wenn  die  Anzahl  der  Unbekannten  und  der  Be- 
dingungsgleichungen anwächst,  das  Bedürfniss  fühlbar  machen,  die  nothwendigea 
Rechnungsoperationen  möglichst  übersichtlich  zu  gestalten ,  so  dass  oicbl  leidift  ein 


31? 

Itact  übergangen  werden  kann,  und  geeignete  Priifuiigsmittel  für  die  Riclitigkeit 
Bechnung  herbeiznsehaffen. 

Letzteres  Verlangen  kann  leicht  diireh  Bildung  einiger  Hilfsgrössen  befriedigt 
len.  Bildet  man  nämlich  die  l^umme  aller  zu  einer  Bedingungsgleichnng  ge- 
jer  Coefficienten  und  bezeichnet  dieeelbe  durch  s  mit  einem  entsprechenden 
Dt,  so  hat  man: 

L  «1  +  i,  4-  ci  + 4-  M,  =  Ä,  y 

I  «2  +  *i  +  cj  + -\-  7ij  =  a-i  I  ^ 

I  a^  +  b-i  +  C; +  ....  + »3  =  s.^  f  9' 


man  wird   Bofort   aur  Prüfting  der  t'oefficienten   der  Nonnalgleichiiogeu ,  wann 
)  sich  die  Bedeutung  des  Gauss'schen  Hummenzeichens  klar  macht,  haben; 


[a  «J  +  [0  i]  +  L«  "]  4-  ■ 
[ac]   +[bc\  +  [cc]   +. 


.  [a 
•  [4  «] 

■  [c  »I 


.]  =  t« 


4 


[,.«]  +  [4  »]  +  [»»!+. 


tien  Relationen  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Reehnungsuperatiunen  genügt 
)en  muHB.  Hierbei  könnte  aber  eine  beträchtliche  Unsieherheit  dadurch  ent- 
bn,  dass  die  t^oefficienten  der  verschiedenen  Unbekannten  sehr  different  in  Be- 
*nf  ihre  Grösse  sijid.  Es  mnss  nämlich  die  Hechnung,  um  dieselbe  nicht  allzu 
kiu&g  zu  gestalten,  anf  eine  gewisse  Anzahl  von  Denmalen  Iieschränkt  bleiben ; 
den  Producten  der  grossen  Zahlen  wird  aber  die  Unsicherheit  der  Rechnung 
D  Stellen  beeinflussen,  die  {hei  den  I'roducten  der  kleinen  Zahlen  noch  gauz 
K  erscheinen  und  es  muss  gewiss  ganz  erwünscht  sein,  sich  auch  der  Kichtig- 
'dieser  kleinen  Prodiicte  zu  versichern ;  hierbei  ist  natürlich  vorausgesetzt,  dass 
kleinen  Coefficienten  sieh  mit  derselben  Unbekannten  verbinden,  denn  es  ist 
[  dass  ein  kleiner  oder  mehre  kleine  (.'oefficienten  bei  einer  Unbekannten,  «eim 
^n  grosser  ('oefficient  derselben  vorhanden  ist,  einer  derartigen  Prüfung  nicht 
Sflen.  Man  kann  nun  leicht  dies^  Porderung  genügen,  wenn  man  für  die  Un- 
Anten andere  Urössen  einfuhrt,  welche  die  zugehörigen  ("oefficienten  für  die 
ihiedenen  Unbekannten  nahe  gleichwerthig  machen .  und  es  wird  sich  stets 
Ml,  diese  kleine  Mühe  nicht  zn  scheuen  und  stets  die  auftretenden  Factoren 
nlist  homogen  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen.  Es  ist  mir  stets  am  be- 
bten uml  sichersten  erschiene» ,  den  grÖssten  ('oefficienten,  mit  dem  die  Un- 
■nte  mnltiplicirt  erscheint,  herauszuheben  und  mit  demselben  alle  Coefficienten 
il  Unbekannten  zu  dividiren.  Seien  der  Reihe  nach  a,  ji,  y  ■  ■  die  grössten 
Baenten  von  j",  y,  a,  -  .  und  sei  v  der  grösste  Werth  in  der  Reihe  der  Werthe 
u,|i]  ...  Sil  erhalten  die   Bedingungsgleichungen  nunmehr   die  Form: 


I 

aus  welchen  nun  die  Unbekannten  {a  x]^    (ß  y)i   (y  ^)  •  •  •   mit  Hilfe  der  Nonnil- 
gleichungen   in  Einheiten  von  v  erhalten   werden.     Man  wird   demnach  vor  Heginxi 
der  Rechnungsoperationen  zur  Ermittelung  der  Normalgleichungen    den   eben  ge^ 
machten  Vorschriften  gemäss    die   Coefficienten   erst  homogen    gestalten,   und  mi^ 
diesen  dann   die   Operationen  beginnen;    es  ist    klar,    dass,    um    von   der   in  lo"^       1.  a 
angedeuteten  Summenprüfung  möglichst  bequem  Vortheil  zu  ziehen,  die  Summen     -^ 
nach  9^    erst  mit    dem    liomogen    gemachten  (coefficienten   berechnet  werden.    ^3»* 
mögen  ^-ielleicht  einem  in  diesen  Gebiete  der  Rechnung  wenig  erfahrenen  Rechn^^ 
die   hier,  angegebenen   Vorschriften    auf   den    ersten    Blick   die   Rechnung    zu 
schweren  scheinen,  die  häufigere  Anwendung  aber  wird  denselben  bald  lehren, 
sie  ganz  wesentlich  zur  Sichening  und  Bequemlichkeit  der  Rechnung  beitragen. 
Ich    werde  nun    zeigen,     wie    man   die  weitere   Rechnung   zur  Bildung 
Normalgleichungen  und  zur  Lösung  derselben  übersichtlich  anlegen  kann   und  sei 
die  ursprüngliche  Form  der  Bedingungsgleichungen 


«2  ^  +  ^2  y  +  <?2  ^  "4"  •  •  •  =  ^ 


voraus,    wobei  jedoch   nunmehr    die   Coefficienten   und    die   Unbekannten  der 
dingung  der  Homogenität  unterworfen   sind.     Die  Bildung  der  Produkte  kann 
leicht  entweder  mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Logarithmentafeln  oder  nach  Bessei 
^'orschlag  mit  Hilfe  von  Quadrattafeln  vorgenommen  werden ;  ich  werde  zuerst 
crstere  Verfahren  auseinandersetzen. 

Man  wird   sich   zunächst  auf  einen   mit  Horizontallinien  überzogenen  Bogr 
so   viel  ^  crticalcolumncn    vorbereiten,    als   Bedingungsgleichungen  vorhanden  sind 
in  die  erste  llorizontalzeilo  setzt  man  nun  die  logarithmischen  Coefficienten  der  Un- 
bekannten .r,   in  die  zweite   die  von  y  u.  s.  f. ;    in   die   vorletzte  Zeile  kommen  di^ 
Logarithmen  von  n^    in  die   letzte   die   von  s,  nachdem  man  sich  vorerst  auf  ein« 
Nebenblatte  nach  den   Gleichungen  g)    dieselben    durch    Summation   verschafft  hat:^"*' 
Man   hat   also   zwei  Horizontalzeilen  mehr  auszufüllen,    als  Unbekannte  vorhander^^^ 
sind;    das    »Schema  gestaltet  sich   also  wie  folgt,    wobei  die  Ziffern  in  den  Kopfe 
der   (.-olumnen    den   Hinweis   auf  die  Nummer  der  Bedingungsgleichung    vontelb 
sollen. 


Nuramur  der 
Bedingungsgleichung 

I 

^ 

3 

Coefficient  von  x 

loffO, 

lopr, 

log  Ol 
loRj, 
lOgCj 

log  «3 

logÄ, 
logcj 

Fehler 
Summe 

logwi 

log  «2 

log  «3 

log*., 

n 

.  Auf  demselben  Folioblattc  wird  man  mm , 
Ldie  Unbekannten  nicht  zu  zahlreich  sind, 
pn ,  man  wird  sich  zu  diesem  Ende ,  wenn  n 
Uten  bezeichnet : 


wenn  die  liedingiinffsgleichungen 
Flatz  fiir  die  gebildeten  Froduct« 
an  durch  /*  die  Anzahl  der  Unbe- 

1  ^ "' 

lioalcolumnen  bilden ,  die  um  zwei  Horizontalzeilen  mehr  enthalten  als  Be- 
hingsgleichungen  vorhanden  sind.  In  die  erste  Zeile  jeder  dieser  Vertical- 
imnen  setzt  man  als  Aufschrift  daa  bezeichnende  Froduct,  also  aa.  ab,  ar,  ...  bb,  bc 
Hl«,  »s,  in  die  letzte  Zeile  wird  dann  die  Summe  der  Froducte  der  Vertical- 
ÜDiien  eingesetzt.  Sollte  die  Anzahl  der  Dedin^m^^sgleichungen  gross  sein,  su 
i.  mau  die  Zahl  der  llorizontallinien  um  einige  vermehren  und  zwar  nach  einer 
Inmten  Anzahl  vtm  I ledingiings gleich iin^eu  die  Summen  der  Product«  bilden, 
Idurch  die  später  zu  erwähnenden  I'rüfungsgleicbungen  den  Ort  eines  eventuellen 
llBrs  zu  bestimmen.  Nun  schreibt  man  auf  den  unteren  Kaiid  eines  Papieres  die 
pxithmen  von  u, ,  o^,  Ug  ■  ■  -  und  hält  dieselben  über  die  a  Reihe  zum  Zwecke 
U4dition;  hierbei  wird  man  wcibl  ohne  Mühe  die  Addition  der  Logarithmen  von 
»nach  rechts  führend,  sofort  die  zugehörige  Zahl  aus  den  Logarithmentafehi 
bjhreiben  können ;  man  erlangt  8o  der  Reihe  nach  die  Producte  u,  u, ,  a^  a-i,  %  a^ 
man  in  die  Columne  aa  sofort  einsetzt;  hierauf  rückt  man  den  Fapier- 
Men  über  die  nächste  Horizontal  reihe,  und  erhält  durch  die  analogen  Operationen 
O]  öl,  ai  b'i  ...  und  so  rückt  man  bis  zur  h  Reihe  herab  und  findet 
Bselich  ajSf,  a^Si,  a^js-^  ...;  sind  so  die  Partialproducte  gebildet,  so  addtrt 
:  Zahlen  einer  jeden  N'erticalcolumne  und  sieht  nach,  ob  der  Relation  [vgl. 
ng  lo)  pog.  317) 

[aa]  +  \ab]+[ac]...  +  [<in]  =  [a^] 
l  wird.  Zeigt  sich  eine  Differenz  und  ist  man  sonst  geübt  in  der  Ausführung 
rischer  Rechnungen,  so  wird  man  vorerst  den  Fehler  auf  sich  beruhen  lassen 
n,  da  die  weiteren  PrüfiingEgleichungen,  wenn  man  sonst  keinen  merklichen 
r  begeht,  den  Ort  des  Fehler»  naher  bezeichnen  werden;  hat  man  aber  nicht 
kStbige  Sicherheil,  so  wird  es  wohl  angemessen  sein,  die  einzelnen  llorizoulal- 
I  durch  die  Relationen 


Ki 


( 


ZU  prüfen  und  den  Fehler  m  ermitteln;  ist  so  die  genügende  TTdu  ii  iniiliinimim^  Jll*f 
hergestellt,  so  schreibt  man  sich  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres  die  b  Coeffi- 
cienten  und  hält  dieselben  vorerst  über  die  Reihe  der  b  Coefficienten ,  man  erhält 
so  der  Reihe  nach  die  Producte  ^i  ^i ,  ^  ^  7  die  sofort  in  die  entsprechende  Co- 
lumne  b  b  eingetragen  iverden ;  nun  rückt  man  den  Papierstreifen  über  die  c  Coeffi- 
cienten  und  erhält  so  i]  ^i,  b^  c^  ...  und  rückt  so  vorwärts,  bis  täkn  die  Reihen 
der  b  s  Coefficienten  berechnet  hat,  und  kann  wieder  die  zweite  Gleichung  in  10) 
zur  Probe  heranziehen ;  dann  behandelt  man  ähnlich  die  c  Coefficienten  und  setzt 
das  Verfahren  so  lange  fort,  bis  man  die  nn  und  die  ns  Reihe  gebildet  hat,  wöiiilt 
die  Bildung  der  Producte  vollständig  erledigt  ist.  Die  letzteren  zwei  Prodüctsummen 
sind  zwar  für  die  Bildung  der  Normalgleichungen  nicht  erforderlich ,  sie  wetden 
aber  später  von  Nutzen  sein. 

Verschiebt  man  die  Bildung  der  Prüfungi^rechnung  10)  bis  zum  Schluss  der 
Rechnung,    ein   Verfahren,    welches  nur  einem  sehr  geübten  Rechner   empfohlen 
werden  kann,  so  wird  sich  leicht  der  Ort  des  Fehlers  entdecken  lassen;  denn  jed 
Summe  ist;  mit  Ausnahme  der  quadratischen  Summen,  in  den  Prüfungsgleichunge 
zweimal  vertreten,  stimmen  alle  zwei  Summenprüfungen  nicht,  so  ist  der  Fehler  i 
der  beiden  Prüfungsgleichungen   gemeinsamen  Summe   enthalten;    stimmt   nur  eina 
Gleichung  nicht,    so  ist  der  Fehler   in  der  quadratischen  Summe   dieser  Prüfungs— 
gleichuiig  enthalten. 

Es  dürfte  angemessen  sein,  das  obige  \'erfahren  durch  ein  ausführliches  Bei  J 
spiel  zu  erläutern,  uud  ich  entlehne  das  Beispiel  der  in  diesem  Buche  durchgefuhr 
ten  Ermittelung  der  Erato-Elemente,  für  welche  neun  Normalorte  als  Grundlage 
dient  haben.     Es  werden  die  \'erbesserungen  der  Elemente  L',  fij  O,   'F,  Q'  und  r 
gesucht;    die  Ausgangs -Elemente  selbst  lassen   die  in  det  ersten  Vetticalcolnm 
aufgefilhrten   Fehler  übrig;    die  Hedingungsgleichungen ,    deren  Entstehung  in  d 
Abschnitte  über  Bahnverbesserung  ausführlich  erläutert  wird,  stellen  sich  wie  f<%v     ^t, 
wobei  die  ersten  neun  Gleichungen  den  Rectkscensioneti ,   die  letzteren  nenn  Gl 
chungen  den  Doclinationen  angehören  (die  Coefficienten   der  Unbekannte   sitid  1 
garithmisch  angesetzt] : 

r 

»j  ~37"oS  =  0. 3090s  ö  i' -4-4„02489d/u  +On55422d  0 +9^4755  ^  ^ +9*49648sin»'dQ'+7*Ss654d      ^i* 

2)  —12.73=0.19343 

3)  4-10.29  =  9.98284 

4)  —  9.87=0.29157 

S)    —    0.05  :=0.24I4I 

6)  -1-22.28  =  9.99830 

7)  -f-*7.o9  =  9-99289 

8)  -1-17.07  =  0.16524 

9)  -h  1.69  =  0.33893 


>1] 

in 
e 


51- 

r- 


31186719 

0.06517 

0.4522s 

9«a6378 

9.4"«3 

3„6i6i6 

0.33*55 

9»o7498 

9.42941 

««5W94 

3^36846 

Oh55"i 

8.23311 

9.47«5» 

9.oaoaS 

3f|097*4 

9.89428 

0 . 50920 

9ii39733 

9.16190 

aii439S4 

0.34646      s 

8.80219 

9.43667 

9.12679 

2.14609 

0.04135 

0^29030 

8^82060 

9ii4*796 

2.92722 

0^27582 

o„3547S 

9n»oi6a 

9.40554 

3.36051 

o„3944i 

0.47186 

7^90340 

9«SJ»oi 

324 


lO!    —13.43 

«r»    +  3-39 
12.1    —  5. 19 

ir  —  7.56 
14:    —  0.64 

15'      -  8.24 
161  7.35 

«r«      -f4.i3 
18:      —  1,30 


=  9-9'933^  T^'-hlJ»ZS^4^H  +0/116726(^0  4-  9.40052«)  T-h  0^20387 sin  t'i^Q'  -h7ii9i6oi  <)» 


:  9^,4  7080 
•  9^59488 
29.89620 

=9n245Si 
=9^61165 

=  91,38470 

: 9.45671 
9.80366 


3.I4361 
3.22932 

2;i97S90 
2.09786 

2.06R24 

««48233 
2.22118 
2.8203JS 


9/,3723i 
9«94427 
0;,i5707 
8,192589 
9,/9583i 
9»4570i 
9»,57o67 

9«87793 


9n728o9 
8.48426 

««41814 
9»5»28i 
8^63121 

9.6759s 
9/164269 

9.92280 


9.73292 
0.13569 

o«i9SS4 

9.67384 
o. 14366 

9  93704 
9»848S4 
0^03453 


o  12685 
8„9S724 

9m41379 
0.15635. 

8  61533 

0/,03399 
o„i I 500 

0.06537 


•  Vor  Allf*m  hat  man  mm  die  Gleichunfj^on  |a[leichwertliig  'zu  machon  und  hat 
«lioselben  zu  diesem  Ende  (verfiel.  §  i  pa^.  314)  mit  den  Quaflratwurzeln  der 
vxc*^chte  durchzumulti])liciren ;  in  diesem  Falle  kann  aber  das  sonst  nöthii^e 
"itischreiben  der  ^leichwerthi^en  Gleichungen  um^an^en  werden,  da  alle  Normal- 
^*"^«  das  Gewicht  i  erhalten  mit  Ausnahme  des  dritten  Ortes,  dem  das  Ge^vicht  \ 
^'•fi^eschriehen    werden   soll;    ich   denke  mir  daher  die  Gleichungen  3)  und   12]  mit 


y 
11 


durchmultiplicirt.    Dem  Gleichungssystem  11)    (pag.  318)  entsprechend  setze  ich, 
die  Cocfficienten  möglichst  homogen  zu  machen  (die  (/Oefficienten  logarithmisch)  : 


a:  =  0.33893  öl,' 
y  =  4.0248g  ö  /i 

2  ==  0.55422  Ö  0 
t  =  0.50920  ö  'F 

u  =  0.20387  ö  q'  sin  t 
w=  0.15635  ö  7" 

^  =  37"o5  , 

^*Tid  erhalte  so  (vergl.  pag.  319)  das  folgende  Werthtahleau ,  in  welchem  alle 
^Verthe  logarithmisch  auf  vier  Stellen,  was  genügend  ist,  angesetzt  sind  und  wo- 
^>ci  *  durch  die  Summation  aller  Coefficienten  derselben  Verticalreihe  9)  (pag.  317; 
^^Thalten  wurde: 


123456789 

^^Coeff.  V.  X  9.9701   9.8545  9.4934  9.9526  9.9024  9.6594  9.6540  9.8263  0.0000 
»        »       »  y   0^0000  9^8423  9„44o8  9»3436  9^0723  8^4146  8. 1212  8.9023  9.3356 
»  z  o^oooo  9.5109  9.6278  9^9970  9.3400  9.7922  9.4871   9w72i6  ^8402 
•>   ^  9-3383  99430  M153  7/2!J9  0.0000  8.2930  9„78ii   9w8455  9-9627 
0  u  9.2926  9n0599  9-0750  9.2686  9wi935  9-2328  8^6167   8^9977   7^6995 
>>w  7.3702   9.2548   8^2621    8.8639  9-0055   8.0704  9n27i6  9-2492  gn3757 
log  w  0;,oooo  9^5360  9-2931  9n4255    7/|i302  9-7791   9.8640  9.6634  8.6717 
log  Ä  0^2x76  9.9743  9.8638  9^5046  0.2656  0.2681   g.8260  8.7889  0.0937 


» 


)) 


n 


Oppolz^r,  BahnbostiTnmiini;<»n.   11. 
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+D.00.7    4-0,00771— o.oioil— 0.0177 

+0.0349    —0,1367,-0.11511+0.5146 

+0.489B 

— 0.3*18  —0,0431 

+0  D099  -0.D177   -0  045B  -0.0D61 

+0.0315     +0.0818     +0.010q;  +0.1111 

+0.01B3 

»      T-O.Ö4JI    +1.1439 

0,0000   +o.ooli|-o  oooij— 0.0061 

+00564    -6.0.11     -0.1961   1+0.0011 

+0-05B5 

-   -1.1566  +3.6111J  +0.1654,-0.0113-0,1560—0.4151 

+0.1711    — o.i463[— o.o7ii| +i,j38i 

+  3.1441 

0    -o.oitli'— o.ij4(    +1.0000  +D.0057 

+0.361S 

-^1,7180'       0.0000  ' +0.0011  1  +0.0099     +0  1314,  +0,6163 

t    — o,ol(i'— 0   1869   +0.1143     +-0-3H9 

+0,0309 

+0,3816+0,8730    +0.08551+1-0546    +0,0084    +0   10J3 

1     -0  0007'  +0.0019  4-o.l6si    -0.0170 

— O.OS99 

+0,16881+0.0010    +0  0044  j -0.011s    +0,00981-00177 

]     +0.0017    +0.0111   +0,9615   +0-177S 

+0,1001 

+  i,4-'47.  +0,0317    +0,0369.  +0.1-19     +0.0416+0.3067 

t       -(-O.OOiri  —0.1094    +0,0«7I     +0.2951 

+o,iioil  +1,0000    -0.0171  1  +1.0847    +0,00031—0.0187 

r     +0.0019-0.0031  +0. 717*1  +0.0150 

-o.,9j6 

+0.1035, +0. 0008   —0.0064    +0.0067    +0,0495—0.0510 

.     —0.0191—0.0674  +0  1917'— 0.40B1 

— O.I07J 

—D.14S1    +0-5*9'     +0.1497    +0-3461    +O.OJ94     +0,0910 

—0.0152+0.1811  +0,1947+0.4011 

—0.0491 

+05877+0.8164    -0,10,1     +1.1108I+0  0114—0,1484 

— 0.0091^+0.1199  +0.4586^0-5491 

+0.01381-0-3193+0.6577    -o.o:R5     -1-0,4064'  +0,0011  1  -0.0176  1 

—  o.09ul— 0.1761 

+4.i3»9[+o.^j6i 

+0-I01J 

+  4-1769 

+  J    96'?      +0    Ui"     ++.J7S7|+0.i94O 

+  0,86:9 
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erhält 
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,_ 

-9 

10- 

18 

•ii,>i< 

ii.„il.  ,. 

2.983; 

dircct.  Werth 
-1-  3.9829 

_ 

Tuinnic 

1-4975 

liifC 

t.Werth 

k  ,«. . 

..|l«.],- 

+ 

'•4973 

I««l 

^- 

0.6817 

-y 

0.8815 

+ 

1,0467 

+ 

1.0466 

i"l 

+ 

3.4460 

+ 

3.4461 

-(- 

i.i73f> 

+ 

1.1  73n 

H 

-1- 

3.0228 

+ 

3.0221 

— 

0.1760 

- 

0.176:? 

1 .1 

t..J 

— 

0.4151 

- 

0.4153 

-1- 

-(■^773 

+ 

4.2761:) 

1  -     , 

'•m 

— 

0.0729 

— 

0.0731 

+ 

4-3786 

+ 

4-3787 

i».i 

-1- 

3.2440 

-1- 

3-2442 

-1- 

0.8631 

+ 

0.862g 

I  diiss  eine  für  die  vierstellige  Kectinuiig  völlig  befriedigende  Uebereiiisliromiing 
I  Tage  tritt;  vereinigt  man  die  zwei  smsamm  enge  hörigen  l'artialsiimineii,  so  erhalt 
i  für  die  Normalgleiehtingen  die  folgenden  ('oöffidenten : 

'■|oa]  =  + 5.2485.  [6A]  =  + 1.8859,  ifv]  =  +  4.0440,^^1  =  +-3.6670,  !«'■;  =  + 4-39S3 
"ai]=— 1.7472,  {bc\  =  +  0.8041,  [(■(/!  =  — 0.2356,  \ße\^~Q.i220,  Lf./1== -(-0,2049 
nc]  =  — 2.1954,  fö<fl  =  — 0.8454,  iPoi  =  +  0.34"6,  (rf/|  =  — 0,0007,  [e"!  =  + 0.0463" 
ffrf]  =  +- 1.9112,  [ie]  =  +  o.3854,tr/]  =  — 0.0072,  jf/»'=— 1,3277,  j  /;^  = +4,132« 
ae\  = — 1-1923,  iyi  =  —  0.0037,  Lf"»]  = +  1.8681,  \fn\  =  —  o  021  ; 

a/}  = +0.0008,  [6wl  =  +  I-4493. 
««]=  -0.5399. 

lind  iilierdic«?  ist  die  Summe  der  auftretenden  Fehlrrijuadrale: 
\Hn\  =+  2.6322  , 
»(rkher  Summe  später  Ciebrnnch  »^Mnaeht  winl. 


M  von  weiein 
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Etwas  abgeändert  wird  man  die  Bildung  der  Normalgleichungen  vornehmen 
müssen,  wenn  man  nach  HesseTs  Vorgange  Quadrattafeln  zur  Herstellung  der- 
selben anwenden  will;  die  Anwendung  dieser  letzteren  bietet  nach  meinen  eigenen 
Erfahrungen  über  diesen  Gegenstand  so  wesentliche  Vorzüge  vor  dem  zuerst  aus- 
einandergesetzten Verfahren,  dass  ich  nicht  anstehe,  dasselbe  als  besonders  zweck- 
mässig zu  empfehlen;  einer  der  wesentlichsten  Vortheile  ist  darin  zu  suchen,  dass 
(las  Zeichen  der  Producte  nicht  in  Betracht  kommt  ^  sondern  durchaus  positive 
Werthe  in  das  Product-Schema  einzutragen  sind;  es  ist  hierdurch  eine  wesentliche 
Fehlerquelle  vermieden,  die  selbst  dem  geübtesten  Rechner  gefahrlich  ist,  nämlich 
die  Zeichenfehler;  ausserdem  ist  die  Anzahl  der  zu  bildenden  Verticalcolumnen  we- 
sentlich vermindert;  die  Verminderung  beträgt  fi  Columnen,  wenn  /«  die  Anzahl 
der  Unbekannten  vorstellt.  Um  al>er  das  BesseUsche  Verfahren  mit  Vortheil  an- 
wenden zu  können,  ist  es  erwünscht,  bequem  eingerichtete  Quadrattafeln  zu  besitzen ; 
ich  habe  deshalb  als  Tafel  XV  eine  solche  Tafel  eingefügt,  die  innerhalb  der  Grenzen 
o  — 2  die  Quadrate  für  jeden  llunderttheil  des  Argumentes  auf  vier  Stellen  angibt, 
eine  für  die  vorliegenden  Zwecke  meist  ausreichende  Genauigkeitsgrenze. 

Die  Grenzen  dieser  Tafel  werden  niemals  bei  der  Bildung  der  Producte  der 
( 'oöfiicienten  überschritten  werden,  wenn  man  nur  die  Coefficienten  durch  entspre- 
chende Abänderung  der  Unbekannten  nach  den  in  diesem  Abschnitte  bereits  empfoh- 
lenen Kegeln  homogen  macht;  nur  die  Prüfungscocfficienten  «,  (von  denen  man  für 
die  folgenden  Prüfungsgleiehimgen  nur  die  Quadrate  benutzt!  können  hiervon  eine 
Ausnahme  machen ;  man  wird  sich  aber  hierbei  erinnern ,  dass  identisch  ist : 

wo  für  «  jene  ganze  Zahl  zu  wählen  sein  wird,  die  *• — «  kleiner  als  2  macht 
und  wobei  natürlich  das  Zeichen  von  a  stets  positiv  gedacht  wird.  Mit  dieser  For- 
mel wird  man  leicht  die  die  Grenzen  dieser  Quadrattafel  ausnahmsweise  über- 
schreitenden Coefficienten  berechnen  können. 

Um  mit  Hilfe  einer  Quadrattafel  ein  Product  zu  berechnen ,  erinnere  man 
sich  dass  offenbar  ist: 

ab=\  {«  + A)2_,,2_i2}. 


es  ist  also: 


«2  h  =  \{ {<h  +  h)'^  —  <^i^  —  V}  )  II, 


demnach  auch  mit  Benutzung  des  symbolischen  Summenzeichen : 

:ab\=^^{[[a  +  by^]—\aa]—    bb\)  . 

Man  bedarf  daher,    w^enn   man    die   in  den  Normalglcichungen   auftretenden  Coefti- 
cienten  und  ausserdem  (u  n\  bilden  will,  der  folgenden  Quadratsummen : 


«SS    - 

■'•"  ■■'"•^  [cd]  • 


I 


sich  die  Aufgabe,  diest-lbeii  in  zweek  müssig  er  Weise  an  bilden  uim 
das  KesiiltHt  der  KecliiHiiig  zu  prüfen.  Vor  Allem  wird  man  wieder  vur  Beginn  der 
Rechiinng  jede  der  Itedtiigiiiigsglciclnnigcii  mit  der  Quadrat«  imel  des  zugehörigen 
Gcvicbtes  dnrclimultijiliciren  und  die  Coeßicienten  der  Unhekaunti^m  mögliclist  hu- 
mugeu  machen  (vergl.  pag.  31ÜJ;  ich  setze  deshalh  vuran»^,  daes  die  Uiibekttnnteii 
lUii!  die  Fehlcrcinheit  so  gewählt  sind,  da?s  der  gröaste  auftretende  Cocfficient  einer 
jeden  der  L'ubekaiiuten  und  der  grösste  Fehler  der  Einheit  gleieh  ist.  Hiermit 
bildet  man  iihnliih  wie  üben  die  Summen: 


,  =  «5  +  i,^  +  '--j  +    . 


I 


:  :    .    .1.  ..■■.(Lmii.-.    ) 

«nd  stellt  Nich  das  folgende    dem  früher   benutzten    analoge  Sehema   zusammen  . 
«velchem  aber  stall  der  Lugarithmcu  die  Zahlen  selbst  Anfnuhnii-  finden: 


Nunmiür  drr 
Ucdinguagggleicbung 


Coefticieut  von  j. 


Ii-  n.ä: 


Hierauf  bilde  mau  sich  meder  i 


jfi  +  i)lfi  +  *)  _ 


I  •yllii  I 


Verticalcolumiien,  wobei  u  die  Anzahl  der  Unbekannten  vorstellt;  jede  \'erticB]- 
columne  erhiilt  <lTei  Zeilen  mehr  als  die  Anzahl  der  L'nbekainiten  ist ;  die  erste 
/eile  dient  Kur  bexeichuendeii  üeberschrift ,  die  vorletzte  für  die  Summe  der 
Werthe ,  in  die  letzte  Zeile  wird  bei  den  nicht  quadratischen  Gliedern,  die  Summe 
der  Quadrate  der  lÜinüelnglieder  angesetzt,  also  unter  [(«  +  6i^l  kommt  aa]  +  blj\. 
UuUii  .Ja  +  c)'''  die  Summe  a  a\  -\~  [c  c\  u,  s.  w.,  welcher  Zusatz  sich  Icieht  erklärt, 
wenn  man  die  ISildung  der  Prodnctsnramen  [«  b],  [a  c]  w.  b.  w,  »ich  vergegenwärtigt. 
Vorerst  bildet  niiin  die  Quadrate  aller  t'ociFficientcn .  dann  schreibt  man  sich  die 
,1  Coeffieienii'ii   auf  den  unteren  Rand  eines  Vapiers,   hält  dieselben  über  die  i  lleihe, 


l««l-i{[(«+c)>;-[«. 


-  1**1  ) 


wplche  Operation  durch  die  Angaben  in  der  letzten  Zeile  einer  jeden  Verticaloolumne 
sehr  sicher  durchgeführt  wird,  und  man  erhält  so  leicht  alle  die  (ur  die  Nomial- 
jjleichnngen  nöthigen  Coefficienten;  dass  man  sich  in  dieser  letzteren  Operation 
kleinen  Fehler  liat  zu  Schulden  kommen  lassen,  prüft  man  leicht  durch  die  folgende, 
tdtue  Schivicrigkeit  zu  verilicireude  Relation ;  es  ist  nämlich,  wenn  n 
.V={ia61  +  [at]  +  lad]  +  ....  +  («o] 
+  lic]  +  [4i]+....  +  (Jn] 


-lcd]  +  . 


.    .   .) 


2*=[.»|. 


-{;oal  +  (*''   +  |cc]  +  ... 
■  Dildung  doi 


'7' 


Nijnnalf^kichuii)|fpu    geprüft 


womit    demnach    iler  letzte    Scliritt 
erscheint. 

Die  tür  den  Kometen  I  1866  [im  Iteispiele  tles  letzten  Ahschnittes)  gebil- 
deten homogen  gemachten  Differentialqnotientcn  finden  wich  nuch  dem  obigen 
Schema  [pag.  3261  Kii:jammeiiKestellt,  wenn  man  die  Summe  der  t^oeftieienten  mit 
a  bezeiclinet,  wie  folgt : 

Rectascensionen. 
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•   ,   ' 

■  0 

n 

'3 

.4 

—     O.OJIJ 

—  0.894» 

-  O.J4J6 

-  o.'illi? 

-  0.1 J46 

-  0.IJ67 

—  0.0371 

6 

—  0.8798 

-  0.6679 

-  0.S697 

—  0.5000 

—  0.4499 

—  0. 3917 

—  0.1407 

-  o.oBos 

-  0.08. ( 

-t-  0.0451 

+  0.0970 

+  0.0907 

+   O.0S17 

4-  0,0763 

+  0.070J 

+  O.SJ7I 

+  0.1997 

+   o.USB 

-h    0    lOJl 

+   o.o8>5 

+  0.0603 

/ 

+   Q-4li4 

+   0.0146 

—  0.0179 

-   0.0J69 

+  0..670 

+   0  -1989 

-  0   .846 

+  0.J077 

-  0.448J 

—   0.0131 

+  0.1175 

' 

+  0.174+ 

—  ■"'■ 

--   1  1116 

—  0-54O! 

_  ,  14^, 

-   0   S9  3I 

-o,,=„ 

Die  Summe  dieser  Coefficienten  ist  nach   jy)    (pag.  327)  gleich  S;    »letzt  mau 

für  s«  jenen    Wertb   ein,    der   eich    ergeben  würde,    wenn  die   Probegleichung  15) 

[pag.  326)   völlig  stimmen  würde,  so  hätte  man  zu  setzen  ss  =  23.1306  (pag.  328], 

es  ist  also :  ,     .  t 

SS  =  23.1306 

Summe  der  Quadrate  ^  16.0664 

Differenz  ^  2  S  ^    7.0642 

■^^    3-532'' 

die  ISummt'  der  Coeff.  S^     3-53ZO 

was  eine  gute  Uebereinstimmung  ist;  um  diese  stets  zu  erhalten,  irird  es  iniint'i 
sein,  von  der  wie  oben  corrigirten  Summe  sa  Gebrauch  zu  machen. 


%  3.    Bestlniniong  der  EHrainationsgleichiuigen. 

Die  Auflösung  der  Normalgleichungen  «ird  am  zweck  massigsten  ebenfalls  in 
geordneter  imd  übersichtlicher  Form  durchgeführt,  um  einerseits  die  Auflösung  mög- 
lichst vor  Bechcufehlern  zu  sichern,  und  anderseits  die  IJestimmung  der  Unbekannten 
so  genau  als  tbunlich  zu  erhalten.  Die  Ordnung  in  der  man  die  Unbekannten  ansetzt, 
ist  an  sich  gleichgültig,  doch  wird  es  sich  spater  als  vortheilhaft  erweisen,  falls  die 
Hestimmung  einer  oder  mehrer  Unbekannten  sehr  unsicher  ausfällt,  dieselben  als 
die  letzten  anzusehen ;  aiif  diesen  Fall  einer  besonderen  Unsicherheit  in  der  Auf- 
lösung der  Normal gleichungen  werde  ich  am  Schlüsse  dieses  Abschnittes ,  der  die 
Methotte  der  kleinsten  Quadrate  behandelt,  ausführlich  eingehen,  da  er  in  der  An- 
wendung der  vorUegenden  Methode  auf  Italuibcstimmungen  ziemlich  häufig  auftritt. 
Ich  werde,  um  hier  die  Anordnung  der  Kcchnung  anschaulich  zu  machen,  annehmen, 
dass  sechs  Unbekannte  zur  Bestimmung  vorliegen,  es  ist  dies  der  bei  astronorai sehen 
Untersuchungen  überwiegend  häufig  eintretende  Specialfall  und  es  wird  ein  leichtes 
sein,  von  Fall  zu  Fall  das  vorliegende  Schema  zu  verengern  oder  zu  erweitem.  Es 
aind  also  die  Normalgleichungen : 

[aa]x+[ab]y+[ac]z-\-[ad\t  +  [ae]u+[a/]iü=[an] 

[ab]x  +  [bb];,  +  [U]z  +  [bd]t.  +  [be]u+lbf]u>=[bn] 

[a(!]x+lbc]y+[cc]z+[cd]t+[ce]u+  [c/]v>=  [cn] 

iad]g+  [bd]if+  [cd]x+[<id]t+[de]a  +  [df]«>=[dn] 

lae]x+lbe]tf+[ce]z+[de]t-\-  M«  +  [«/]»=  [en] 

[a/]z+mjf+[c/]z  +  [df]t+[e/]u  +  [//]w=\/n] 

Man   kann  nun   die   Auflösung   dieser  Gleichungen   so  einrichten,  dass  man 

durch  die  entsprechende  Elimination  einer  Unbekannten  vorerst  auf  fünf  Gleichungen 

hingeführt  wird,   die  ebenso  symmetrisch  construirl  sind,  wie  die  sechs  ursprünglichen 

Normalgleichungcn.     Die  Unbekannte   x   wird   sich   nothwendig    am   sichersten  aus 


A) 


330 


der  ersten  Gleichung  bestimmen,  da  in  dieser  die  zu  x  gehörigen  Factoren  in  der 
quadratischen  Form  mit  einander  summirt  erscheinen.  Man  hat  daher  zur  Be- 
stimmung von  z  aus  der  ersten  Gleichung  in  A) : 


{aa\         \aa\ 


\ad\ 


loa] 


\aa\ 


{aa\ 


I) 


welcher  Werth  in  die  folgenden  Gleichungen  zum  Zwecke  der  Elimination  einzu- 
setzen wäre.  Durch  die  Substitution  wird  jeder  der  neu  entstehenden  CoefBcienten 
ein  Binom,  für  welche  eine  weitere  symbolische  Bezeichnung  eingeführt  werden 
soll;  man  wird  also  schreiben  für  die  in  der  zweiten  Gleichung  auftretenden 
Binome : 


\ah\ 


[«*]  r„/-i  _ 


in  der  dritten  Gleichung  werden  auftreten: 


t""]  —    la'll   t""^  =  [CCI]    , 


[crf] 


Joe] 


[ad]  =  [«rfi]  , 


L      j  \aa\    ^       ^  ^         ■• 


[^^]  ~  i^  [^^]  =  [^^^J ' 


die  vierte: 


[rfci]  , 


die  fünfte: 


-1— i  [ac]  = 


f*"^  ~  [jj]  [««]  =  [««»]  . 


[*"J  ~  S  [""^  =  [*"  '] 


und  endlich  die  sechste  Gleichung  fordert  die  I^erechnung  von: 

Hat  man  nun  die  vorstehend  eingeführten  Hilfsgrössen  berechnet,  so  reducirt 
sicli  da«!  System  der  sechs  Gleichungen  in  A)  auf  das  folgende  ebenfalls  symmetrisch 
angeordnete  System  von  fünf  Gleichungen: 

{hb\\y  +  \bjß\\z'\-  {hd\\t'\-  {be\\u  +  \bf\\w  =  \hn\\ 
^\bc\\y  -\-  \cc\\z  -\-  \cd\\t  -^  \c.e\\u-\-  \pf\\  w  =  \cni\ 
bdi]y  +  [cdi]z  +-  [dd\]t  +  [dei]u  +  [df\]v)=[dni] 
{bei\y  -\-  [c e\]z  -\-  [dei]  t  -\-  {eei]u  -{-  \efi]to  =  [en  i] 
[l'fAy  +  ['•/i]  «  +  ydfi]  t  +  \cfx\  u  +  [//i]  w  =  f/n  i] 


B) 
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Ehe  ich  weiter  gehe,  will  ich  noch  eine  Frage  erörtern,  die  für  die  Folge 
von  Wichtigkeit  ist,  nämlich  ob  die  neu  eingeführten  Symbole  [iAi],  [bei],  [bdi] 
...  in  analoger  Weise  wie  die  Symbole  [aa],  [ai],  [ac]  ...  aus  Productsummen 
von  gleicher  Verbindung  entstanden  gedacht  werden  können,  etwa  in  der  folgenden 
Weise : 

[bbi]  =  {b,  i)  (i,i)  +  (iji)  (iji)  +  (iaO  {b,i]  +  ... 

[bc  l]  =  (i,  l)   (Cil)   +  (Jjl)  (C2l)   +   [bz2)  (C3I)   +  .  .  . 

u.  s.  f. 

Diese  Frage  kann  den  folgenden  Betrachtungen  zu  Folge  bejaht  werden.  Die 
allgemeine  Form  dieser  neuen  und  auch  in  der  Folge  einzuführenden  Symbole  ist, 
wenn  man  auf  die  Entstehung  und  Entwickelung  der  Hilfsgrössen  zurückgeht: 

wobei  P\,  P2j  '*.  fu  ^2)  •••  die  Coefficienten  zweier  beliebiger  Unbekannten  darstellen, 
während  durch  q^j  92^  -  ->  die  Factoren  der  zu  eliminirenden  Unbekannten  bezeichnet 
werden.  Multiplicirt  man  beiderseits  mit  dem  Nenner^  für  welchen  auch  das  Symbol  [q  q] 
geschrieben  werden  kann  und  beachtet,  dass  sich  nach  der  Ausführung  der  Multi- 
plicationen  die  Glieder,  in  denen  alle  4  Indices  gleich  werden,  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen aufheben,  so  erhält  man  vorerst  die  Form: 

P\r\  (?2?2   +  ft  ?3  +  •  •  •)  —  qiPi  92^2  —  q2P29\  ^  —  .  •  . 

+  P2r2{q\qi  +  q^qs  +  .)  —qiPiq^r^  —  ftPaft^a  —••• 
+i»3^3  {q\  qi  +  q2q2  + '  >  •)  —  q\P\  qiU  —  q2P2qAU  —  •  • 


[qq]  [pri]==^ 


j 


für  welche  auch  geschrieben  werden  kann : 

[qq] [p ri\  =  {p\q2  —  q\P2)  (n ^  —  yi^a)  +  (/^^  —  q2P'6)  (»•2?3  —  q2n)  +  • . 
+  (Pi  ?3  —  qiPi)  (n ^3  —  q\ ^3)  +  {P2qA  —  q2PA)  (^2^4  -  ft ^4)  +  •  •  • 
+  iPi qi  —  qiPi)  (ri qi  —  qxTi^  +  [P2qh  —  q2Pb)  (^2ft  —  ftn)  +  •  •  • 

• 

> 

^&r  die  Anzahl  der  ursprünglichen  Bedingungsgleichungen  m,    so  wird   die  Anzahl 

"®^  Glieder  in  diesem  Ausdrucke  sein  *^  >^— ') .  vergleicht  man  demnach  die  neu  ein- 

^^fthrten  Hilfsgrössen  mit  diesem  Resultate  und  beachtet  insbesondere  die  einzelnen 

"** betören,    so  sieht  man   sofort,   dass  man  in  der  That  sich  dieselben  in  ähnlicher 

^ise,  wie  die  ursprünglichen  Summensymbole  entstanden  denken  kann,  nur  steigt 


liöchste  Index,  da  in  den  letzteren  m  angenommen  wurde,  auf  "^ —  .     Für  die 

*^^^firatischen  Symbole  [bbi],    [cci],    [rfrfi]  ...  ist  für /?  und  r  derselbe  Buchstabe 

Hetzen,   man  erhält  daher  rechts  vom  Gleichheitszeichen  eine  Summe  quadratischer 

**^i«der;    man   kann  daraus   den  wichtigen  Schluss  ziehen,    dass  die  quadratischen 

^^>iibole  stets  positiv  sein  müssen.     Femer  kann  man  hervorheben,  dass  wenn  zwi- 

^^*^en    den  Coefficienten    der  verschiedenen   Unbekannten    ein    nahe  proportionales 

^Thältniss  besteht,  so  dass  z.  B.  in  den  Relationen: 

42» 
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Pi  =  »?i  +  i-i 

•         •         •         • 

liy   ^2,  A3  nothwendig  klein   wird,    die   obigen  Coefficienten  für  die    quadratischen 
Glieder  die  Form  annehmen: 

(Aj  ^2  —  h9i)^  +  (A2?S  —  ^3?2)*  +  •  •  • 

(^1  ft  —  ^Jl)^  +  ... 


d.  h.  der  für  die  Unbekannten  bestimmende  Coefficient  wird  der  Null  gleich  bis 
auf  Glieder  zweiter  Ordnung  von  A,  und  eine  Bestimmung  wird  also,  wenn  l 
klein  wird,  nicht  möglich,  was  übrigens  aus  der  allgemeinen  llieorie  der  Glei- 
chungen folgt,  doch  wird  man  aus  dem  obigen  Ausdrucke  leicht  die  Bemerkung 
ableiten,  dass  der  Fall  der  Kleinheit  der  Coefficienten  nur  unter  dieser  Bedingung 
auftreten  kann. 

Aus  deh  Gleichungen  B)  nun  eliminirt  nan  y  in  ähnlicher  Weise  ^e  früher 
X  aus  A)^  und  man  wird  aus  ähnlichen  Gründen,  wie  früher,  y  zunächst  aus  der 
ersten  bestimmen  und  das  Resultat  in  die  folgenden  einsetzen;  es  ist: 


[6ni]  _  [6^  [ft(n ]  [bei]  [6/1] 

^~[bbi]         I661]  [661]  [ftfti]  [bbi]^ 

Man  wird  also  neue  Ililfsgrössen  zu  bestimmen  haben: 

[bei 


2) 


r     J     1  [bei 

r         1  [*ci 


[ddi] 
[dei] 

[eei] 
[efi] 


[bdi 


[bbi 
[bdi 


[bbi 
[bei 


[bbi 

[bei 


[bbi 


1//0  -  Hfi 


[hdi 
[bei 

[bdi 
[bei 

[bei 


=  [CC2J    ,  [c/l]   — 

=  [cd 2]  ,       [cm]  — 
=  [ce2]  , 


=  [dd2]    ,        [dfl]- 

=  [^e2]  ,      [dni\  — 
=  [ee2]  ,       [««i]  — 


[bdi]  ,,.  -, 


16dl] 
156 1] 


=  [df2] 
[bm]  =[dn2] 


ffÜ  [*-] = t-^] 


[»/•] 


=  [//2]    ,        [/«II  -   ^  [*»I]  =  [/«2] 


Nach  Einführung  dieser  Hilfsgrössen  erhält  man  das  System : 

[cc2]z  +  [cdi]  <  +  [ce2]u  +  [cf2\w  =  [cm] 
[cd2]z+  [dd2]t+  [d€2]u+  [df2]w=  [dn2] 
[ce2]z  +  [de2]t  +  [cc2]  ti  +  [ef2]w  =  [ew2] 
[c/2]  Z  +  [df2]  t  +  [ef2]  U  +  [ff  2]  w  =  \fn2\ 


C) 
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Bestimmt  man  daraus  z  nach  der  ersten  Gleichung: 

Z  =  7 \  \ \  t 7 \  U  7---     tO  3 

[cei]         [eei]  [cez]  [cc2]  ^' 

bstituirt  diesen  Werth  in  die  folgenden  und  bildet: 

[**^J  ~  T^  t'^*^]  =  t**3]  .       [«»2]  —  jj^j  [c»2]  =  [c«3] 

[//^^  -  K^  [''/^J  =  [//3]  '      [/«2]-^b«2]  =  [/»3], 

hat  man  daher  die  drei  Gleichungen: 

{ddi\  <  H-  [de  3] «  +  trf/3]  w  =  [rf» 3]  j 

{dei\  <  +  [ce3]«  4-  [c/3]  w  =  [«»3]  [  I>) 

(«'/S]  t  +  [e/3]  u  +  [//3]  w  =  [/» 3]  ' 

stimmt  man  also  wieder  t  nach 

[dn3l         [rfejl  [d/,] 

d  berechnet  als  neue  Hilfsgrössen : 

f''*^^  ~  R^i]  f''*^^  =  f'**l  '      f'"'^]  -  g^]  [rf«3]  =  [««4] 

[//3]  -  g^  [rf/3]  -  \ff^\  ,      l/ni]  -  gllj  [rf»3]  =  (/«4]  , 

hat  man  Alles  zurückgeführt  auf  die  zwei  Gleichungen: 

[cc4] «  +  [e/4]  w  =  [e»4] 
[e/4] «  +  [//4] «  =  |/»»4] 

stimmt  mah  nun  u  nach : 


} 


E) 


tee4]  [««4]  -" 

id  berechnet  die  Hilfsgrössen: 

i//4]  -  "l^  [«/4]  =  [//5]  ,      [/»4]  -  g^  [«»4]  =  [/«5]  , 
wird  man  schliesslich  haben : 
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woraus  resultirt: 


Ist  einmal  w  bestimmt,  so  wird  sich  durch  successive  Benützimg  der  Formebi  5], 
4),  3),  2)  und  i)  die  Bestimmung  der  Unbekannten  ti,  tj  z^  y  \xndi  x  ergeben,  welches 
Verfahren  am  bequemsten  erscheint,  wenn  nicht  das  Gewicht  der  Unbekannten  ge- 
fordert wird,  sondern  nur  die  Unbekannten  selbst  bestimmt  werden  sollen ;  im  letzteren 
Falle  empfiehlt  sich  ein  anderes  Verfahren,  welches  weiter  unten  ausgeführt  wird. 
Die  ersten  Gleichungen  in  -4,  B,  C,  Z),  E  und  F  kann  man  die  Eliminationsgleichungen 
nennen  und  hat  demnach  für  dieselben  die  Form: 

[aa]x  +  [ab]y  +  [ac]z  +  [ad]t .+  [a  tf]  ti  +  [af]  w  =  [an] 

[bbi]y  +  [bci]z+  [bdi]t+  [bei]u+  [bfi]u)=  [bni] 

[cc2]  z  +  [cd  2]  t  +  [cez]  u  +  [cfi]  w  =  [cn  2] 

[dd^]  i  +  [rfe3]  w  +  [dfl\  to  =  [dn^] 

[ee/^]u+  [ef^]w  =^  [en^] 


7) 


Es  könnte  auf  den  ersten  Blick  den  Anschein  haben,  als  ob  die  Berechnung 
dieser  zahlreichen  Hilfsgrössen  schwer  durchführbar  wäre,  indem  es  nicht  leicht  ist, 
stets  die  Uebersicht  zu  erhalten  und  sich  bei  diesen  vielfachen  Multiplicationen  vor 
Fehlem  zu  schützen.  Man  wird  deshalb  bedacht  sein  müssen,  die  Rechnung  über- 
sichtlich anzuordnen  und  zweckmässige  Prüfungsgleichungen  einzuführen.  Ehe  ich 
aber  das  Schema,  nach  dem  man  die  Elimination  ausfuhren  kann  angebe,  werde 
ich  vorerst  die  Prüfungsgleichungen  näher  bezeichnen  und  entwickeln,  da  die  Eli- 
mination und  Controlrechuung  unter  einem  abgethan  werden  kann,  also  sofort  aucli 
die  Prüfungsrechuungen  in  das  Schema  aufzunehmen  sind. 

Es  waren  oben  (pag.  317)  als  Prüfungsgleichiuigeu  benützt  worden  die 
Summen : 

[aa]  +  [ab]  +  [ac]  + +  [an]  =  {as] 

[ab]  +  [bb]  +  [bc]  + +  [bn]  =  [bs] 

[ac]  +  [bc]  +  [cc]  + +  [cn]  =  [es] 


[an]  4-  [bn]  +  [cn]  + +  [nn]  =  [ns] 


Diese  Summen,  die  früher  zur  Herstellung  entsprechender  Prüfungsgleichung^^ 
gedient  haben,  wird  man  zweckmässig  zu  weiteren  Controlen  benützen  können ;  hie^^ 
bei  wird  es  sich  aber  für  die  Sicherung  der  weiteren  Rechnung  förderlich  erweisei^ 
diesen  Gleichungen  völlig  zu  genügen,  so  dass  für  [as]^  [bs]  u.  s.  w.  nicht  die  d-^ — 
rect  berechneten  Werthe  in  Anwendung  kommen,  sondern  jene,  die  durch  die  Sun^^ 
mirung  der  links  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Werthe  erhalten  werde^^ 
Bildet  man  nun  ähnlich  wie  früher  neue  Hilfsgrössen  und  setzt: 


{ 
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wenn  man  [bs]  und  [as]  seiner  Bedeutung  nach  auflöst: 

[bsi]  =  [bb]  -  i^  [ab]  +  [bc]  -  M  [ac]  +  ....  +  [bn]  -  -[^  [an] 


[aa] 


[aa] 


[aa] 


lit  Berücksichtigung  der  oben  (pag.  330)  eingefuhrteii  Hilfsgrössen  auch: 

[bsi]  =  [bbi]  + [bei]  +  ....  +  [bni]  , 

tjh  eine  zweckmässige  Controlgleichung  hergestellt  ist.  Um  also  den  Ueber- 
von  den  sechs  Normalgleichungen  A)  auf  die  Gleichungen  B)  zu  prüfen,  bildet 
lie  Hilfsgrössen : 

[bs]  -  M  {aH\  =  [bs  I]  ,        [es]  -  g^-  [as]  =  [es  i] 


[cs]- 


[ac] 


L«/i  r.  .1  _ 


[<^']-^][<''^=[dsi]  , 

at  dann  die  Prüfungsgleichungen: 

[b8i]  =  [bbi]  +  [bei]  -H[*rfi]  +  [bei]  +  [A/i]  +  [bni 
[esi]  =  [ici]  +  [eci]  +  [crfi]  +  [c^i]  +  [^/'l  +  [^»1 
[dsi]  =  [irfi]  +  [crfi]  +  [ddi]  +  [</<?i]  +.  [rf/i]  +  [rf«i 
[öÄi]  =  [Jci]  +  [cei]  +  [</öi]  +  [^ßi]  +  [*/i]  +  [«»I 
[/*!]  =  [*/i]  +  [^/i]  +  [dfi]  +  [^/i]  +  LZ/i]  +  lfm 

enen  jedoch  nur  die  erstere  in  der  Regel  zur  Prüfung  Anwendung  findet, 
idem  aber  wird  man  bedürfen,  um  die  Richtigkeit  der  folgenden  Prüfungs- 
iingen  zu  erweisen;  ich  werde,  da  sich  die  Beweise  für  das  Bestehen  dieser 
er  folgenden  Relationen  in  der  oben  durchgeführten  Weise  leicht  herstellen 
,    nur  die   erforderlichen  Hilfsgrössen   und  Prüfungsgleichungen  aufstellen. 

[^«i]  —^Iy]  [*«^1  =  [^*2]   ,        [e^i]—  r[|jfj[*«i]  =  [es2] 


[bdi] 


[hfl] 


[es  2]  =  [ce2]  +  [ed2]  +  [ee2]  +  [cf2]  +  [en2] 
[ds2]  =  [cd 2]  -H  [dd2]  +  [de 2]  +  [rf/2]  +  [dn2] 
[es2]  =  [ce2]  +  [de2]  +  [ße2]  +  [^f2]  +  [^»2] 

[/.2]  =  [ef2]   +   [rf/2]  +  [^/2l  +  [ff  2]  +  \f^A 


[d%2] 

[es  2] 


—  k 4  ICS2\  = 


[Cf2] 


[cci] 

[ce2] 

[CC2\ 


{cci] 


[CS2]  =  [dsi]    ,  [fs2]  -    -i^  [CS2]  =  [/«3l 

[cs2]  =  [esi]  , 


[dsi]  =  [dd3]  +  [dei]  +  [dfi]  +  [rf«3] 
[es^]  =  [rf«3]  +  [eei]  +  [e/3]  +  [«»3] 
[/«3]  =  [rf/3l  +  [«/3]  +  L/73]  +  L/'«3J 


i 


i 


:lz_-::    Li  «e.    zu 

•     -•"  c".    "erläuU 
:    -r.'  n«f!:i: .    in 
---   "^^  --^-2^   i-fr  Sui 

:         -   ^"^r^ZL  entha 

-T*-      *     >  ilri:    voi 
—        . —    r."'    -fine 

^  ■  •••..- i?r!i     inilem 

-^":      -^      Ji-:«:-*»fn    ü 

::i^    «^    -L-r  Elimina 

..  :l:j  -"TT'T.en  m 

;._      '  -i::  x.in  <lie 

:.     :r-    .z-L--    will. 


: .     -^^  ;nu  für 


"  :•-  U!ul  li 
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Relation : 

[nv]  —  [av]  X  —  [6 o]  y  —  \cv\  z  —  \dv\  t  —  \ev\ u  —  [/»]  w  ^=  [vv]  . 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  7)    (pag.  316)  für  die  Bedingung  des  Minimums 
Fehlerquadrate,    welches  durch   die  Auflösung  der  Normalgleichungen   erhalten 

i: 

[av]  =  o,   [Äf?]=o,   [ct?]=o,   [dv]  =  Oj   [öt?]=o,   [fv]=o, 

lus  man  die  wichtige  Relation  ableitet: 

[t?  n]  =  [v  v]  ,   .  9) 

Multiplicirt  man   die  Gleichungen  8)    fpag.    336)    mit    den   zugehörigen    —n 
h  und  addirt,  so  erhält  man : 

—  [an] X  —  \bn\ y  —  [cn] z  —  [dn] t  —  [en] u  —  [ffi\ to  =  [vn]  =  [vv]  ^      10) 

he  Gleichung  also  sofort  die  Grösse  [vv]  linden  lässt,  sobald  die  Unbekannten 
',  z  .  .  .  den  Normalgleichungen  gemäss  bestimmt  sind.  Es  ist  aber  oben 
•  330)  ^  bestimmt  worden  durch: 

[an]         [ab]    '         [ac]  [ad]   .         [ae]  [af]    . 

[aa\         [aa]  ^  [aa]  [aa]  [aa]  [aa]        ' 

man  also  diesen  Werth  von  x  in  Gleichung  10)   ein  und  schreibt  überdiess: 

L««]  — -[iTi]  [an]  =  [nni]  , 

\'ird  mit  Rücksicht  auf  die  oben  (pag.  330)  eingeführten  Hilfsgrössen  gesetzt 
ien  dürfen : 

[nn  i]  —  [bn  i]y  —  [cn  i]z  —  [dni]t  —  [en\]u  —  [fn  i]«?  =  [vv] 
Ersetzt  man  wieder  y  nach  der  Gleichung  2)    (pag.  332)  und  schreibt: 

[nn\]  —  J|?-ij  [hn\]  =  [nnz]  , 

ird: 

[nnz]  —  [cn2]z  —  [dnz]  t  —  [enz]  u  —  [fn2]w  =  [tjc]  , 

hes  Verfahren  bis  zur  letzten  Unbekannten  in  ähnlicher  Weise  fortgesetzt  werden 
i ;  man  hat  also  für  die  vorliegenden  Gleichungen  mit  sechs  Unbekannten  die 
inden  sechs  Hilfsgrössen  zu  berechnen : 


[„„,;i  =  [„„]  _  g  [««]     ,     [„„4]  =  [«„3]  _.^^.?1  [d„3] 

[««2]  =  [«»1]  —  ^j  {bn\\  ,      [»»5l  =  [»»4]  —  ^  [e»4]" 
[«»3l  =  \nn2\  -  i?-^  [cm]  ,       [nnb]  =  [«»5]  -  ^-fj  [As]     J 


") 


hat   dann   die   folgenden   Hestimmungsgleichungen   für   die   Summe  der  übrig- 

ipolxer,  Bahnbestimman^en.  U.  43 
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bleibenden   Fehlerquadrate    [vv],  von   denen  man  gewöhnlich  nur  die  letttti  in  Am^ 
Wendung  bringen  wird  : 

[nn]  — 


a  n]x 

—  [b  n]y  —  [c  n]z  —  [d  n]t  —  [en]u  —  [fn]u)       \v'ti\ 

nni 

—■  [bni]y —  [<?»i]z — [dni]  t  —  [eni]u  —  \fn\]'w —  [toü] 

[nni]    —  [cn2]z — [dfi2]t — [en?.]u  — \fn2\w —  [rr] 

\n  W3]  —  \dn'^\  t  —  [en^]  u  —  [fn^]  w       [t  r] 

[n  »4]  —  [en^  n  —  L/V»4] «?  =  [v6 

[nn^]  — [y»5]t<?        \pv\ 

[nnt]  —  [rr] 

.  12) 


Die  Grösse  [«»6]  =  [vt]  kann  aber  auch  mit  Hilfe  der  Summengrössen  in 
ganz  anderer  Weise  erhalten  werden  und  diese  Bestimmung  wird,  da  dieselbe  eben- 
falls im  Ganzen  die  Bildung  von  nur  sechs  Hilfsgrössen  erfordert,  als  zweckmässige 
Controle  benützt  werden  dürfen.  Diese  Prüfung  ist  eine  der  dtivchgieifendsten, 
doch  wird  dieselbe  nur  dann  gut  übereinstimmende  Resultate  geben,  wenn  die  Auf- 
lösung der  Normalgleichungen  keiner  besonderen  Unsicherheit  unterworfen  ist.  D^r 
Fall  des  Eintretens  einer  solchen  besonderen  Unsicherheit  wird  am  Schlüsse  dieses 
Abschnittes  ausführlicher  behandelt  werden.  Beachtet  man  die  Bedeutuhg  der 
Summengrösse 

[ns]  =  [an]  +  [bn]  +  [cn]  +  [dn]  +  [en]  +  [fn]  +  [nn]  , 


und  bildet  die  Hilfsgrösse: 


[n8\]  =  [ns] 


[an] 
[aa] 


[as]   , 


80  wird  nach  Auflösung  der  mit  8  verbundenen  Summenglieder  rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen geschrieben  werden  dürfen: 

[»«.]  =  [bn]  -  ^  [«*1  +  [cn]  -  tl=l  [ac]  +  ...  +  [nn]  -  ^  [an] 


oder  durch  Einführung  der  oben  benützten  Hilfsgrössen  : 

[nsi\  =  [bni\  -f-  [cni]  -f-  [dm]  +  [eni]  +  [fni]  +  [nni] 
Aehnlich  vorgehend,  wird  man  die  Hilfsgrössen: 


[ns  i]  =   [n  s]  — 


[««1 


[as] 


[ns2]=  [ns\]  —  p-||  [bsi] 

[nsx]  =  [nsz]  —  ■,      ,  [es 2] 
'■     ^'        •-        '        [cc2]  ■-       ^ 

[«Ml  =  [««3l  -  {^5J]  [dsi] 
[««51  =  [»«4]— -ji^l  [e«4] 

[«*6]  =  [««5l-|^5|[A5l 


13). 


[ 


|»,i|  _  14»  il  +  [c»  il  +  [*>  ,1  +  1«,  1]  +  [/»  <1  +  [ 
(».a)=  (cnil  +  ld»2]  +  \,»2]  +  [/»2l  +  i»«2| 
In.j)  _  [rf«3l  +  l«»3l  +  l/»3]  +  (»njj 
[»14)  —  l«»4]  +  l/»4l  +  [»«4) 
l»»5l  =  l/"5]+l"»5l 
[„.61  =  [»„6)     ■ 


iMimit  die  geforderten  l'rüfimgfiKl cichui» gen  erlangt  »iud,  von  denen  m»n  bei  der 
[irau tischen  Anwendung  jedoch  nur  die  letzte  Gleichung  benutzen  wird. 

Ich  gehe  nun  daran,  an  der  Hand  des  auf  pag.  340  aufgenommenen  Schemas 
zu  zeigen,  in  welcher  eiofacheu  und  übersichtlichen  Weise  die  fiir  die  Elimination 
nothwendigen  Itechuimgen  und  ('outrolen  durchgeführt  wenlen  können. 

Zniiäclist  ziehe  man  auf  einem  mit  Ilurizontallinieii  überzogenen  Hlatte 
zwei  ^'erticalcoluranon  mehr  aus,  als  Unbekannte  vorhanden  sind.  In  die  erste  Heile 
setzt  man  neben  einander  die  Werthe,  die  mit  a  verbunden  sind,  also  [aä\,  [ah], 
.«(■] ...  [a»l,  [as]  nnd  darunter  in  die  zweite  Zeile  die  Logarithmen  derselben  und  macht 
diese  zweite  /leile  etwa  durch  ein  angehängtes  E  besonders  kenntlich,  denn  es  iat 
dies  die  erste  Eliminationsgleichiing,  welche  die  Bestimmung  von  z  [vergl.  pag.  3301  ver- 
mittelt. In  die  dritte  Zeile  kommen  die  mit  fi  verbundenen  Werthe  \bl>],  [Ar]  ... 
{!/  s]  nnd  man  rückt  hierbei  um  eine  \'crticalcolurane  nach  rechts  ein,  so  dass  die  mit  A 
verbundenen  Buchstaben  dieselben  werden,  die  früher  in  denselben  Verticalcolumnen 
mit  a  comhinirt  waren.  In  die  erste  Verticalcolurane  der  vierten  Zeile  setzt  man 
log  1^  ;  dieser  und  alle  in  derselben  Yerticalcolumne  enthaltenen  Logarithmen 
müssen  sorgfältig  auf  ihre  Itichtigkeit  geprüft  werden,  da  sich  ein  Fehler  in  den- 
selben der  Summencontrule  leicht  entziclit;  ich  habe  diese  wichtige  Bemerkung  des- 
halb im  Schema  hervorgehoben.  Nun  schreibt  man  diesen  Logarithmus  von  y — ; 
iiuf  den  unteren  Rand  eines  Zettelchens  und  addirt  denselben  der  Keihe  nach  zu 
den  Logarithmen  von  [ab],  [ac\  ...  lusj,  die  alle  in  der  zweiten  Zeile  stehen;  in- 
dem man  die  Ziffern  der  beiden  Logarithmen  von  vom  addirt,  wird  man  das  Hin- 
schreiben der  so  entstehenden  Logarithmen  gänxlich  vermeiden  können,  wenn  mau 
sofort  die  Zahlen  aufsucht,  und  siß  in  die  vierte  Zeile  und  zwar  in  dieselbe  Vertical- 
columne,    m  der  das  I'roduct  gebildet  wurde,  einträgt.     Es  kommt  also  su  stehen: 


g[ai|  unter  [4  6] 


äio 


lad] 
log  [oo] 


iah] 
log  [ab] 


[ae] 
log  [ae] 


[ad] 
log  [ad] 


\ae] 
log  [ae] 


log  [a/] 


[an] 
log  [an] 


log  [a»l 


log  p^  •) 


log  1^  *) 


loa  l^^ii*, 


log 


(o^]*| 


lö«] 


log  T-  "       ) 


log  124») 


logI*llI*) 


log  l££d  •) 


log  ^^\  •) 


^"«^•l 


log  1^  •) 


loalf^«) 


-Kj]-) 


[«*) 


[661 


[a«l 


■-[ah] 


[hhx] 
log  1**1] 


log 


i?^») 

(««]  ' 


loa  t*-" '^  »1 


[*rf] 


[he] 
[ah]  ,     . 


i^[a/] 


l*n] 

[ad] 


[hei] 
log[*ci] 


[hdi] 
loglJrfil 


[*«I] 

log[*ei] 


log[i/i] 


[6ni] 
log[6»i] 


[J.i] 
loB;i»i] 


■1 


[tc] 
[aa] 


[ae] 


[ed] 


[aa'. 


■-[ad] 


[ee] 

1 T  1°'] 

[00] 


[«/] 

■^'•/l 


[Cfl] 

7 — ^[a*^\ 
[aa] 


[et] 
[ae] 


[aa] 


lat' 


[cci] 


[cci] 
log  [r  c  2] 


[cdi] 
[5TTT'*'''i 


[cui] 
pTil  '*"J 


[66TI  ^^•'^'1 


[cni] 

[hhT]^^'''^ 


[esi] 


[hci], 


[hhi] 


[hii] 


[cdi] 
log  [cd 2] 


[eei] 
log[ce2] 


[dd\ 
[f*d] 


[ddi] 


i 


[ddz] 


[c  ril 


[ddi] 
log  Irfrf  3] 


[de] 
latt] 


log  [c/i] 


log  [cnz] 


log  [eil] 


[df] 


[dei] 
Ibdi],.      , 

WbT]  f*"] 


i    .  [d/i] 
i  (66TT  l*-^" 


[dn] 
iaalf""! 


Irf«] 
la</] 


[«»1 


A«] 


[dni] 

[667] '*'•'] 


7 1  [C«l] 


[dei] 
log[rf«3] 


^2] 


[dm] 
[edi]  , 


[hdi] , 


[bbi] 


hsi 


[du] 
[cdi], 

[cet] 


[dfz\ 
log[c//3l 


irf»3] 

log[dw3l 


[dn] 

log  W  Ml 


log 


[CC2] 


log 


log 


[en^] 


Kl  *\ 


kM]     ^ 


[//5]    ^ 


[nn] 

[«»]    r  1 


[nn  i] 
l-A-67]^*"'' 


[nnz] 
[cnz] 
1 ^  [c  n  2 

[f  C2| 


[«W3] 


[dn  3]  : 


[(/C/3I 


i<'w3) 


nai 


1 


[6«i]  . 


[6Ä1] 


[hsi] 


[nsi] 
[cm]  . 

\CfiZ 


\c.  C  2 


lw«3) 
[«^«3.     .      1 


[n«4] 
[««4]  r  1 

Ctf4l 


(w«S] 
[nn6] 


[n«4l 
[gw4;  ,  '     , 

k'^4l 


[»«S] 
^-^^  ifs  ?1 

[n«6] 


[ee] 


1«H 

[aal 


[ael 


[#!«2l 

[g«*l   r         1 

[CC2\ 


[««sl 


k/1 
^'%f] 


\aa 


lern) 


I«*] 


I 


[«»'I 


[CCZ]       '^ 


[enz] 

[cez]  .        , 
1 "i  (g»» 


[uP4l 
log  [^6  4] 


[g/4) 
log  [if/4] 


16) 


I7i 


18) 


19) 


2e) 


»D 


[ff] 


f//il 
[667]  '*-^'] 


[en3] 


[««4l 
log[en4) 


lfm] 
[5671  ^*"'l 


[Ml] 


[«»ji 


[e»4] 
logi«<4: 


Uta 


lfm] 
^^*-j[c«»] 


[/*»! 


[cfi] 


[eti] 


'//3 


[rfrfj] 


[df3] 


[eei] 


[fnj] 


[«/4l 


L//4I 


[<f   64] 


[^/4] 


(/»4] 
[««4J 


i/fs] 

log  [/y  51 


l/ns] 

iog[/n5] 
log  «7 


[fii\ 

[rfrf3]iii: 


l/*4l 
[g/4l  . 

[««41 


i«MJ 


3) 


5; 


61 
E 


7) 


9) 


10) 
E 


II) 


III 


ijl 


141 


l/iS] 


IS 
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Probegleichungen. 


I) 

[*&•!] 

1 

2] 

CSl]' 

3) 

C82 

4: 

dsi 

5) 

dsi] 

6) 

dsy 

7) 

esi] 

8) 

€8  2 

1 

9) 

esy 

lo; 

es  4 

ii) 

:/«il 

12 

fs2] 

13) 

:/«3] 

14) 

l/«4] 

15) 

l/«5l 

\t\ 

7»  Ä-  I 

17' 

nsi 

i8, 

w«3 

19 

;/*6-4 

2o) 

[WS  5l 

2l) 

»s6 

=  [66  i]  +  [bei]  +  [6rfi]  +  [bei]  +  [*/i]  +  [6>*i] 

=  [bei]  +  ['^^i]   +  [cdi]  +  L^^O   +  [^/^]  +  [cf^i] 

=  [cc2]  +  [(^d2]  -\-  [ce2]  +  L^/2]   4-  [cn2] 

=  [irfi]  +  l.^^/il  +  [ddi]  +  [dei]  +  [dfi]  +  [dm] 

==[cd2]  +  [dd2]  +  [de  2]  +  [rf/2]  +  [dn2] 

=  [rf^3l  +  [^^3]  +  [dfi]  +  [dni] 

=  [bei]  +  [rei]  +  Irfci]   -f-  \eei]  -\-  [efi]  +   [eni^ 

=■  ive2]  +  \de2\  +  [e  e2]  +  [6^/2]   +  [en2\ 

=  L^^3l  +  [ee^]  +  k/3]   +  [^^3] 
=  itft'4]  -h  [e/4]  +  [ew4] 

=  [¥A+Mfi]  +  [dfi]  +  [efi]   +  !//il  +  [//Ml 
=.  [r/2!  +  [df2]  +  [ef2]  +  I//2I  +  [//»2I 

=  [rf/3l  +  L^/3l   +  I//3I  +   [fn^] 

=  ['/4l  +  (//4I  +  [//*4] 

=  [//5]+|/«5l 

=  [Ä/ii]  +  [cni]  +  [^^wi|  +  [en  i|  +  l//*ij  +  [/*/»  i] 

=  [rw2j  +  [d7i2]  +  [e«2]  +  |//*2]  +  [nn2\ 

=  [e/w3.l  +  [^''3]  +  [/'*3]  +  [/*»3] 
=  \en^]  4-  [/»4]  +  [nn^\ 

=  l/«5l  +  1«W5] 
=  [nn6 


Bei  der  x\nwendung  wird  man  sich  in  der  Regel  mit  den  mit  einem  Aus- 
nifiingszeichen  versehenen  Prohegleichungen ,  bei  denen  sich  alle  Werthe  in  der- 
selben Horizontalzeile  befinden,  begnügen  können.  Die  mit  E  bezeichneten  Werth- 
reihen  entsprechen  den  Eliminationsgleichungen,  die  mit  einem  *j  versehenen 
Logarithmen  müssen  besonders  nachgesehen  werden,  da  sich  ein  Fehler  in  denselben 
leicht  der  ('ontrole  entzieht. 
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Zieht  man  nun  die  Zahlen  dieser  vierten  Zeile  von  jenen  der  darüber  stehenden 
dritten  Zeile  ab  und  setzt  die  so  entstehenden  Differenzwerthe  in  die  fünfte  Zeile, 
so  hat  man  die  Hilfsgrössen : 

[Hl],   [bei],   [bdi],  [b«i],   [bfi],   [bni],   [bsi] 

erhalten.  Das  dieser  Zeile  angehängte  Zeichen  i)  weist  auf  die  auf  pag.  341  ste- 
hende Prüfungsgleichung  hin,  welche  Bemerkung  für  dieses  und  die  ähnlichen  An- 
merkungszeichen für  die  Folge  hier  hervorgehoben  werden  soll.  Dieser  Probe  muss 
völlig  innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Rechnung  genügt  werden. 

Ich  kann  mir  aber  wohl  sparen,  den  weiteren  Vorgang  der  Rechnung  aus- 
einanderzusetzen ,  indem  die  bisherigen  Andeutungen  in  Verbindung  mit  dem  auf 
pag.  340  in  extenso  mitgetheilten  Eliminationsschema  wohl  genügen  werden,  um 
die  zweckmässige  Anlage  der  Rechnung  imd  die  Bildung  der  nothwendigen  Hilfs- 
grössen anschaulich  zu  machen.  Ist  die  Elimination  beendet,  so  wird  man  an  die 
Bildung  der  Grösse  [nnö]  schreiten,  die  wohl  auch  durch  das  Schema  selbst  hin- 
reichend erläutert  ist. 

Ich  werde  nun  die  oben  (pag.  323)  ermittelten  Coefficienten  der  Normal- 
gleichungen  den  hier  gegebenen  Vorschriften  gemäss  auflösen  und  glaube,  dass  ich 
mich  hierbei  weiterer  Erläuteningen  enthalten  kann;  um  die  Elimination  nicht  zu 
unsicher  zu  machen,  habe  ich  mich  fünfstelliger  logarithmischer  Tafeln  bedient; 
der  Vorschlag,  der  hier  und  da  gemacht  wurde,  im  Falle  einer  besonderen  Un- 
sicherheit der  Auflösung  grössere  logarithmische  Tafeln  hierbei  anzuwenden,  muss 
als  unzweckmässig  bezeichnet  werden,  wie  dies  eine  einfache  Ueberlegung  zeigt. 
Sind  die  Normalgleichimgen  nämlich  mit  Hilfe  kleinerer  Tafeln  gebildet,  so  erhält 
man  dann  nur  eine  Lösung,  die  von  der  Unsicherheit  dieser  logarithmischen  Rech- 
nung abhängt.  In  der  folgenden  Rechnung  sind  die  Eliminationsgleichungen  durch 
ein  angehängtes  E  und  die  aus  den  Coefficienten  der  Normalgleichungen  gebildeten 
Zeilen  durch  ein  vorgesetztes  Sternchen  bezeichnet,  ausserdem  sind  die  dem  Re- 
sultate entsprechenden  Probegleichungen  in  der  letzten  Verticalcolumpe  neben  den 
direct  berechneten  Werthen  angesetzt: 
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y 

—   1.74720 

On242  34 

— 

2 
2.19540 

On34i5i 

/ 

tt 

w 

L.  

• 

n 

8 

Proben 

+  5  »4850 
0.72003 

-\-   1.91120 
0.281 31 

—  1. 19230 
0*07639 

4-  0.00080 
6.90309 

— 

0.53990 
9*73*31 

4-  1.48570 
0.17193 

E 

» 
9.5223I 

-|-  1.88590 
-j-  0.58164 
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0.73083 

—  0.84540 

—  0.63624 

-f  0.38540 

4-  0.39692 

—  0.00370 

—  0.00027 

4- 
4- 

1.44930 
0.17973 

4-  1.92840 

—  0.49459 

-|-  1.30426 
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—  0.20916 
9*32048 
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Wie  man  sieht,  stimmen  alle  Proben  in  sehr  befriedigender  Weise,  ausser- 
dem zeigt  die  starke  Herabminderung  der  Fehlerquadrate  von  -{-  2.63220  auf 
+  0.02563,  dass  eine  sehr  wesentliche  Verbesserung  in  der  üarstellung  der  Beobach- 
tungen erreicht  werden  wird. 


§  4.    Bestimmung  der  Unbekannten  aus  den  Eliminationsgleichnngeiu 

« 

Liegt  blos  die  Aufgabe  vor,  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten 
zu  ermitteln,  ohne  auf  die  Bestimmung  der  Unsicherheit  derselben  eingehen  zu 
wollen,  so  wird  es  sich  wohl  am  meisten  empfehlen,  durch  successive  Rücksubsti- 
tutionen in  den  vorliegenden  Eliminationsgleichungen  die  Werthe  der  Unbekannten 
zu  ermitteln;  das  Schema  der  Kechnung  gestaltet  sich  hierfür  wie  folgt: 


+  [^W4] 

+  [dtn] 

+  [C«2] 

+  [6ni] 

+ia«] 

—  ir  [ef^] 

—  trirf/sl 

fr[c/2l 

-tclbfi] 

-w[af] 

u[deii 

—  tl  [c  «  z] 

—  m[6«i] 

—  u[ae] 

-t[cd2] 

—  tlbdi] 

—  zfftci] 

—  t[ad] 
y[ab] 

^'{u) 

^  [t] 

l'iz) 

^'iy) 

^{x) 

log-r(ti) 

log  2«) 

log  2:  iz) 

log  2:  (y) 

log  2'  (Jt) 

\0g1ee4] 

log  {(1(1  z) 

log  [er 2] 

log[6Äij 

log  [aa] 

log  w 

logM 

logt 

logs 

logy 

logjf 

welches  Schema  wohl  an  sich  verständlich  ist;  man  hat  hierbei  nur  zu  beachten, 
dass  die  erste  Zeile  sofort  hingeschrieben  werden  kann,  die  zweite  Zeile  aber  mit 
Hcnützung  des  bereits  im  Eliminationsschema  aufgenommenen  Werthes  von  tr;  die 
dritte  Zeile  erhält  man  mit  Hilfe  des  Werthes  u,  der  durch  die  bisherigen  Rech- 
nungen bekannt  ist  u.  s.  f. ;  hierbei  stellen  die  Zeichen  3  die  Summen  der  über- 
einanderstehenden  Werthe  vor.  Die  erforderlichen  Producte  bildet  man  am  einfach- 
sten, indem  man  den  Logarithmus  der  betreffenden  Unbekannten  auf  den  untersten 
Rand  eines  Zettels  schreibt  und  denselben  hierauf  successive  über  die  entsprechenden 
Logarithmen  der  Eliminationsgleichungen  hält.  Man  hat  hierbei  zu  beachten,  dass 
man  im  Eliminationsschema  Seite  340  bei  dem  untersten  links  vorspringenden  Loga- 
rithmus zu  beginnen  und  stets  in  derselben  Verticalcolume  von  einer  der  mit  JB  be- 
zeichneten Elimiuationsgleichungen  zur  anderen  nach  aufwärts  fortzurücken  hat ;  dies 
wird  sofort  klar,  wenn  man  sich  die  Eliminationsgleichungen  ausgeschrieben  hin- 
stellt, nämlich: 

[a  a]x  -\-  [a  b]y  -{-  [a  c]z  -\-  [a  d]t  -\-  [a  e]u  -^  [a/]  w  =  [a  n] 
+  [bbi]y  -f-  \bci]z+  [bdi]t  +  [bei]u  -f-  [bfi]  w  =  [bni] 
+  [cc2]z  -\-[cd2\  t-\-  [ce2]u  -\-[cf2]w  =  [cn2] 
+  [^^3]^  +  [^^3]«  +  [df3]  ^  =  [dni\ 
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Zur  ('(introle  di-r  Riclitigkeit  dieser  Elimination  kann  man  die  Summe  iler 
vorstehenden  Gleichungen  benützen ;  es  wird  nämlich  der  folgenden  Gleichung  nach 
Einsetzung  der  Werthe  der  Unbeliannten  iiinerhali)  der  Unsicherheit  der  logarith- 
mischen  Rechnung  genügt  werden  müssen ; 


0 


+  ([oc]+[Je.]+lcc2l)z  I    =|„„]  +  (4„,|-|_[„,] 

■^-{[«d]  +  ltJ,]  +  [cd2]  +  [ddi])l  I    +|^„j|+[„„,]+|y„5|. 

+  (l»eH-|ieil  +  (c.2l  +  |J«j|  +  [ee4l)» 
+  {l«/l  +  l'/'l  +l'-/2l +l"'/3;  +  [«/4l  +  (//5l)><' 

ich  ziehe  es  jedoch  vor,  die  Controle  mit  Hilfe  des  weiter  unten  anf^eKotzten  \'er- 
fahrens  herzustellen,  welches  :iWRr  etwas  mehr  Arbeit  venirsacht,  aber  dann  beson- 
dere Vortheile  bietet,  wenn  man  die  Gewichte  der  Unbekannten  bestimmen  will. 
Voteret  werde  ich  jedoch  die  Zahlen  des  ohi^eii  Beispieles  hier  anführen.  Nimmt 
man  das  obige  Schema  zum  MiiHter,  so  ei^ebeii  die  Eliminationsgleieliungen  des 
voranffeh enden  Parap-aphen  die  Werthe: 


+ 

0.07344 

-  1.11719 

+  I.S709S 

+  '-»6957 

-  0.53990 

+ 

0.00090 

-  0.601S2 

-1-  0,14796 

-  0.04176 

+  1-Sil97 

4-  0.00181 
-  6.00003 

—  0.0901t 

+  1.18111 

+  o:ai3j4 

-1-  0.0115s 

+ 

0  074 14 

—  I.II97I 

+  i.gii?« 

+  I.IJ689 

+  3.'09'7 

8.87111 

0,08616 

0.1604B 

a.osi7» 

D. 49164 

D  614» 

0.4SI99 

0.49437 

O.IIS17 

0.71003 

7,64514 

8..57.0 

9,63417 

9.76611 

9-94015 

9.77161 

Die  in  der  letzten  Keihe  stehenden  Werthe  sind  also  die  I^garithmen  der 
nunmehr  ermittelten  Unbekannten  w,  «,  t,  z,  y  und  x.  Hierbei  hat  man  aber  zu  be- 
achten, dass  in  Fol^j^e  des  Homogenmachens  (vei^l.  pag.  321)  diese  Unbekannten 
mit  der  oben  angenommenen  Fehlereinheit  dnrchzumnltipticiren  sind,  und  durch 
die  bezüglichen  Homogenitätsfactoren  zn  dividiren  wären ;  ich  werde  jedoch  später 
auf  diesen  Umstand  nochmals  zurückkommen  und  die  entsprechenden  Transforma- 
tionen vornehmen. 

Es  soll  mm  jenes  Verfahren  vorgenommen  werden,  welches  zur  unabhängigen 
HeRtimmiing  einer  jeden  einzelnen  Unbekannten  fiihrt;  es  scheint  dasselbe,  fallw 
man  die  Ge^^nchte  der  Unbekannten  bestimmen  will,  worüber  der  nächute  Paragraph 
handeln  wird,  das  zweckmässigfitc  zu  sein ;  da  ausserdem  dieses  Verfahren  in  der  '['hat 
sehr  wenig  Mehrarbeit  verursacht,  so  möchte  ich  es  stets  zur  Controle  der  vor- 
stehend entwickelten  Werthe  empfehlen ,  auch  wenn  man  nicht  die  Gewichte  der 
Unbekannten  selbst  bestimmen  will.  Nimmt  man  die  Gleichungen  1].  2),  3),  4]  u.  5] 
{pag.  330,  332,  333J  des  vorangehenden  Paragraphen  vor,  so  gestalten  sich  dieselben 
nach  einer  einfachen  Umsetzung: 
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:r  + 


[aa] 


y  + 
y  + 


[ae] 
laa] 

[hci] 

[bbi] 


z  + 


[aa] 

[bdi] 
[bbi] 

[edt] 

[eei] 


t  + 


["] 
[aa] 

[bei] 
[bbi] 

[e  ex] 


[aa] 
«  +  [4*7]«' 


_  [««1 


[aa] 

Ibni] 
[bbi] 

[«c»] 

■[rfdS] 
,     \ef4]  [e«4] 


[eez]  [ce »] 


le«4] 


IT  = 


(««4l 
[//S] 


2) 


Multiplicirt  man  mit  Ausschluss  der  ersten  Gleichung  die  folgenden  der  Reihe 
nach  mit  den  unbestimmten  Factoren  Ai,  A^^  >  •  •  ^5  und  addirt  dann  diese  neuen 
Gleichungen  zu  der  ersten  in  2) ,  so  kann  man  diesen  unbestimmten  Factoren  die  Be- 
dingung unterlegen,  dass  nach  der  Addition  der  Reihe  nach  die  Coefficienten  der 
Unbekannten  y,  Zy  t,  u  und  w  der  Null  gleich  werden ;  diesen  Bedingungen  gemäss  wird 
man  daher  für  die  Hestimmimg  dieser  Coefficienteir  die  Gleichungen  aufstellen  können : 


o  = 


o 


O  ^^    -r- 


o  = 


o  = 


lab] 
[aa] 

[iic] 

[aa] 

tili 
[ae] 


[bei] 


+ 
+ 


[bbi] 
[bdi] 


[cdz] 


[bbi]^^  '^   [ccz] 


^    ^2   +  -^2 


[aa 

[aa] 


libei]    j  [cez]     .      ,    [rf«3]    j      i      a 

+  [bbT]  ^'  +  l^^i  ^2  +  [rfrfj,  ^3  +  ^4 

,    [bfi]    .      .    [c/2]    .      ,    [rf/3l    .      ,     [*/4]  ^      .    ^ 


Diese  Gleichungen  lassen  in  der  That  die  successive  Bestimmung  der  (^oefficienten 
in  sehr  einfacher  Weise  durchführen;  sind  «liese  einmal  ermittelt,  so  hat  die  directe 
Bestimmung  von  x  keine  Schwierigkeit,  denn  man  hat  offenbar: 

^  _   l« «]     1    [bni]  j      ,    [cm]    .      .    [dnj]  j  [en^]    .  [fns]    . 

^  -   [aa]  +  rSTTi^^  + 1^^2  +  i;j^^3  +  ^-^A,  +  ^^^^a^  . 

Um  eine  ähnliche  Gleichung  für  die  folgende  Unbekannte  zu  erhalten,  wird 
man  in  den  Gleichungen  2)  die  dritte  mit  B29  die  vierte  mit  B^  u.  s.  f.  multi- 
pliciren  und  dann  das  Resultat  dieser  Multiplication  zur  zweiten  Gleichung  ad- 
diren;  legt  man  den  B  Coefficienten  wieder  die  Eigenschaft  unter,  dass  die  in 
dieser  Summe;  auftretenden  Factoren  der  Unbekannten  «,  ty  u  und  to  verschwinden 
sollen,  so  müssen  dieselben  den  Bedingungen  genügen: 


o  = 


0=7? 


[bc 
[bb 

[bd 


O  = 


O  = 


[bb 
[be 


[bb 
[bb 


] 


] 


+ 


+  B2 

^l^B,  +  B, 


[dej] 
[ddi] 

[<ifi] 


[ect] 

[cci] 
['•f^] 


B2  + 


B,  +  Bt 


[e/4] 


]     '     kc2] 


B.^  4-  f^/  B,  +  f»^  A4  +  B, 


k«4l 


4) 


347 


Indem  man  dieses  Verfahren  fortsetzt ,    erhält   man    als  weitere  Hedingungs- 


gleichungen : 


o 
o 
o 


[cez]    ,    [de  3] 


[7^  "»■  [ddj]  ^3  H-  ^4 

T^"^R?3l^"^T^  ^4-i-c., 


^  -  [rfrf?]  +  ^^^ 

[««4]  *  ' 

Hat  man  sich  die  bezüglichen  Coefficienteii  den  vorstehenden  Gleichungen 
3)»  4)>  5)»  6)  ^iid  7)  gemäss  bestimmt,  so  findet  man  offenbar  für  die  Unbekannten 
die  Werthe: 


X 


[a n]         [bni]   j      .    [cm]   j      ,    [dn 3] 


[aa] 


y  = 


[bbi] 

[bni] 
[bbi] 


[ccz] 


[cca] 

[cm] 
[cc2] 


[ddi] 

[dnj] 
[ddi] 


Ä 


,    [gW4l   j      ,    [fns] 

-^  [ee4]^^  [.//Sl 


[ee4] 


[ffs] 


B. 


t  = 


u  = 


w 


[rf»3) 


I    [^W4]  ^     ,    [/«S] 


[«irfs] 


+ 


[«Ml  ^"    '     [ffs]    ^ 
[«»4]  ,     [/ns]    R. 

[//5] 


'      8) 


Die  Rechnung  nach  diesen  Formeln  gestaltet  sich  ausserordentlich  einfach 
und  bequem,  wenn  man  dieselbe  in  der  folgenden  Weise  ausführt;  ich  werde  wieder 
zunächst  das  Kechnungsschema  hinschreiben  und  dann  durch  den  erläuternden  Text 
dasselbe  näher  ausführen.     In  die  erste  Zahlenreihe  setze  man  die  Logarithmen  der 

Grössen :  y—\  ,  ~=:  ....   7^  mit  umgekehrten  Zeichen,  in  die  zweite  eine  Vertical- 

[aa]  '    [aa]  [aa]  ^  ^ 

columne  einrückend  log  | — —^1 ....  log  i—  [. -^  '|  1  u.  s.  f.     Alle  diese  Logarithmen 

findet  man  schon  nur  mit  Abänderung  des  Zeichens   in   der  ersten  Yerticalcolumne 

des    Eliminationsschemas   (pag.  340)   mit  *]    bezeichnet,    und    zwar   in    einer   ganz 

analogen  Anordnung,    so   dass  kaum   das  Hinschreiben  dieser  ersten  Zahlengruppe 

nöthig  wäre ;  doch  ziehe  ich  es  vor,  diese  kleine  Mehrarbeit  vorzunehmen,  weil  sich 

in  dieser  Anordnung  die  weiteren  Operationen  sehr  einfach  gestalten.     Nun  beginnt 

die  Rechnung   der  ^-Coefficienten;    zu    diesem   Ende   schlägt  man   mit  Ausschluss 

des  ersten  Logarithmus  die  Zahlen  zu  den  Logarithmen  der  ersten  Reihe  auf,  bringt 

sie  in  die  erste  Reihe  unter  den  ersten  stärker  markirten  Horizontalstrich  und  setzt 

44* 
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log( 
log( 


[aa] 
[6ei]l 


'-(-S 


[aa] 
[bdt]\ 
[bbi]l 

[cdz]\ 


log(- 
«og( 
log(- 
log(- 


WM 

log( 
log( 
log( 


[cez] 


-'1 


[ee 
[äei]\ 

[ddiV 


J[5Ö\ 

[*  *  «]/ 

[cea]/ 

[«/4]\ 
[e«4]/ 


[ac] 
[ao] 

[66  I] 


[66i] 
[crfi] 


Ai 


At 


[gel 


[eci] 
[rfejl 
[dd%] 


Ai 


As 


[au] 
-W^A, 


[66 1] 

[eez] 

W/J] 
[ddi] 

i«  «4] 


log^i 


log^j 


As 
log^^a 


log^ 


logAi 


[bdt] 
[66 1] 

[c<i»] 
fcci] 


&        - 


[661] 

[C  «2] 

[c  cz] 
[dej] 
[ddi] 


Bs 


2 


[66i] 

[c/»] 
[«ca] 

17741  -^^ 


logBs 


i?8 

logifa 


2»« 
log£« 


[CO*] 
[CC2] 


Q 


logCj 


a 


C4 

l0gC4 


2»5 


[eci) 

KAI 

[f/4] 
(««4] 


Cs 


3 


Ci 


logCi 


[«/4l 
[««4] 


Di 


logA 


log  A 
log£. 


sofort   an  diT  eiitspreeheudeii  Stelle  in  der  Verticalcohimne  i  den  Werth  von  log  A^ 
an.   der  schon  in  der  ersten  Zeile  enthalten  ist  (eB  int  ^, 


ab] 


[a, 


) .  Diesen  Loga- 
rithmus bringt  man  auf  den  unteren  Band  eines  Zettels  und  hält  nun  diesen  über 
die  Logarithmen  der  zweiten  Reihe  und  schreibt  die  so  erhaltenen  Producte  in  die 
zweite  Zeile  der  ^-Gruppe.  Die  Addition  der  zwei  Werthe  in  der  zweiten  Vertical- 
columne  gibt  den  Werth  A^,  zu  dem  sofort  der  Logarithrans  aufgeschlagen  und  an 
en Isprechender  Stelle  eingetragen  wird.  Diesen  Logarithmus  nun  schreibt  man 
wieder  auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels  und  hält  diesen  über  die  Logarithmen 
der  dritten  Zeile;  die  so  gebildeten  Producte  werden  nun  in  die  dritte  Zeile  der 
jl-Oruppe  eingetragen.  Die  drei  Werthe  der  dritten  Verticalcolunme  ergeben  den 
Werth  von  A3.  Analog  das  Verfahren  fortsetzend,  gelangt  man  schliesslich  bis  zum 
Werthe  .^5.  Die  B,  C,  D  und  ß-Werthe  werden  ganz  in  der  gleichen  Weise  gebildet, 
nur  denkt  man  sich  die  Logarithmen  der  ersten  Zeile  fiir  die  Ermittelung  von  B, 
ilie  zwei  ersten  Zeilen  für  die  Ermittelung  von  C  u.  s.  f.  weggestrichen.  Durch 
dieses  einfache  Verfahren,  dessen  Mechanismus  man  sich  bald  zu  eigen  machen  wird, 
werden  die  erforderlichen  Factoren  leicht  erhallen. 

Nun  schreibt  mau  sich  auf  den  unteren  Rand  eines  Zetteb  der  Reihe  nach 
die  in  der  zweiten  Verticalcolumne  des  Elimiuationsschemas  (pag.  340)  mit  dem 
Zeichen  'j  versehenen  Loirarithmen  von  7 — ;  ,  ,.-"  ....  7",  ,  man  erhält  so  einen 
Zahletiwerth  mehr  als  Verticalcolumnen  in  dem  vorstehenden  Schema  sind;  hält 
man  nun  diesen  Zettel  so  über  die  Reihe  der  ^-Werthe,  dass  der  Logarithmus  von 
l/"Si 


über  den  Logarithmus  von  A;,  zu   stehen   kommt,    schlägt  zu  ^^    die    Zahl 


auf,    dann    die    Zahlen   der    Producte 


rSTi '  "^  r\  ^'  "'  ^''  ^^^  bringt  diese 
AVertho  in  eine  \'ertical(:ohimne ,  die  mit  x  überschrieben  ist,  so  ist  die  Summe 
dieser  Werthe  der  Werth  der  Unbekannten  x.  Nun  rückt  man  den  Zettel  über 
<lie  log  ß-Reihe ,  ohne  seine  Lage  gegen  die  A'erticalcolumnen  zu  änderu  und  be- 
achtet nur  den  ersten  Werth,  der  keinen  Logarithmus  unter  sich  stehen  hat;  zu 
diesem  schlägt  man  wieder  den  Werth  auf  und  bildet  die  Producte  B^  r~  \  1 
ßj  —fr-,  •'•  8-  f->  die  man  in  die  mit  y  über  schriebe  ne  Verticalcolumne  bringt; 
die  Summe  dieser  Werthe  ist  die  ünbekaimte  y,  und  in  anüloger  Weise  bilden  sich 
die  übrigen  Unbekannten. 

■  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt  r 
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[ani 
[aa] 

[bnt] 
[bbi] 

[em] 

[eex] 

[dnj] 
[ddj] 

[««4l 
[/ns] 
[//5l 


Ai 


A3 


^5 


X 

logx 


Bi 


[cw»] 
[ce»] 

[g"4l    „ 


5 


a 


[c»2] 

[rfrfS] 

[g»»4] 
[««4] 

[/»5] 

[//Sl 


0. 


C4 


Cs 


y 

logy 


log! 


[«"4] 
[««4] 

[//S] 


Ä 


A 


M 


[«»»4] 
[««4] 

[/>»5] 


^ 


10 


[/W5] 
[//5] 


i 
log« 


logu 


IT 
log  «7 


Benützt  man  wieder,  um  diese  Schemen  durch  Zahlenbeispiele  zu  erläuteni, 
die  im  vorhergehenden  Paragraphen  erhaltenen  Eliminationsgleichungen,  so  stellt  sich 
die  Rechnung,  wie  folgt  (vergl.  Schema  pag.  348) : 


I 

2 

3 

4 

5 

9.5"3i 

9.62148 
8ii74956 

9n56l28 
9.20511 

9n»6575 

9.35636 
7.94608 
8 . 70009 

»»69159 

6^18306 

7.4199» 
7.33041 
6.03937 
8^69708 

4-  0.41829 
—  0.01870 

—  0.36415 
-f  0.05338 

—  0.07368 

-1;  0.22717 
-\-    0.00294 

4-  0.02003 
4-  0.01890 

—  0.00015 
-|-  0.00088 

4-  0.00086 

—  0.00004 

—  0.01339 

A 

9.52231 

-H  0.39959 
9.60162 

0.38445 
9h58484 

-i-  0.26904 
9.42981 

—  0.01184 

8n07335 

1 

-h  0.16037 
-j-  0.01036 

-\-  0.00883 

—  0.00282 

—  0.00839 

-|-  0.00263 
—  0.00012 

-h  0.00002 

4-  0.00012 

B 

««74956 

-h  0.1707J 
9.23231 

—  0.00238 
7^37658 

-f-  0.00265 
7.42325 

1 

1 

+  0.05013 
4-  0.00906 

4-  0.00214 

—  0.00002 

—  0.00295 

C 

ä 

9»26575 

-h  0.05919 

8.77225 

—  0.00083 
6^91908 

• 

1 

4 

-|-  O.OOOII 

4-  0.00245 

D 

1 

8^69159 

-\-  0.00256 
7.40824 

E 

8,69708  1 

Die   Bestimmung  <ler  Unhekannten   aus  den 
k  Hieb  wie  folgt  (vergl-  Schema  pag.  550): 


A,  B,  C,  /J  und  ^-Cofficienten 


■   \  '   \   ■   \   •   \   • 

- 

—   0.10187   +  o.97jja  +  o.soi»?   —  0.41990   +  0.01786 
+  0.31403   —  0.01B17   +  0.07917   —  0.000B8   +  0.00011 
+  o.ioiio   —  0.07340   +  o,ooto6  —   0.00001  1 
+0.16518   —0,00004     0.00000  1 

+  0.00005 

+  0.5^139   +  0.87166   -f  0.58160   —  0.43079  1  +  0-0180B 
9.77161     9.94035     9  ?66li     9„6j4i7  |    8.15710 

7.64SI» 

^'e^gleicht  maii  die  hier  erhaltenen  Werthe  der  Unbekannten  mit  den  vorher 
Ebli  die  succeNsiveD  Substitutionen  (pag.  345]  bestimmten,  so  wird  man  eine  be- 
idigen<le  L'eltereinstimmung  wahrnehmen ;  der  grössere  Unterscliied  im  Logarith- 
18  von  u  erklärt  sich  aus  der  Kleinheit  der  Zahl  und  beeinttusst  in  der  letzteren 
der  'lliat  kaum  die  fünfte  Stelle.  Es  ist  also  oline  grosse  Mühe  eine  scharfe 
iitrole  für  die  Werthe  der  unbekannten  hergestellt  und  es  kanji  nun  an  eine 
rchgreifende  Prüfung  der  ganzen  Rechnung  geschritten  werden,  die  man  niemals 
■bsäumen  sollte.  Es  wurde  oben  (pag.  343;  durch  die  Ehmination  für  die  Summe 
■tübrig  bleibenden  Fehlerquadrate  [«»61  der  Werth  0.OJ563  gefunden;  würde 
u  dia  für  die  Unbekannten  erhaltenen  Werthe  in  die  früher  gefundenen  homogenen 
lingungügleichungen  ipag.  321.  322)  einsetüen,   so  würde  man  für  die  übrig  bleihen- 


-  (o,  .r  4-  Ä,  y  H- 

-  (oja-  +  fi.jy  -f 

-  («,JT  + A,y  H-. 


,2  +  '/:,/  +  ^:,"+/,« 


t  Quadratsumme  mit  <ler  obigen  Zahl  innerhalb  iler  Unsicherheit  der  Rechnung 

in  müsste.     Man  kann  aber  die  Prüfung  noch  umfassender  machen,  wenn  man 

tte  ursprünglichen  nicht  homogenen  Itedingungsgleichungen   (pag.  320,  321)  zu- 

|eht,  wobei  man  aber  üu  beachten  hat,  dass  die  durch  diene  letzteren  gefiindeiieu 

Tthe  von  D  mit  der  Quadratwurzel  des  Gewichtes,    oder  was   bequemer  ist,    die 

idrate  der  Fehler, mit  dem  zugehörigen  Gewichte  zu  multlpliciren  sind,  um  jene 

itsumme  zu  erhalten,  die  durch  die  Ehmination  erbalten  würde.     Multiplicirt 

daher  die  oben   gefundenen  Werthe   der   Unbekannten   mit  der  Fehlereinheit, 

Logaritbrous   oben    (pag.  321)    mit  1.5688    angenommen   wurde   und   dividirt 

in  durch  die  daselbst  angenommenen  Irloinogenitätsfactoren ,  deren  Logarith- 

[fkeziehungs weise  0.33893,  4.0248g.  0.55422,  0.50920.  0.20387,  0.156(5  sind, 

id    die  IjOgarithnmn  der    iirs])rüiigliehen  Unbekannten ,  alle  Grossen  in    Itogen- 

iden  nngeset/t : 
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log  hIJ  ^»  1.0023 

log  0^  =  7.4842 

log  hO  =  0.7807 

log  d  y  =  0^6939 

log  dQ'  sin  r  =  9.6220 

log  dt"  =  9,0576  . 

Schreibt  man  sich  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres  die  Logarithmen  dieser 

Grössen   mit  veränderten  Zeichen  hin   und  setzt  in   die  erste  Zeile  des   folgenden 

Schemas  die  ursprünglichen  Fehler  n  und  darunter  die  Producte  der  Unbekannten  in 

die  diesbezüglichen  Coefficienten  (pag.  320,  321),  so  wird  man  durch  die  Summimng 

der  über  einander  stehenden  Werthe  zur  Kenntuiss  der  übrig  bleibenden  Fehler  in 

den  einzelnen  Coordinaten  gelangen;  man  erhält  so  die  folgenden  Resultate: 

Rectascensionen . 
1*34567  89 

— 37"o5  — 12''73  -|-«o''a9  —  ^"^7  —  ©"05  +22''28  +27''o9  -hi7''o7  +  1^69 
— 20.49  --*S'7o  —  9.67  — 19.68  — 17.54  — 10.02  —  9.89  — 14.71  — 21.95 
-f-32.29  +22.46  -f-12.60  +  7.12  -|-  3.81  +  0.84  —  0.43  —  2.58  —  6.99 
+21.62  —  7.01  —12.98  +21.47  —  4.73  —13.40  —  6.64  +11.39  -f-H.97 
+  3.48  +14.00  —  0.59  +  0.08  +15.96  +  0.31  —  9.64  —II. 18  +14-65 
—  0.13  +  0.08  —  o.ii  —  0.12  +  o.io  —  0.11  +  0.03  +  0.07  0.00 
0.00  +  0.03         0.00  +  O.Ol   +  0.02         0.00  —  0.03  +  0.03  —  0.04 


No. 


n 


Correct.   ¥.    h  L' 

m  m         bfA 


b0 

dl' 


No. 

u 

('orrect.   v.    d  L' 

»         »      djU 

»  m        b0 


d-' 


—  0.28  +  1.13  —  0.46  —  0.99  —  2.43  —  0.10  +  0.49  +  0.17  +  2.32 
0.08         1.28         0.21         0.98         5.90        O.Ol         0.24        0.03        5.38 

Declinationen. 
10  II  12  13  14  15  16  17  18 

-iS^S  +  3''39  -  5"i9  —  T^Sö  —  0^64  -  8''*4  —  T^SS  +  4''i3  -  ""jo 

—  8.3s  -H  a-97  +  3.96  —  7.9a  -H  »-77  +  4.««  +  *-44  —  ».88  —  6.40 
+13.18  —  4.24  —  5.17  +  2.88  —  0.38  —  0.36  +  0.09  —  0.51  —  2.02 
+  8.87  +  1.4a  +  5.3«  +  8.67  +  0.51  +  5.48  +  1.73  +  2.25  +  4.56 
+  1.24  —  2.64  +  0.15  —  0.13  —  1.61  —  0.21  +  2.34  —  2.17  +  4>4 
+  0.67  —  0.23  —  0.57  +  0.66  —  0.20  —  0.58  —  0.36  +  0.30  +  0.45 

0.00  +  0.15  —  0.01  —  0.03  +  0.16         0.00  —  o.i»  —  0.15  +  0.13 


r       +  2.18  +  0.82  —  1.52  —  3.43  —  0.39  +  0.20  —  1.23  +  0.97  —  0.44 
t?«  4.75        0.67        2.31       11.76        0.15        0.04        1.51         0.94        0.19 

addirt  man  nun  diese  Fehlerquadrate,  nachdem  man  dieselben  mit  ihren  Gewichten 
durchmultiplicirt  hat,  was  im  vorliegenden  Falle  wenig  Mühe  macht,  da  alle  lie- 
dininingsgleichungen  das  Gewicht  i  haben,  mit  Ausnahme  der  Gleichungen  No.  3 
und  12,  denen  nur  das  Gewicht  0.5  augeschrieben  ist,  so  findet  sich: 

[«r]  =  35"i7  . 
Aus  der  Zahl  [nnt]  =0.02563  resultirt  aber,    wenn  man  dieselbe   mit  dem 
Quadrate  der  angenommenen  Fehlereinheit  multiplicirt: 

[««6]  =  35"i8 
was  eine  befriedigende  Uebereinstinmiung  ist,  und  eine  durchgreifende  Controle  aller 
bisherigen  Rechnungen  abgibt.  ^ 


)f  3.  BestEmmaug  der  Gewichte  and  der  mittleren  Fehler  der  Unbekannten. 

Im  Falle,  dass  i;mo  Inbekaimte  durch  directe  Iteohachtungen  hestimint  wurde, 
war  die  Auswcrthimg  des  Gewichtes  des  arithmetischen  Mittels  sehr  einfach,  indem 
dasselbe  unmittelbar  gleich  war  der  Summe  der  Gewichte  der  Ueobachtungen ;  viel 
schwieriger  wird  aber  die  Hestimmung  der  Gewichte  in  dem  nunmehr  vorliegenden 
Falle ,  wenn  durch  die  lieohachtungen  mehre  Unbekannte  gleichzeitig  bestimmt 
werden. 

Seien  die  Gewichte  der  Unbekannten  der  Reihe  nach  durch  P^.,  Py,  P,,  . . . 
bezeichnet,  femer  sollen  die  Deobachtungswerthe  ri, ,  hj,  n^.  ...  gleiches  Gewicht 
haben.  Es  ist  nämlich  oben  (pa^.  314^  gezeigt  worden,  dass  man  du  ich  die  Multi- 
plication  einer  jeden  )  Jedingung^gleichuug  mit  der  Quadratwurzel  des  zugehörigen  Ge- 
wichtes derselben  ein  System  von  ISeobachtungen  von  verschiedenen  Gewichten  auf 
ein  solches  mit  gleichen  Gewichten  zurückführen  kann;  wären  also  die  vorgelegten 
Iteobachtungen  von  diSerenter  Genauigkeit,  so  wird  vorausgesetzt,  dass  durch  das 
eben  erwähnte  ^'erfahren  die  /nrückfÜhiiiug  auf  gleiche  Gewichte  bewerkstelligt  sei. 
Die  Unbekannte  x  und  ebenso  die  anderen,  werden  sich  offenbar  nach  dem 
linearen  t'harakter  der  in  Betracht  gezogenen  Funktionen  in  eine  lineare  Abhängig- 
keit von  den  lleobachtungs fehlem  bringen  lassen ;  man  wird  daher,  ohne  vorerst  auf 
die  liedeutung  der  tloefficieuten  näher  einzugehen,  schreiben  dürfen : 


3:  =  a,  «,  4-  Kl»,  4-  ajHi  +  . 


I) 


I»t  t  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit ,  und  sind  e^  Cy, 
f.,  ...  die  mittleren  Fehler  der  Unbekannten  ,  an  lassen  sich  zunächst  sofort  die  ße- 
lation^n  aufstellen   [vergl.  pag.  311]: 


.  niiß] 


P.=r. 


r  Man    hat    daher    zur    Ik'stimmuiig    des    Gewichtes   der    h 

die   Bedeutung   der  Summe  ,acj    näher   zu   ermitteln.     Hierzu 
gleichungen  ein  geeignetes  Mittel;  dieselben  sind  [vergl.  pag.  3 

t[aa]r+[ab]y  +  [ac]t+  ...  =[an] 
lal>]x-\-ibb]y+[br]g+  ...  =\bn] 
\ar]x  +  [bc]y  +  [ac\z+  ...  =[cn\ 


nbckannl«u 
bieten    die    I 
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Denkt  man  sich  nun  ein  analoges  Gleichungssystem  von  der  Fonn: 

[aä]  0,  +•  [«»1  Ol  +  [«c]  Qs  +  . . .  =  I 

[ab]  Q,  +  [bi]  Ol  +  [bc]  0,  +  . . .  =  o     • 

[ac]  0,  +  [bc]  Qi  +  [ec]  Oj  +  .  •  •  =  o 


3) 


SO  erhält  man  durch  Auflösung  dieses  Systemes  die  Werthe  der  Grösse  Qi,  0%,  Qi . . .; 
addirt  man  nun  die  Normalgleichungen,  nachdem  man  dieselben  der  Reihe  nach 
mit  Qu  Q27  Q3  •  •  durchmultiplicirt  hat,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  in 
3)  aufgesteUten  Bedingungen  nach  der  Addition: 

X  =  [an]  Q,  +  [bn]  Oj  +  [cn]  Q3  +  . . , 

Löst  man  nun  in  dieser  Gleichung  die  Summen  auf  und  ordnet  nach  den  Grössen  n, 
so  werden  die  Coefficienten  der  verschiedenen  n  mit  den  a-CoefBcienten  der 
Gleichung  i]  identisch  werden  und  man  wird  durch  die  Gleichsetzung  erhalten: 

«1  =  «1  Qi  +  *i  Ol  +  ci  Qa  +  . .  . 
«2  =  «2  Qi  +  *2  Q2  +  ^2  Q3  4-  • . . 
«3  =  Ö3  Ol  +  ij  Ol  +  ^3  Qs  +  .  • .  ]  ^^ 


l 


Um  nun  die  geforderte  l^estimmung  von  [aa]  zu  erhalten,  denke  man  sich 
vorerst  diese  Gleichungen  links  und  rechts  mit  Oi,  o^,  03  ..  multiplicirt  und  addirt, 
dann  folgt  sofort  mit  Rüchsicht  auf  die  erste  Gleichung  und  3) : 

«1  «1   +  a2«2  +  «303  +  •  •  =  [ffö]  =  I  5) 

ebenso  wird  die  Multiplication  mit  b,  c  u.  s.  w.  ergeben : 

«1  *!  +  «2  ^2  +  «3  *3  +  •  •  •  =  [«  ^]  =  o 

«1  C,   +  «2  ^  +  «3  ^3  +  •  •  •  =   [OC]  =  O   >  6) 


weiter  gibt  aber  die  Multiplication  der  Gleichungen  4)  mit  den  zugehörigen  a  und 
Addition  derselben  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  5)  und  6) ; 

[aa]  =  0,  7) 

womit   also    die  Bestimmung    des    reciproken    Werthes  des    Gewichtes   von   x  er- 
reicht ist^  da  ja  die  Bestimmung  von  Qj  aus   den  Gleichungen  3)  keinen  weiteren 
Schwierigkeiten  unterworfen  ist.     Wollte  man   in   analoger  Weise   die  Bestimmung 
der  Werthe  [ßß],   [yy]  ...  durchfuhren,  so  würde  man  nun  in  den  Gleichungen  3) 
für  die  erstere  Bestimmung  in  der  zweiten  Gleichung  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
die  Einheit  zu  setzen  haben,  für  die  anderen  Gleichungen   aber  die  Null  einsetzen, 
für  die  Bestimmung  von  [yy]  würde  man  die   dritte  Gleichung  der  Einheit   gleich 
setzen  u.  s   f.     Man  gelangt  dadurch   zu   dem  Schlüsse,    dass   man  den  reciproken 
Werth  des  Gewichtes  einer  jeden  Unbekannten  leicht  erhält,  wenn  man  in  die  Nor- 
malgleichiingen    der   Reihe   nach    rechts    vom    Gleichheitszeichen    für  x   die    erste 


Gleichung,  für  y  die  zweite  Gleichung  u.  s.  f.  der  Einheit,  die  übrigen  Coefficienten 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  der  Null  gleich  setzt  und  die  Gleichungen  diesen 
Bedingungen  entsprechend  /i  mal  auflöst,  wobei  fi  die  Anzahl  der  Unbekaiuiten  vor- 
stellt; der  an  Stelle  der  betreffenden  Unbekannten  auftretende  Werth  ist  der  gesuchte. 
So  einfach  scheinbar  diese  Methode  ist,  so  würde  dieselbe  in  der  eben  hingestellten 
Form  doch  recht  beschwerlich  ausfallen ,  weil  man  das  Gleichungssystem  ^  mal  auf- 
zulösen hätte;  es  lassen  sich  aber  Methoden  der  Rechnung  angeben,  welche  diese 
Arbeit  mit  Henützung  der  bereits  berechneten  Coefficienten  auf  eine  höchst  unbe- 
trächtliche reduciren. 

Dehnt  man  die  folgenden  Entwickelungen  auf  den  Fall  von  6  Unbekannten 
aus,  so  hat  man  zur  Bestimmung  des  Gewichtes  von  x  nach  dem  Vorausgehenden 
in  den  Normalgleichungen  zu  setzen:  • 

[an]  =  I  ,     [on]  =s  o  ,     [en]  =  o 
[bn]  =  o  ,     [rfw]  =  o  ,     [/«]  =  o  ; 

beachtet  man,  dass  nach  der  vorliegenden  Methode  der  Gewichtsbestimmung  die 
Auswerthung  des  reciproken  Werthes  des  Gewichtes  durch  die  successive  Elimination 
sich  genau  so  gestaltet,  wie  die  Ermittelung  des  Werthes  von  ar,  so  sieht  man  so- 
fort, dass  nur  jene  Hilfsgrössen  Abänderungen  erfahren  werden,  die  mit  n  verbun- 
den erscheinen,  die  übrigen  bleiben  unverändert;  man  wird  also  zu  setzen  haben, 
wenn  man  die  bei  der  directen  Bestimmung  der  Unbekannten  (pag.  346,  347)  be- 
nützten Hilfsgrössen  einführt: 


«-         J  [aä]  ' '  •-         J  [aa]         [0,01]      *  ^' 


^-^  A2  —  A^ 


8) 


"■       •'■'  [aa]        [bbi]      '         [«c»] 

[cn  i]  ^  —  -. — i  ,  [dm]  =  —  7 — i  — 73rT-4  A,  , 

••        ■■  [aa]  '  L        j  [aa]        [661]      '  ' 

[f„,-\—    w]    [*/']  4      ^'f^Ki 

L/ "^J  —        [aa]       plj  ^        [ecx]  ^^ 
l*"*J  —         [aa]  '  L/"^J  —         [aa]        [bbT]  ^ 

'-'       J  [aa]  ' 

1««4J—        [aa]        (667]^»         [^  ^2        [535]  ^  —  ^ 

1/*4J  —      [^      [FTTi  ^«  —  [STIi  ^  —  [SrfS  ^^ 

^    •'-'  [aa]        [o6i]      '         [«cal      ^         [ddj]      ^         [««4]    ^  '^ 

Obeii  (pag.  347)  war  für  die  directe  Bestimmung  von  x  gefunden  worden  die 
Gleichung : 

45* 


35Ü 


Mail  hat  also  in  dem  vorliegenden  Falle  gemäss  den  Gleichungen  8)  (pag.  355)  in  die- 
sen Ausdruck  statt  [an],  [im],  [^^2].  [e/»3].  [^^4],  \Jn^  beziehungsweise  die 
Werthe  i,  ^|,  Ai^  A^^  A^  und  At^  zu  setzen  und  erhält  also  zur  Bestimmung  des 
reciproken  Werthes  des  Gewichtes  von  x  die  Gleichung: 


A\  A\     . 


9) 


Will  man  das  Gewicht  von  y  bestimmen,  so  hat  man  zu  setzen : 

[fll7l]=0,   [6«]  =  i,   [c»]=o,   [rf«]=o,   [ew]  =^0,   L/«]  =  o  .  . 

oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt^ 

[6«i]  =  i,     [rf«i]=o,     [/«i]  =  o, 
[c«i]=o,     [c«i]=o, 

verfährt  man  nun  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  oben,  so  wird  man  leicht  finden, 
dass  für  die  J  Bestimmung  des  Gewichtes  von  y,  welches  durch  P^  bezeichnet  ist, 
resultirt : 

'    '        ■    B%B%    .    BzB%    ,    B^B^    .    ^5-^5 


von  t\ 


[661]  ^   [CC2]     '    [rfrfs]     '     l^M]     '    [//5]    • 

Zur  Bestimmung  des  Gewichtes  von  z  wird  man  zu  setzen  haben: 

\cn2\  =  I        \en2\  =  o 
\dn2\  =  o  ,     lfm]  =  o  , 

[rf»3]  =  I  ,     (/«3]  =  o 
[en^]  =0, 


von  «: 


von  w: 


[en4]  =  I  ,     [/n4]  =  o 


[/ns]  =  I  . 


Es  bestimmen   sich   also  die  reciproken  Werthe   der  Gewichte  der  einzelnen 
Unbekannten  durch  die  Gleichungen: 


I 

K 

I 
I 
1 

'Fi 

I 


I    A\  A\    1    A^  A2 


[aa]     '    [bbi]    '    [cci]     '    [rfrfj]    ^    [««4] 


I    -^a-^^    I    A4A4    .    -<45 ^5 


+ 


•^2  -^2     I     -^8  -^l 


[bbi]         [eci] 


+ 


+ 


8_|_Ä4^  _^ 


[CO.]       '      [ddi] 


+ 


+ 


[ddi]  ^  [««4] 


10 


1//S1 

[//s] 

1//S] 
[//5] 

[««4]     '    [//S] 
I 


[««4] 
CjC* 

[««4] 


+ 
+ 


4- 


10) 
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Ans  den  Glcidiun((pii  lo)  erhält  man  also  mit  Tlilfe  der  bereits  vorhaiuleiifii 
IliirsgTÖHsen  in  «ehr  einfacher  Weise  die  reciprokcn  Werthe  der  Gewichte,  wobei 
man  zn  beachten  haben  wird,  dasH  dies  eiffentlich  jene  Werthe  sind,  deren  man  zur 
Bestimmung  der  mittleren  Fehler  bedarf,  da  ja  die  Quadrate  der  mittleren  Fehler 
umjjekehrt  pro]tortional  den  Gewichten  sind.  Ausserdem  ist  es  klar,  das»  vun  einer 
üewichtabestiminung  ganz  wohl  die  Kede  sein  kann,  wenn  dieAuzahl  der  Hedingungs- 
gleichuiigen  der  Anzahl  der  Unbekannten  gleich  ist. 

Die  Heistimmung  der  mittleren  Fehler  der  Unbekannten  wird  also  sofort  tlinn- 
lifh  sein,  wenn  der  mittlere  Fehler  einer  Beohachtnng  mit  dem  Gewiehte  i  bekannt 
ist ;  es  sollen  mm  die  zur  Kestimmnng  der  letzteren  Grösse  nöthigeii  Ableitungen 
voi^enommen  werden,  wobei  die  sehon  früher  berechnete  Grösse  [cc]  ^  (»»]  ihre 
Verwendung  findet. 

Es  sei  der  mittlere  Feliler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewiehtseinheit  t  und 
ee  wird  vorausgesetzt,  dass  alle  lledingungsgleichungen  das  gleiche  Gewicht  haben, 
was  stets  dadurch  erreicht  wird  vergl.  pag.  314).  dass  man  vor  Beginn  der  An- 
wendung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  alle  vorhandenen  Bedingungsgleichun- 
)(en  mit  der  Quadratwurzel  des  zugehörigen  Gewichtes  diirchmultiplicirt ;  das  tJe- 
wicht  einer  solchen  Gleichung  soll  nun  der  Einheit  gleich  sein,  also  der  mittlere 
Fehler  derselben  e;  bezeichnet  man  wieder  mit  v,,  v^,  b^  .  ■  ■  die  Unterschiede  zwi- 
schen der  Beobachtung  und  Rechnung  nach  erfolgter  Ausgleichung,  mit  J, ,  Jj,  ^•^  . . 
die  wirklichen  Beohaehtungsfehler ,  sind  r,  y,  s  ...  die  durch  die  Ausgleichungs- 
rechnnngen  gefundenen  Werthe  der  Unbekannten,  3- -\- 9x,  1/ +  dy,  z-{-dx  ... 
die  wahren  Werthe  derselben,  so  hat  man  offenbar  (vergl.  pag.  315)  die  zwei 
Gleich  ungBsy  Sterne : 


^u 


Gl  X  -\-  bi  y  -\-  r,  z  +  . 
Bji  +  fiiy  +  ca«-!-  . 


■  —  «1  =  —  "1 

■  —  «1  =  -  Oj 
—  «3  =  —  »3 


ai{x  +  dx]  +  6,  (y  -H  St,]  +  r.  {z  +  <'*)  +  ■ 
a%{T-\-  dx]  +  b^  {tf  4-  Jff'i  +  f^i  's  -H  dz;  +  . 
a,{x  +  är]  +b-i{y  +  dy)  4  ^i  (^  +  Sz]  +  . 


- «,  =  -  j,  ( 

-  »8  =  -  Ja  I 


iultiplicirt  man   nun   die  Gleichungen  11)    der  Reihe  nach   mit  p,,  pj,  Pj 
addirt,   so  erhält  man,   da  die  Relation   [vergl.  pag.  337)  besteht: 

[at,]  =  [b„]  =  l,v]  =  ...=o, 
sofort : 

.     \tn]  =  [vv] 
Verfährt  man  ebenso  mit  den  Gleichungen  12),  so  findet  sich  andererseits : 

[,:,.]  =[,J]. 
iMe  Vereinigting  der  Resultat«  der  Gleichungen  13)  und  14)   ergibt: 
[vv]  =  [vJ]   . 
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Um  nun  die  Summe  der  thatsächlichen  Fehlerquadrate  [^^]  mit  der  mini- 
malen [v  v]  mit  Hilfe  der  Fehler  der  Unbekannten  in  Verbindung  zu  bringen,  mnhi- 
plicirt  man  die  Gleichungen  ii)  und  12)  der  Reihe  nach  mit  ^/j,  ^/),  ^s  •••  ^^^ 
erhält  so  durch  Addition : 

[a^x  +  {hJ\y  +  [cz/]«H-  ...  —  {nA\  =  —  [v^f]  =—  [vv] 

[aJ]  [x  +  ix)  +  [hJ]  (y  4-  (Jy)  +  [cJ]  (z  +  dz)  +  ..,  —  [nJ]  =  ~  [JJ] 

Die  Subtraction  dieser  Gleichungen  ergibt: 

[JJ]  =  [vv]  —  [aJ]dx—  [bJ]dy—  [cJ]dz—  ...  16) 

wobei  offenbar  nach  der  Idee  des  mittleren  Fehlers  zu  setzen  sein  wird: 

[J^  =  mee  ,  17) 

wenn  m  die  Anzahl  der  Kedingungsgleichungen  vorstellt.  Die  Bestimmung  von 
[^  ^  aus  der  Gleichung  1 6)  hätte  keine  weitere  Schwierigkeit,  wenn  die  Fehler  der 
fiir  die  Unbekannten  gefundenen  Werthe  bekannt  wären ,  eine  Bestimmung  die  offen- 
bar unthunlich  ist;  doch  soll  sofort  gezeigt  werden,  welche  Werthe  man  diesen 
Fehlem  nach  den  Principien  der  Wahrscheinlichkeit  beimessen  kann.  Multiplicirt 
man  die  Gleichungen  1 2)  der  Reihe  nach  mit  o^ ,  02»  ^j  •  •  •  ^^d  addirt  dieselben 
so  findet  sich  leicht: 

[aa]x+[ab]y +[ac]z+  ...  ^  [an]     \^_r^  «, 

+  [aa]dx+[ab]dy-^'[ac]dz+ j  ^^    ^  ^' 

Nun  ist  aber  die  erste  Zeile  in  diesem  Ausdrucke  der  Bestimmung  der  Nor- 
malgleichungen entsprechend  der  Null  gleich,  man  hat  daher,  wenn  man  die  anar 
logen  Resultate  hinschreibt,  die  die  Multiplication  mit  den  b,  c  ..  CoefiEusienten 
ergibt: 

[aa]dx  4-  [ab]dy  +  [ac]8z  +  ••  •  +  [«^]  =  o 

[ab]  ix  +  [bb]  8y  +[bc]8z  +  ...  +  [bJ]^o      ^  ,^) 

[a  c]  ix  '•\-[bc]iy  -^  [cc\8z  +  . . .  +  [cJ]  =  o 


Die  Gleichungen  19)  sind  wie  Normalgleichungen  zusammengesetzt,  nur  stehen 
an  Stelle  der  Unbekannten  die  Fehler  derselben  und  anstatt  n  die  Grössen  —  J\ 
es  wird  daher  die  Bestimmung  dieser  Fehler  durch  die  Grössen  —  J  m  derselben 
Weise  vorgenommen  werden  dürfen ,  wie  die  Bestimmung  der  Unbekannten  aus  n 
und  man  wird  deshalb  die  in  der  Gleichung  1)  (pag.  353)  auftretenden  a,  /?,  y  ..• 
Coefficienten  ohne  Abänderung  benützen  dürfen  und  die  Relationen  erhalten: 

da:  =  —  {  aj  ^/i  4-  «2^2  +  «3 ^3  +  .  .  •  } 
iy  =  -'{ßyJx  +Ä^2+A^3.+  .-.} 

d  ^  =  —  {  yi  z/i  +  y2  ^2  +  y3  ^3  +  •  •  •  } 


20) 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  16)  ein,   so  wird  man,   wenn 
man  die  Summe  [a  J]  auflöst,  für  die  einzelnen  Glieder  erhalten  : 
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—  [c^8z=  (ci  Ji  +  Ci  Ji  +  C3  J3  +  . . .)  {yiJi  +yi^2  4-  y$^s  +  •••) 


21) 


n  wird  vor  Allem  behaupten  können^  dass  diese  Producte  nothwendig  positiv  sein 
ssen,  denn  die  (konstanten  sind  so  bestimmt,  dass  [vv]  ein  Minimum  ist;  jede  von 
durch  die  Normalgleichung  erhaltenen  Bestimmung  der  Unbekannten  abweichende 
Stimmung  wird  daher  diese  Fehlerquadratsumme  vermehren  müssen,  woraus  un- 
ttelbar  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  i6j  die  aufgestellte  Behauptimg  be- 
tigt wird. 

Führt  man  nun  die  in  21)  angezeigten  Multiplicationen  durch  und  beschränkt 
h  auf  die  erste  Gleichung  allein,  indem  die  übrigen  in  gleicher  Weise  behandelt 
rden  können,  so  kann  das  Resultat  dieser  Multiplication  in  der  folgenden  Weise 
geschrieben  werden: 

>ei  unter  den  Zeichen  2  alle  jene  Producte  zusammengefasst  gedacht  erscheinen, 
verschiedenen  Fehlem   angehören,    während   die   ersteren   Glieder   die  Quadrate 
»er  Fehler  enthalten;    setzt  man  nun  für  J\Ji,  ^2'^ij  •^s'^s  ••    ^^^   mittleren 
klerquadrate  es  und  beachtet,  dass  nach  Gleichung  5)   (pag.  354}  ist: 

[aa]  =  I  , 
erhält  man: 

—  [aJ]dx:x=z  ee  '^2q(J^J^  ; 

'  erste  Theil  rechter  Hand  wird  als  Quadrat  nothwendig  positiv  sein,  also  der 
Lgen  Forderung,  dass  —  [aJ]dx  positiv  ist,  genügen;  im  letzteren  Theile  wird 
5r  wegen  der  Combination  der  verschiedenen  Fehler  mit  einander,  und  da  posi- 
3  und  negative  Fehler  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit  haben,  die  angezeigte  Summe 
d  positive  bald  negative  Werthe  erhalten,  die  aber  im  Allgemeinen  gegen  das 
^re  Glied  klein  sein  werden ;  man  darf  daher  im  Durchschnitte  annehmen,  dass  ist 

—  [aJ]dx  =  es  ; 

ch  ganz  ähnliche  Schlüsse  erhält  man  die  Relationen: 

—  [bJ]d^  =  —  [cJ]dz  =  .. .  =  ee  . 

Setzt  man  diese  Relationen  in  die  Gleichung  16)  ein,  so  erhält  man  also,  wenn 
in  mit  fx  die  Anzahl  der  Unbekannten  bezeichnet,  mit  Rücksicht  auf  17) : 

mee  =  [vv]  +  fzee 

welcher  Gleichung  m  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  vorstellt;  bestimmt 
11  daraus  €,   so  findet  sich: 


=  ±  1/ J^  22) 


mit  die  verlangte  Bestimmung   des  mittleren  Fehlers   der  Gewichtseinheit  erlangt 
Die  Bestimmung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  nach  dieser  Formel  zeigt,    dass 
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an  eine  solche  nur  gedacht  werden  kann,  wenn  mehr  Bedingungsgleichungen  Yoifaanden 
sind,  als  die  Anzahl  der  Unbekannten  beträgt.  Verbindet  man  diese  so  gewonnenen 
Werthe  von  e  mit  den  durch  die  Gleichung  lo]  (pag.  356)  bestimmten  Gewichten, 
so  erhält  man  die  mittleren  Fehler  der  Unbekannten  bestimmt  durch: 


ex  =  -7= 


«!/  = 


8, 


6 
8 

8 


23) 


Indem  somit  die  letzte  gestellte  Aufgabe  erledigt  erscheint,  wird  es  wieder 
angemessen  erscheinen,  die  Rechnungsschemen  anzugeben  und  durch  ein  Beispiel 
zu  erläutern.  Zur  Berechnung  der  Formeln  loj  wird  man  sich  in  das  Schema  in 
der  unmittelbar  ersichtlichen  Weise  die  Logarithmen  der  Quadrate  der  bereits  er- 
mittelten Hilfsgrössen  eintragen,  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres  die  Com- 
plemente  der  Logarithmen  von  [aa] ,   [4A  1] .  [ccz],   [dd^],   [ee/\],  Iff^]  aufschreiben 

und  diese  Logarithmen  über  die  A^  Zeile  halten,  so  dass  log  ,  ^       über  log  A^^  zu 

stehen  kommt ;   hierbei  wird  der  log  - — r  über  die  Zahlen  des  Schemas  hinausragen; 

zu  diesem  letzteren  Logarithmus  wird  man  die  Zahl  aufschlagen  und  unter  dieselbe  in 
eine  Vertikalcolumne  die  übrigen  Produkte  der  Horizontalzeile  bringen,  die  Summe 
dieser  Zahlen  ist  der  reciproke  Werth  des  Gewichtes  von  x;  nun  rückt  man  das 
Papier  vertikal  um  eine  Horizontalzeile  herab  ^  schlägt  zum  ersten  nach  links  vor- 
stehenden IjOgarithmus  die  Zahl  und  die  übrigen  Produkte  auf  und  bringt  alles  wieder 

in   eine   Vertikalcolumne,    die   Summe   dieser   Werthe  ist  -=-  u.  s.  f.;  das  Schema 

stellt  sich  also  wie  folgt: 


I 

2 

3 

4 

S 

• 

log  4* 

log  A2^ 
log  Bi^ 

log  As^ 

log  ^3^ 

log  C32 

log^«« 
log  B^^ 
log  C«« 

log  2>4* 

log  4»* 
log  Bi» 

log  C5» 
log  A« 
log^« 

1 

I 

1 

1 

I 

[aa] 

[bbl] 

ICC2] 

[ddi] 

[««4] 

AiAi 

B%B% 

C3  C3 

I>*D* 

-Bs-ft 

[661] 

[CC2\ 

[ddz] 

[««4l 

t//sl 

A2A2 

BzB^ 

C^C4 

AA 

[CC2] 

[ddi] 

[««4] 

[//s] 

A^Az 

Bißt 

C5C5 

[ddi] 

[e«4l 

[ffs] 

AiAi 

BiBi 

[««4l 

[/fs\ 

AiAi 

1//S] 

l:P, 

I  -.Pg 

^      Pz 

I  Pt 

.:/>. 

loR  (I :  Pr) 

log  (I   :  Py) 

log  II  :  P.) 

log  (I  :  Pt) 

log  (I  :  PJ 

log  (I  :  P„i 
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Die  Fortsetzung  des  oben  gegebenen  Rechnungsbeispieles  gibt  aIso  mit  Rück- 
sicht auf  das  obige  Schema:  • 


9.04462 

9.20324 

9.16968 

8.85962 

6.14670 

7.499" 

8.46462 

4.75316 

4.84650 

■ 

8.53150 

7 . 54450 

7.38318 

3.83816 
4.81648 

7.39416 

-fo. 19053 

-|-o.  76670 

+0.3*035 

+0.35319 

+0.24316 

+0.08496 

-j-o.ooioi 

-f-o. 01201 

-|-o.  00059 

-|-o.  00060 

-fo. 05115 

-{-0.01029 

-j-o.  00085 

-|-o .  00000 

-1-0.05220 

-ho. 00000 

-f-o. 00000 

-fo. 01760 

-|-o.  00000 

4-0.00003 

-Ho. 39647 

-ho. 77800 

+0.33321 

+0.35378 

+0.24376 

9.5982 

9.8910 

9.5227 

9.5487 

9.3870 

9.3848 

Die  Summe  der  übrig  bleibenden  Fehlerquadrate  ist  (vergl.  pag.  343) : 

[vv]  =  [nn6]  3=  0.02563  . 
Da  im  TorHegenden  Falle  m  =s  18  und  ^  »=  6  ist,  so  findet  sich  der  mittlere  Fehler 
einer  Bedingungsgkichung  nach  der  Formel  23)    (pag.  360) : 

log  e  =»  8.6647  • 
Will  man  diesen  mittleren  Fehler  in  Bogensekunden  kennen,  so  wird  man  dieses  so 
gefundene  «'mit  der  Fehlereinheit,    deren  Logarithmus  oben  mit  1.5688  angenom- 
Ben  wurde,  zu  multipKciren  haben  und  es  findet  sich  also: 

«  s=  dl  i"7i2  ; 
will  man  nun  die  Unsicherheit,  d.  h.  den  mittleren  Fehler  der  Elemente  selbst  ken- 
nen, so  wird  man  zu  beachten  haben,  dass  die  vorliegende  Auflösung  nicht  die  Un- 
bekannten selbst  gibt,  sondern  Unbekannte,  die  in  einer  linearen  Relation  zu  den  er- 
steren  stehen;  die  diesbezüglichen  Factoren  wurden  oben  (pag.  321)  angenommen  (die 
Coef&nenten  sind  logarithmisch  angesetzt) : 

ap  =  0.33893  öZi' ,     t  =»0.50920  öfF 

y  ss:  4.02489  hfl    j     u  =0.20387  bQ'  sinT 

«  «»0.55422  ö<D   ,     10  =  0.15635  dt' 

man  wird  also  die  Quadratwurzeln  der  gefundenen  Reciproken  der  Gewichte  mit  e 
zu  multiplioiren  und  durch  die  diesbezüglichen  Homogenitätscoefficienten  zu  divi- 
diren  haben,  um  die  mittleren  Fehler  der  Elemente  zu  erhalten,  und  mit  Kenützung 
der  Torstehenden  Zahlen  finden: 


len 

^r  Fehler 

von  bL'          ±  o"494 

)) 

» 

»   öfi            ■+■  0.000143 

» 

» 

»    ÄCD ^  0.276 

» 

» 

»   öV     —  dr  0.315 

» 

» 

bQ'  sint'  ==  ±  0.529 

o 

» 

»        bf  =  ±  0.588  . 

Oppolxer,  Bahnbestimmnngeii.  II. 


46 
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§  6.    Behandlnng  der  yorgelegten  Anfgabe  im  Falle  ^  dass  die  Anflonag  der 
Normalgleiehiiiigeii  besonderen  Unsieherheiten  nnterworfen  Ist 

Die  in  den  vorausgehenden  Paragraphen  gegebenen  Vorschriften  bedürfen 
unter  Umständen  einer  etwas  veränderten  Behandlung,  wenn  nämlich  die  Auflösung 
der  Normalgleichungen  besondere  Unsicherheiten  bietet;  man  erkennt  diese  Un- 
sicherheiten ,  wenn  man  nicht  schon  vor  Beginn  der  Lösung  von  diesem  Umstände 
Kenntniss  hat,  sofort  daran,  dass  der  erste  Coefficient  einer  oder  mehrer  Eliminations- 
gleichungen sehr  klein  wird;  es  sind  diese  Coefficienten  oben  mit  den  Symbolen 
[aä\j  [bii]y  [cc2]j  [dd^]j  ...  identificirt  worden.  Diese  Coefficienten  müssen,  wie 
man  dies  aus  ihrer  Entstehung  sofort  ableitet  (vergl.  pag.  331},  nothwendig  positiv 
sein,  es  kann  aber  in  Fällen  besonderer  Unsicherheit,  wo  dann  der  fragliche  Coef- 
ficient  unter  die  Grenze  der  Sicherheit  der  Rechnung  tritt,  der  paradoxe  Fall  ein- 
treten, dass  dieser  Coefficient  thatsächlich  negativ  gefunden  wird.  Die  Ursache 
dieser  Erscheinung  ist  oben  (pag.  332)  erklärt  worden,  als  bedingt  durch  das  nahe 
proportionale  Verhältniss  zweier  oder  mehrer  Coefficientenreihen.  Ist  der  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Unbekannten  und  den  Beobachtungen  ein  völlig  lineaxer, 
so  kann  dem  eben  bemerkten  Nachtheile  dadurch  begegnet  werden,  dass  man  die 
ganze  Rechnung  auf  eine  grössere  Anzahl  von  Decimalen,  als  im  Endresultate  ver- 
langt werden,  anlegt;  doch  macht  diese  Ausdehnung  der  Rechnung  auf  mehr 
Decimalen  die  Arbeit  bei  den  zahlreichen  Multiplicationen  sehr  mühsam  und  zeit- 
raubend. Bei  der  Anwendung  auf  die  in  dem  vorliegenden  Werke  auftretenden  Pro- 
bleme hat  man  aber  niemals  mit  solchen  linearen  Functionen  zu  thun,  so  dass  das 
eben  in  Vorschlag  gebrachte  Verfahren  wenig  Aussicht  auf  Erfolg  hätte,  denn  die 
in  Anwendung  gebrachten  Differentialquotienten  zwischen  den  Incrementen  der  Un- 
bekannten und  den  beobachteten  Werthen  werden  bei  so  bedeutenden  Aenderungen 
nicht  constant  angenommen  werden  dürfen.  Man  wird  aber  hieraus  die  im  Allge- 
meinen zu  wenig  beachtete  Bemerkung  ableiten,  dass  man  die  Wahl  der  Unbe- 
kannten des  Problemes  so  vorzunehmen  hat,  dass  der  Zusammenhang  zwischen  den 
Aenderungen  derselben  und  den  Beobachtungen  ein  möglichst  linearer  wird ;  hieifiir 
können  aber  keine  allgemeinen  Methoden  gegeben  werden,  und  man  wird  von  Fall 
zu  Fall  für  das  vorgelegte  Problem  die  entsprechendsten  Hilfsmittel  einzufuhren 
trachten.  So  viel  kann  man  aber  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  man  durch  die 
Lösung  des  Problemes  unter  Voraussetzung  der  linearität  der  Funktionen  den 
gesuchten  Resultaten  näher  kommen  wird ;  trifft  diese  Annäherung  nicht  hin- 
reichend zu,  so  wird  die  Anwendung  der  mit  Hilfe  des  zuletzt  gewonnenen  Resul- 
tates neu  berechneten  Differentialquotienten  eine  abermalige  Verbesserung  finden 
lassen,  welches  Verfahren  fortgesetzt  im  Allgemeinen  eine  mehr  minder  rasche  Con- 
vergenz  zeigen  wird.  Man  wird  aber  leicht  bemerken ,  dass  dieser  Vorgang  viel  an 
Kürze  zu  wünschen  übrig  lassen  wird,  denn  man  hat  für  jede  Verbesserung  die 
Recliiningen    ganz    vom    Anfang    an    neu    durchzuführen;     die    in    diesem    Werke 
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[eführtcn  Methüdcn  sind  jedoch  so  gewählt ,  dass  mun  wohl  nur  in  selir  sel- 
1  Fällen  auf  dieses  lieschwerliche  Verfahren  zurückgeführt  wird. 
Man  wird  meist  schon  bei  Berlin  der  Rechnungen  thcils  durch  anderweitig 
gewonnene  Erfahrungen,  theils  aus  theoretischen  Hetrachtun^n  wissen  können,  ob 
in  dem  vorgelegten  Falle  besondere  Unsicherheiten  in  der  Lösung  des  l'roblemes  zu 
erwarten  sind;  so  wird  z.  lt.  die  Bestimmung  der  Bahnelemente  eines  kleinen  Pla- 
neten aus  den  Beobachtungen  einer  Opposition  meist  in  zwei  Elementen  eine  be- 
sondere Unsicherheit  hervortreten  lassen,  aus  zwei  Oppositionen  in  einem;  die  Be- 
stimmung einer  Kometenbalm  aus  den  Beobachtungen  einer  Erscheinung  wird  im 
Allgemeinen  meist  nur  eine  Unbekannte  hesondefs  unsicher  erscheinen  lassen.  Man 
wird  sich  hierbei  klar  zu  machen  haben ,  dass  diese  Unsicherheit ,  weim  nicht 
die  Wahl  der  Unbekannten  besonders  zweckmässig  vorgenommen  werden  kann,  sich 
meist  auf  die  übrigen  Unbekannten  erstreckt,  indem  sich  <üe»e  als  Functionen  des 
imsichcren  Elementes  darstellen  lassen;  die  Bestimmung  der  übrigen  Elemente  er- 
scheint sofort  sicher,  wenn  man  eine  Relation  einfuhrt,  die  die  Unsicherheit  in  dem 
fraglichen  Elemente  aufhebt.  Bei  BaUnbe Stimmungen  werden  aber  solche,  die  Un- 
sicherheit behebende  Relationen  selten  genug  herbeigeschafft  werden  können ,  wenn 
nicht  anderweitige  neue,  der  Zeit  nach  weit  abstehende  Beobachtungen  herangezogen 
werden  können:  doch  wird  zum  Betspiel  der  Umstand,  dass  die  meisten  Kometen 
nahezu    parabolische  Bahnen  haben,    benützt  werden    können,    bei   der  Lösung  des 

fblemcs  in  diesem  Falle  e=  i  zu  setzen ;  es  wird  durch  diese  Specialisiruiig  in 
meisten  Fällen  die  Unsicherheit  in  der  Auffindung  der  Elemente  behoben. 
Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  will  ich  nun  noch  auf  die  Methode 
eingehen,  die  man  im  Falle  einer  besonderen  Unsicherheit  in  der  Auflösung  der 
Normalglcichungen  anwenden  kann,  um  so  weit  als  thunlich  Resultate  zu  erlangen, 
die  den  Principien  der  Wahrscheinlichkeit  gemäss  bestimmt  sind.  Es  ist  klar,  dass, 
da  im  Allgemeinen  zu  dieser  Lösung  keine  neiien  theoretischen  Bedingungen  ein- 
geführt werden  können  und  dürfen,  eigenthch  das  Bestreben  nur  dahin  gerichtet 
werden  muss,  die  Auflösung  der  Normalgleichungen  derartig  einzurichten,  dass  der 
Unsicherheit  der  Kechnnng  der  möglichst  geringe  Einfluss  eingeräumt  wird,  loh 
werde  wieder,  wie  oben,  voraussetzen,  dass  sechs  LTohekannt«  zu  bestimmen  seien, 
von  denen  zwei  einer  besonderen  Unsicherheit  unterworfen  sind;  es  wird  diese  leta- 
tere  llescbränkung  fiir  die  vorliegenden  /wecke  ausreichend  sein  und  die  /uriick- 
fühmng  auf  den  einfacheren  F'all .  wo  nur  eine  Unbekannte  unsicher  bestimmt  er- 
scheint, sich  leicht  machen  lassen.  Man  wird  vorerst  die  Rechnung  so  anlegen, 
dass  die  voraussichtlich  mit  besondere!)  Unsicherheiten  behafteten  zwei  Unbekannten 
als  die  letzten  erscheinen,  was  meist  a  priori  entschieden  werden  kann;  wenn  dies 
nicht  möglich  wäre,  so  wird  eine  vorläutige  Lösung  der  Normalgleichung  die  ge- 
wünschte Aufklärung  geben;  ich  setze  also  voraus,  dass  die  Bestimmung  der  Un- 
bekannten u  und  w  besonderen  Uu Sicherheiten  unterworfen  ist;  es  werden  demnach 
tder  vollständigen  Elimination  die  Coef&cienten  («04]  und  [//'5I  ausserordentlich 
in.    Ich  hebe  hier  nochmals  hervor,  dass  sich  diese  Unsicherheit  gewöhnlich  auch 
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den  anderen  Unbekannten  in  verichiedenem  Maame  mittheilt.  Uater  den  eben  ge- 
machten VorauBsetsungen  wird  also  die  Bildung  der  Kliminatioiiagieiohniigtii  bis  snr 
fünften  Gleichung  (Elimination  von  u)  keine  Unsicherheit  bieten;  man  wird  deshalb 
ohne  Hedenken  nach  der  bisherigen  Methode  die  folgenden  Kliminationsgleichnngw 
bilden  können: 


[aä\z -^  [a  b]i/  +  [ac]z  +   [« ^'l  ^  +  [««]"  +   [a/]w  =  [an] 
[bbi]y  +  [bci]z  +  [bdi]i  +  [bei]u+  [bfi]w=[bni] 
[cc2]z  4-  [cd2]t  +  [ce2]u  +  [cf2]to  =5  [cn2] 
[rfrf3]  t  +  [dei]  u  +  [rf/3]  w  =  [rfna] 


I) 


Diese  Eliminationsgleichungen  werden  aber  offenbar  die  Unbekannten  als  Funktionell 
von  u  und  w  darstellen  lassen,  durch  successive  Substitution  oder  durch  irgend  ein 
zweckmässiges  Eliminationsverfahren,  indem  hier  die  vier  ersten  Unbekannten  die 
Formen  erhalten: 

t=[af]  +  {ß{\u+  {yf)w 
z  =  [az]  -f-  [ß^]^  +  (yz)to 

y  =  («y)  +  [ßy]  u  +  [yy] «? 

x=  [ax)  -f-  [ß^]^  +  [yx)w 


A 


wobei  jetzt  die  in  runden  Klammem  stehenden  Coefificienten  von  Fall  lu  Fall  be- 
kannte Grössen  sind.  Man  wird  zu  2)  bemerken  können,  dass,  wofern  man  auf 
eine  Bestimmung  der  Unbekannten  u  und  w  verzichtet,  und  dieselben  der  Null  gleich 
setzte  die  erste  verticale  Coefficientenreihe  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Un- 
bekannten unter  der  gemachten  Voraussetzung  ergibt.  Andererseits  wird  die  Grosse 
der  ß  imd  y  Coefffcienten  die  aus  der  Unsicherheit  der  Elemente  «*und  19  entste- 
hende Unsicherheit  in  den  anderen  Elementen  aufweisen,  wobei  häufig  der  Fall 
eintreten  wird,  dass  einer  oder  mehre  dieser  CoefKcienten  klein  werden;  man  wird 
daraus  den  Schluss  ableiten  dürfen,  dass  in  diesem  Falle  fiir  das  betreffende  Element 
die  Unsicherheit  von  u  und  w  ohne  wesentlichen  Naohtheil  ist.  Hat  man  für  m 
und  w  in  der  That  die  unsichersten  Elemente  gesetzt,  so  wird  keiner  der  ß  und  y 
Coefficienten  die  Einheit  überschreiten;  sollte  dies  aber  doch  der  Fall  sein,  so 
deutet  dieser  Umstand  darauf  hin,  dass  man  dieses  Element  hätte  als  letztes  wählen 
sollen,  doch  wird  dies  keinen  wesentlichen  Nachtheil  für  die  Rechnung  haben,  so 
lange  nicht  ein  solcher  Coefficient  die  Einheit  um  ein  Vielfaches  überschreitet. 

Die  Bestimmung  dieser  in  2)  auftretenden  Coefßoienten  muss  sorgfaltig  con- 
trolirt  werden,  da  diese  CoefKcienten  die  Grundlage  für  alle  späteren  Rechnungen 
abgeben.  Indem  vorausgesetzt  ist,  dass  diese  duroh  die  Methode  der  unmittelbaren 
Substitution  erhalten  sind,  kann  zu  deren  Controle  in  sehr  übersichtlicher  Weise 
mit  Hilfe  der  bereits  oben  (pag.  346,  347)  eingeführten  A,  B,  C  , . ,  Co^cienten  eine 
nochmalige  Bestimmung  erhalten  werden;  man  findet  leicht,  wenn  man  beachtet) 
dass  die  mit  dem  Index  5  versehenen  Coefficienten  sich  der  Voraussetiung  nach 
einer  sicheren  Berechnung  entziehen: 
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— ,  I««]  _j_  \hni]    j    _j_  [em]  ^      ,     [dnj]  ^ 


l^^\   l»'*J      I     \^rn\     j        . 


[dds] 


(ay) 


[^fii]    .    [ent]  jg      1     [dni\  -^^ 


[eti] 


[hbt] 

[ßy]  =  B, 


{<idi\ 


{cc^]^  +!Srfji^ 


{ßz)  =  Ci 

*      '  [ddt] 

(y<)    =_    [fVlI 

Substitairt  man  nun  die  |in  2)  (pag.  364)  erhaltenen  und  durch  3)  controlirten 
Werthe  der  Unbekannten  in  die  BedingongBgleiohungen,  so  erhalten  die  letsteren 
die  Gestalt: 

(«i)  +  (A)«4-  (yi)«'='»»i 
(oa)  4-  (A) «  +  (yi) »  =  «j 
{«»)  +  0?3) «  4-  (ys)  w  ==  «s 


3) 


4) 


in  welchen  Gleichungen  also  die  neu  eingeführten  Coefficienten,  deren  Bestimmung 
ier  Voraussetzung  nach  durchaus  keiner  Unsicherheit  unterworfen  ist,  die  folgende 
Bedeutung  haben: 

(«i)  =  «1  (a^)  +  i|  [f^y]  +  c\  [az]  +d^[a(] 
(aj)  =  02  [ax]  4-  ij  (öy)  +  ^2  [az)  4"  ^  (a^) 


•  •  •  •  • 

(/»,)  =  «,  (/Ja;)  +  i,  [ßy]  +  c,  (/?«)  4-  <i,  {/?/)  +  «, 

•  •  •  ■  •  • 

•  •  •  •  •  • 

(yt)  =  «1  (y*)  +  *i  (yy)  +  ci  (y«)  +  rfi  (yQ  +f\ 
(yi)  =  «h  (y  *)  +  ij  (yy)  +  cj  (y«)  4-  «^  (y  <)  4-/2 

•  •  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  • 

Setzt  man  nun  überdies  in  den  Gleichungen  4) : 

»,'  =  «,  —  (a,) 

«1'  =  «j  —  (oj) 

«j'  =  «S  —   (Oj) 


5) 


6) 
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so  wird  man  vorerst  zu  beachten  haben,  dass  man  als  Controle  der  bisherigen  Rech- 
nungen (vgl.  pag.  337)  benützen  kann : 

[»  n  4]  =  [n'  «']  .  7) 

Mit  Hilfe  der  Relationen  4)    und  6]    (plig.  365)  hat  man  also  den   Zusam- 
menhang  zwischen    den   Unbekannten  u  und  w  mit  den    Beobachtungen  auf  die 

I 

einfachste  und  directeste  Weise  hergestellt,  man  hat  nämlich  jetzt  die  Gleichungen: 

(A) «  +  (yi)  w  =  »1' 


B) 


die  zur  Bestimmung  von  u  und  to  verwerthet  werden  können.     Es  ist  also  hiermit 
das  anfangs  angedeutete  Ziel   erreicht ,  die  Bestimmung  der  Unbekannten  u  und  w 
aus  den   Beobachtungen    selbst   durch    möglichst  wenig  Zwischenrechnungen  her- 
stellen zu  können,  und  mehr  ist,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  nicht  zu  leisten. 
Diese  Gleichungen  8)  werden  einen  sehr  sicheren  Maassstab  abgeben,  ob  die  Bestim- 
mung der  Unbekannten  u  und  w  oder  einer  derselben  überhaupt  möglich  ist ;  werden 
nämlich  die  Coefficienten  (ß)  und  {y)  alle  gleichzeitig  so  klein,  dass  dieselben  gleich 
geachtet  werden  können  der  Unsicherheit  der   angewandten  Rechnungsmeihode,  so 
ist  eine  Bestimmung  beider  Unbekannten  völlig  unthunlich,  haben  aber  diese  Coeffi- 
cienten  eine  angemessene  Grösse,  so  kann  dennoch  die  Bestimmung  der  einen  Unbe- 
kaimten  uimiöglich  sein,    wenn  die  zusammengehörigen    {ß)    und    (y)  Coefficienten 
nahe  proportional  sind;  dieser  Uinstand  braucht  jedoch  vorerst  hier  nicht  beachtet 
zu  werden ,  er  'tritt  ohnehin  bei  den  weiteren  Schritten  der  Auflösung  von  selbst 
hervor.     Es  soll  nun  vorausgesetzt  werden,  dass  diese  Coefficienten,  wie  dies  wohl 
in    der   Regel    der    Fall    sein   wird,     eine    angemessene    Grösse    haben,    welche 
die    unvermeidliche    Unsicherheit    der    Rechnung    wesentlich    überschreitet.     Die 
Bedingungsgleichungen   8)   enthalten    zwar  keine    neuen    Bedingungen   gegen    die 
ursprünglichen    Gleichungen    und    dürfen    dieselben     auch    nicht    enthalten,    ge- 
währen   aber  den   Vortheil,    dass    denselben  bereits   vier   Bedingungen    (allgemein 
[fi — 2)  Bedingungen)  der  Normalgleichungen  genügen,  daher  die  noch  zu  erfüUenden 
Bedingungen   einfacher  präcisirt  werden  können.     Es  kann  hier  noch   darauf  auf- 
merksam gemacht  werden,  dass  es  sich  für  die  Bequemlichkeit  der  Rechnung  em- 
pfiehlt, die  Gleichungen  8]    ähnlich  wie   dies  mit  den  ursprünglichen  Bedingungs- 
gleichungen   geschehen,  ist,    durch    Einführung    von   Homogenitätsfactoren    (vergl. 
pag.  318)  umzugestalten;  man  wird  nur  schliesslich  bei  der  Bestimmung  der  Werthe 
der  Unbekannten   diese  Factoren   gehörig   zu   berücksichtigen   haben.     Bildet  man 
nun  nach  den  bekannten  Regeln  aus  den  Gleichungen  8)  dieNormalgleichungen,  so 
erhalten  dieselben  die  Gestalt: 

[ßß]u  +  [ßy]w=[ßn'] 
[ßy]u+  [yy]w=  \yn'] 

doch   wird  man  nur   nöthig   haben,    die  Coefücenten  der  ersten  Gleichung  allein 


}  '. 


zu  berechnen,  da  vorerst  nur  die  Absicht  vorliegt,  u  als  Funktion  von  tr  darzu- 
stellen. Es  ist  klar,  da^s  bis  auf  eventuell  eingeführte  Homogenitätsfactoren,  die 
leicht  in  Rechnung  zu  ziehen  sind,  nothwendig  nach  der  Herstellung  und  den  Be- 
dingungen der  Gleichungen  sein  muss: 

[ßß]  =  [e«4]  ,  [ßy]  =  [e/4]  ,   [ßn']  =  [en^]  ,  lo) 

doch  wird  diese  Identität  nur  theoretisch  bestehen,  in  der  Anwendung  werden  mehr 
oder  minder  grosse  Unterschiede  auftreten,  je  nach  dem  Maasse  der  vorhandenen  Un- 
sicherheit in  der  Lösung  der  Xormalgleichungen ;  es  werden  jedoch  die  aus  den  Glei- 
chungen 9]  resultirenden  Werthe  den  Vorzug  verdienen,  da  dieselben  aus  einer  fast 
directen  Bechnung  erlangt  sind^  und  in  der  That  das  hier  vorgeschlagene  modifi- 
cirte  Verfahren  angewendet  wurde,  um  eine  grössere  Sicherheit  zu  erhalten.  Man 
ist  also  dahin  gelangt,  die  vorletzte  Eliminationsgleichung  hinschreiben  zu  können 
mit  der  Ueberzeugung,  dass  die  Coeffioienten  im  Allgemeinen  numerisch  nahe  rich- 
tig festgelegt  erscheinen.     Setzt  man  demnach : 


(y    «^    -  [ßß] 


SO  ist  die  Relation  zwischen  u  und  w  bestimmt  durch : 

u  =  (au)  +  [/«)  tt?  ,  12) 

-wobei  wieder  [a'u]  der  wahrscheinlichste  Werth  von  u  sein  wird,  wenn  man  w 
der  Null  gleich  setzt.  Die  durch  diese  Substitution  erlangte  verminderte  Summe 
der  Fehlerquadrate  wird  nach  den  bekannten  Regeln  bestimmt  sein  durch: 


[n"«'T  =  [n'n'] 


[ßP] 


13) 


führt  man   die  Relation  12)  in   die  Gleichungen  2)   (pag.  364 j  ein,   so   nehmen  die- 
selben die  Gestalt  an: 


u  =  [a!  u)  4-  (/  ü]  w 
t=  (a't)  +[y  t)w 
z  =  (a  z)  -h  (/  z)  IV 

y=  (a'y)  +  (y'y)t^ 

X  =  [a  X)  +  [y' x)to 

wobei  also  allgemein  gesetzt  ist: 

(a  £)  =  (a£)  -h  {ßE)[a'u)  ; 
fuhrt  man  aber  12)  in  die  Gleichungen  8)  ein  und  setzt: 

«i"  =  «i'-(A)(«'«) 

.  «2"  =  «»'  -  (ßi)  («' «) 

V  =  «,'  -  0*3)  («' «). 


H) 


15) 


16) 


und: 


(y/)  =  (yi)  +  (A)  (/«) 
(y»')  =  iri)  +  ißi)  (/»<) 
(ys")  =  (ys)  +  (Ä)  (/«) 


!    . 
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so  erhalten  nunmehr  die  Gleichnngen  8]   ^pag.  366)  die  Form :. 

(yj')  «0  =  «2" 
iy») »  =  «3" 


18) 


wobei  mau  sich  durch  die  Relation  13)  (pag.  367)  eine  theilweise  Controle  für  die 
Richtigkeit  der  Rechnung  verschafft;  aus  diesen  Gleichungen  wird  die  Bestimmung 
von  w  nach  eventueller  Einfuhrung  von  Homogenitätsfactoren  durch: 

bewirkt.     Man  wird  wieder  bemerken,  dass  theoretisch 

[/yT  =  [//5]      [y'«1  =  [/«5]  20) 

sein  musSy  dass  aber  bei  den  vorausgesetzten  Verhältnissen  wieder  eine  nahe  Ueber- 
einstimmung  nicht  erwartet  werden  kann.  Die  auf  das  Minimum  herabgebrachte 
Summe  der  Fehlerquadrate  wird  sein : 

[tt]  =  [nnb]  -  [n"n"]  -  ^  .  *i) 

Ist  nun  einmal  [vv]  bekannt,  so  bestimmt  sich  nach  der  Formel  22)  (pag.  359)  der 
mittlere  Fehler  einer  Bedingungsgleichung,  und  da  durch  10)  (pag.  367)  und  20),  die 
für  die  Rechnung  der  Hilfsgrössen  A^,  B^,  C5,  D^  und  E^  nöthigen  Factoren 
(pag.  346,  347]  mit  hinreichender  Genauigkeit  bekannt  sind,  (auf  eventuell  eingeführte 
Homogenitätsfactoren  zu  achten],  so  wird  die  Rechnung  der  Gewichte  nach  der 
Formel  10)  (pag.  356)  keine  weitere  Schwierigkeit  haben,  und  hiermit  erscheint  das 
vorgelegte  Problem  mit  einer  nach  Thunlichkeit  maximalen  Präcision  gelöst.  Diese 
letzteren  Bestimmungen  werden  aber  in  der  Regel  in  den  vorgelegten  Fällen  nicht 
vorgenommen  werden,  da  es  sich  meist  danun  handelt,  neben  dem  wahrscheinlich- 
sten Elementensysteme  jene  Grenze  zu  suchen,  bis  zu  welcher  hinaus  dieselben  ab- 
geändert werden  dürfen  ohne  den  Beobachtungen  zu  widersprechen,  Grenzen,  die 
nach  den  vorgelegten  Beobachtungen  und  der  subjectiven  Anschauung  sehr  dehn- 
bar sind. 

Die  Gleichungen  14J  (pag.  367)  stellen  die  Unbekannten  als  Funktionen  der  un- 
abhängig Variablen  w  dar ;  betrachtet  man  aber  überdiess  u  in  so  weit  unabhängig  va- 
riabel, als  dasselbe  abgeändert  werden  darf,  ohne  w  zu  variiren,  so  sind  die  maassgeben- 
den  Coefficienten  für  u  in  den  Gleichungen  2)  (pag.  364)  enthalten;  man  wird  deshalb 
sagen  können,  dass  in  den  folgenden  Gleichungen  u  und  w  unabhänig  variabel  sind : 

t=(a't)  +  (ßeju  +  {yt)w 

z  =  (a  z)  +  [ß  z)u  -{'  (y  z)  to 

x^=:  [a*  x]  -f"  [ß^^  +  (/  ^)  «?  > 

wobei  aber  zu  beachten  ist,    dass  wenn  man  to  allein  als   unabhängig  variabel  be- 
trachtet, u  bestimmt  werden  muss  nach  12)   (pag.  367)  nämlich: 

u=  [a'u]  +  \y'ü]%o  . 


22) 
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esen  einschränkenden  Voraussetzungen  erscheint  also  in  der  Folge  u  als  un- 
variabel.     Indem  man  den   nach  ig)    (pag.  368)  bestimmten  Werth  in   die 
igsgleichungen  18)    einsetzt,    gelangt    man    zur  Kenntniss    der   minimalen 
(etzt  man  also  : 

W  —  iyi)  to  =  t?i 

»2"  —  iyi)  w  =  v2 


23) 


die  auf  diese  Weise  gefundene  Summe  der  Fehlerquadrate  [vv]  mit  dem 
)  (P^-  3^^)  bestimmten  Werthe  innerhalb  der  Unsicherheitsgrenzen  der 
g  stimmen,  womit  eine  gute  Controle  erreicht  ist.  Man  kann  nun  daran 
iine  umfassende  Controle  noch  dadurch  herzustellen,  dass  man  den  durch 
mmten  Werth  von  w  in  12)  (pag.  367)  einfuhrt  und  dadurch  («)  erMlt. 
jtitution  dieser  Werthe  in  2)  (pag.  364)  gibt  die  übrigen  Unbekannten;  die 
denen  Werthe  der  Unbekannten  setzt  man  in  die  ursprünglichen  Be- 
gleichungen ein,  und  muss  die  eben  angeführten  minimalen  Fehler  rj,  ©2; 
stätigt  finden. 

en  Gleichungen  22]  (pag.  368)  analog,  kann  man  die  übrig  bleibenden 
Is  Funktionen  von  w  und  u  darstellen,  beide  unter  den  gemachten  Ein- 
ngen  als  unabhängig  variabel  betrachtend ;  man  erhält  dann  die  Fehler,  die 
)rten  übrig  bleiben,  bestimmt  durch: 


24) 


I  Ausdrücken  wird,  wenn  man  für  to  den  wahrscheinlichsteri  Werth  substi- 
i  u  nach  12)  (pag.  367)  bestimmt,  «  =  o  zu  setzen  undy  in  t?  zu  verwandeln 
Lirt  man  aber  w?  in  [w  -^  Jto)^  und  m  in  [u  -{-  Ju)^%o  erhält  man  sofort,  wenn 
;e  Werthe  in  24)  einführt: 

/i  =  «'i-{(A)^«+(yiV«'} 
/ü  =  »2  —  { (Ä)  ^u  +  W)  ^tc) 


25) 


Heichungen  also  die  Aenderungen  der  übrig  bleibenden  Beobachtungsfehler 
1,  wenn  man  u  und  to  unter  den  gemachten  Einschränkungen  willkürlich 
Quadrirt  und  addirt  man  die  vorstehenden  Gleichungen ,    so  erhält  man : 

\ff]  =  ["f]  +  [ßß]  ^«*  +  [//]  ^«c* ,  "  26) 

irendig  nach  Gleichung  7)    (pag.  316) 

[ßv]=^o 

[y'  v]  =  o 
nach  17)  (pag.  36 7)  wenn  man  daselbst  beiderseits  mit  dem  entsprechenden 
licirt  und  die  Relation  11)   (pag.  367)  beachtet,' 

er,  BahnbeBÜraninngeii.  II.  47 
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[/*/]=  o 
wird. 

Der  Ausdruck  26)  zeigt  unmittelbar  in  welcher  Weise  die  Summe  der  FeUer- 
qundrate  zunimmt,  wenn  man  für  u  und  w  Annahmen  macht,  die  von  den  wahrschein- 
lichsten Werthen  um  die  Heträge  ^w  und  ^:fw  abweichen.  Da  nun  nach  Gleichimg 22; 
(pag.  359)  in  einem  gegebenen  Falle  der  mittlere  Fehler  e  einer  liedingungsgleichimg 
von  der  Summe  der  Fehlerquadrate  abhängig  erscheint,  so  wird  stets  derselbe  Werth 
von  e  erhalten,  wenn  man  nur  die  Quadratsummen  gleich  macht.  Man  leitet  hieraus 
den  Schluss  ab,  dass  alle  jene  Systeme  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit  für  sich  in  An- 
spruch nehmen,  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler/  identisch  wird; 
fiir  Ju  =  Jw  =  o  erhält  man  die  minimale  Summe.  Man  kann  der  Gleichung 26} 
noch  eine  andere  Gestalt  geben, die  für  die  Folge  sich  bequem  erweist.  Setzt  man 
nämlich : 

n  sin  N  =  Ju  \ 

27j 

n  cos  N ■==■  Jw  \  '' 

so  nimmt  dieselbe  die  Gestalt  an: 

[//]  =  L'"']+«M[/*/i'l  +  [yyi},  '28) 

d.  h.  alle  jene  Systeme,  für  die  n  identisch  ist,  haben  die  gleiche  Wahrscheinlich- 
keit, der  Winkel  N  bleibt  völlig  willkürlich. 

Die  voi*s teilend  entwickelten  Vorschriften  werde  ich  später  bei  dem  für  den 
Planeten  llilda  gewählten  1  Beispiele  ausführlich  erläutern  und  verweise  demnach  in 
dieser  Richtung  auf  das  betreffende  Kapitel.  Das  weiter  unten  durchgeführte  Bei- 
spiel für  den  Kometen  I  1866,  behamlelt  den  einfacheren  Fall,  wo  nämlich  nur  die 
Hestimiuung  einer  Unbekannten  einer  besonderen  Unsicherheit  unterworfen  ist. 


Ableitung  der  Elemente  ans  einer  beliebig  grossen  Zahl  von 
Beobachtungen. 


hm 


A.    Bildung  der  Normalorte. 


ucBicht  auf  ilii?  I  pag.  94  gemachten  Itoniürkuiif^eii  ist  ee  sofort  klar, 
(lass,  wenn  die  Zahl  der  vollfitiindigeii  LI eobach tunken  3  übersclu'eitet ,  denselben 
nur  durch  vm  Elcmeutensystem  nuch  Maassgahe  der  Ueolmchtuiigs fehler  genügt 
werden  kann;  es  stellt  sich  hIro  die  Anfgahc,  aus  einer  beliebig  grossen  Zahl  von 
lluobachtungen  die  wahrscheinlichsten  Element«  zu  ermitteln,  und  es  werden  daher 
jene  l'rincipien.  die  in  der  Methode  der  kleinsten  Uuadrate  aufgestellt  wurden,  hier 
zur  \'ervverthung  kommen.  Es  wird  aber  nicht  immer  nöthig  sein,  die  daselbst  auf- 
^eiitellteu  Grundsätze  in  aller  Strenge  durchzuführen,  wenn  nicht  die  äusserste  üe- 
vaiiigkeit  verlangt  wird,  und  man  wird  sich  je  nach  den  Umständen  Abhiir^tiiitgen 
erlauben  können.  Es  werden  daher  in  der  Fol^  sowohl  die  strengen,  als  auch  die 
genähert  richtigen  Methoden  zur  Erreichung  des  JiiweckeB  mitgethcilt  werden;  vor 
Allem  soll  aber  vorerst  die  VereinfaeUung  der  Kechnung.  die  durch  die  Bildung  der 
Xonnalort«  erlangt  wird,  näher  beleuchtet  werden. 

Es  wird  in  den  folgenden  Untersuchungen  stets  vorausgesetzt,  das«  genähert 
richtige  Elemente  in  irgend  einer  Weise  bekannt  sind;  ans  diesen  kann  mau  sich 
den  geocentrischen  Lauf  des  Ilimmelskörpers  (E]dieinende]  berechnen;  vergleicht 
man  die  aus  dieser  Rechnung  folgenden  Orte  mit  den  Beobachtungen,  so  ist 
klar,  dass  innerhalb  gewisser  Zeitgrenzen  die  Unterschiede  Kwisehen  den  beobach- 
teten und  berechneten  Orten  in  jeder  der  zwei  polaren  (.'oordinaten  auf  die  Form ; 

u  =  a+  bt  +  cfi  +  dfi  +  ... 
gebracht  werden  können.  Die  Coefficienten  o,  Ä,  c  . . .  wenlen  im  Allgemeinen  um 
80  kleiner  sein,  je  näher  die  zu  ürunde  gelegten  Elemente  der  Wahrheit  kommen; 
ausserdem  werden  im  Allgemeinen  die  Coefficienten  mit  den  Potenzen  von  f  rasch 
kleiner  werden.  Seien  nun  m  Beohachtiingen ,  die  innerhalb  des  vorgesetzten  Zeit- 
raumes liegen,  angestellt  ziir  Zeit  ^,,  (ij.  ...  i„;  die  Unterschiede  zwischen  der  Be- 
obachtung und  Rechnung  im  Sinne  iBeobachtung-Rechnungo  angesetzt,  seien  dei 
Reihe  nach  «,,  u^  ..  .  U„;  ist  mm  T  irgend  ein  bestimmtes  Zeitmoment,  innerhalb 
der  gesetzten  Zeitgrenzen,  welches   man   als  Ausgangspunkt  der  Zeitzählung  wählt, 
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so  erhält  man  vorerst  für  die  Bestimmung  der  ('oefficienten  a,  b,  c  . .  .  die  folgenden 
Bedingungsgleichungen : 

«,  =  a +  *(<,— r;  +c(<,-r)»4- ... 


«„  =  a  +  6«„— T)  +c(<„— r)2+... 


I) 


aus  welchen  Gleichungen  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  (/oefficienten 
a,  bj  c  . ,  .  bestimmt  werden  können ;  sind  dieselben  bestimmt,  so  wird  der  Coeffi- 
cient  a  jene  Correction  angeben,  die  man  an  den  für  die  Zeit  T  berechneten  Ephe- 
meridenort  anzubringen  hat,  um  den  aus  den  n  Beobachtungen  für  diese  Zeit  le- 
sultirenden  Ort,  den  Normalort,  zu  erhalten.  An  die  Gleichungen  i)  wird  man  aber 
noch  mehre  Bemerkungen  zu  knüpfen  haben.  Es  ist  zunächst  klar ,  dass  man  in 
diesem  Systeme  allen  beobachteten  Unterschieden  u^,  ^2  •  •  -  ^n  genügen  könnte, 
wenn  man  nur  rechter  Hand  vom  Gleichheitszeichen  eine  der  Anzahl  n  entspre- 
chende Zahl  von  zu  bestimmenden  Coefficienten  einführt;  doch  wird  dieses  schein- 
bar strenge  Verfahren  zu  wesentlichen  Ungenauigkeiten  führen ;  es  ist  aus  dem  Um- 
stände, dass  die  Ephemeride  verhältnissmässig  nahe  richtig  ist,  also  selbst  für  weit 
ausserhalb  der  gesetzten  Zeitgrenzen  liegende  Epochen  die  Beobachtungen  noch  nahe 
darstellt,  klar,  dass  die  Coefficienten  a,  i,  c,  . . .  mit  den  Potenzen  von  t  rasch  ab- 
nehmen müssen,  und  um  so  rascher,  je  genauer  die  der  Rechnung  der  Ephemeride 
zu  Grunde  gelegten  Elemente  sind;  man  wird  daher  in  der  Lösung  der  Glei- 
chungen i)  eine  erheblich  grössere^  Genauigkeit  erhalten,  wenn  man  von  der  theore- 
tisch nothwendig  stattfindenden  Bedingung  der  Kleinheit  der  höheren  Coefficienten 
Gebrauch  macht  und  dieselben  der  Null  gleich  setzte  und  sich  je  nach  Maassgabe 
der  Umstände  höchstens  auf  die  Bestimmung  der  drei  ersten  Coefficienten  beschränkt. 
Es  erscheint  mir  sogar  erwünscht,  stets  60  nahe  richtige  Ephemeriden  zu  benützen, 
dass  man  auch  den  c-Coefficienten  vernachlässigen  kann,  in  diesem  Falle  wird  sich 
aber  die  Rechnung  ganz  ausserordentlich  einfach  gestalten  lassen;  bestimmt  man 
nämlich  T{  so,  dass  dasselbe  dem  Mittel  der  Beobachtungszeiten  entspricht,  nämlich: 

so  sieht  man  sofort  ein,  dass  die  Bestimmung  des  eigentlich-  nur  zur  Ermittelung 
der  Ephemeridencorrection    für   die   Zeit    T   nothwendigen  a  -  Coefffcienten    erlangt 

wird  durch:  » 

* 

«  =  -^  (^  +  ^  + +^n)  ^  3) 

weil  im  Mittel,  der  hier  gewählten  Bestimmung  von  T  gemäss,  der  Factor  von  h 
verschwindet.  Ist  die  Ephemeride  nur  einigermaassen  zutreffend,  so  wird  man  ohne 
merklichen  Fehler  für  die  Zeit  T  die  dem  Mittel  der  Zeiten  nächste  Epoche  der 
Ephemeride  benützen  dürfen. 

Zu  den  vorstehenden  Betrachtungen  kann  man  noch  hinzufügen ,    data  wenn 
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die  einzelnen  Iteobachtiingen  verechiedenes  Gewicht,  beziehungsweise  gx,  gi .. . .  g^, 
hätten,   die  in  Betracht  kommenden  Werthe  T  und  a  zu  berechnen  wären  nach: 


^1  H-  ^  4-  . .  •  4-  ^«  \ 


4) 


Hat  aber  die  Ephemeride  nicht  die  gewünschte  Annäherung,  so  dass  man 
furchten  muss,  nicht  mit  den  aus  2)  und  3)  (pag-  372)  resultirenden  Näherungen 
iuszureichen,  so  wird  man,  was  ich  für  das  genaueste  halte,  sich  eine  bessere  Ephe- 
meride  herzustellen  trachten,  welcher  Forderung  meist  leicht  genügt  werden  kann, 
oder  man  wird  nach  den  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auseinander- 
gesetzten Methoden  die  Gleichungen  i]  (pag.  372]  zur  Bestimmung  der  a,  b  und  c 
Cocfficienten  verwenden,  oder  was  am  schnellsten  zum  Ziele  führt,  wenn  auch  die 
Genauigkeit  dadurch  am  meisten  leidet,  man  wird  sich  die  Abweichungen  der  Be- 
obachtungen von  der  Rechnung  als  Ordinaten  in  ein  im  entsprechenden  Maassstabe 
ausgeführtes  Coordinatensystem  eintragen  und  als  Abscissen  die  Beobachtungszeiten 
nehmen  ;  eine  nach  ddm  Augenmaasse  gezogene,  diesen  festgelegten  Punkten  mög- 
lichst entsprechende  Curve  von  einfachem  Zuge  wird  ebenfalls  sehr  nahe  den  Fehler 
der  Ephemeride  darstellen;  die  Ordinate  dieser  Curve  zu  einer  der  Mitte  der  Be- 
obachtungszeiten nahe  gelegenen  Abscisse  wird  also  die  Correction  der  Ephemeride 
fiir  dieses  Moment  ergeben ;  ich  brauche  aber  wohl  kaum  hier  hervorzuheben,  dass 
ich  das  letztere  Verfahren  nur  als  einen  wenig  befriedigenden  Nothbehelf  betrachte 
und  den  zuerst  genannten  Methoden  den  Vorzug  gebe. 

Bei  der  Anwendung  der  vorstehenden  Methoden  kommt  es  hauptsächlich  an 
auf  die  Herstellung  der  Ephemeride  und  auf  die  Vergleichung  derselben  mit  den 
Heobachtungen,  und  es  wird  sich  empfehlen,  hier  auf  diese  Sache  näher  einzugehen. 

Die  Ephemeride  gibt  den  Ort  des  Himmelskörjiers  für  bestimmte  Zeitpunkte 
an,  die  durch  gleiche  Zeitabstände  gelrennt  sind ;  sind  diese  sehr  gross  gewählt,  so 
wird  die  Interpolation  wegen  der  höheren  Differenzwerthe  schwierig,  kann  sogar 
unter  Umständen  zu  ungenauen  Resultaten  führen;  sind  die  Abstände  der  Epochen 
aber  wieder  sehr  eng  gewählt,  so  wird  zwar  die  Interpolation  wesentlich  erleichtert, 
man  hat  aber  eine  nicht  ganz  unbeträchtliche  Mehrarbeit  geleistet,  indem  mehr 
Ephemeridenorte  gerechnet  wurden,  als  unumgänglich  nöthig  sind.  Hierbei  das 
richtige  Maass  zu  finden^  ist  im  Allgemeinen  nicht  leicht;  die  liemerkung  aber, 
iass  die  Interpolation  anfängt  lästig  zu  werden,  falls  die  zweiten  Differenzwerthe 
^in  gewisses  Maass  überschreiten,  gibt  in  mancher  ]ieziehung  die  nöthige  Lei- 
Mng  und  die  folgenden  Betrachtungen  werden  eine  zwar  nicht  ganz  sichere,  aber 
loch  mindestens  orientirende  Richtschnur  geben. 

Im  Allgemeinen  wird  man  die  Betrachtungen  zunächst  auf  die  rechtwin- 
keligen heliocentrischen  (Koordinaten  beschränken  können,  denn  hat  man  dieselben 
In  für  die  Interpolation  genügend  kleinen  Intervallen  berechnet  (diese  Rechnung 
macht  die  grösste  Arbeit  bei  der  Herstellung  einer  Ephemeride)    so  wird  man,  falls 
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die  polaren  geocentrischen  Coordinaten  allzu  iin regelmässig  gingen,  durch  eventuell 
wiederholte  Interpolation  in  die  Mitte  für  die  letzteren  die  hinreichend  kleinen 
Intervalle  erhalten  können.  Für  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  gehen  aber  die  be- 
kannten Bewegungsgleichungen  (I  pag.  40)  die  Form: 

da  man  aber  x  auf  die  Form  r  cos  ip  bringen  kann,  und  die  zweitt^n  Differentiale 
ein  Maass  für  die  zweiten  Ditferenzwerthe  abgeben,  so  wird  man  daraus  die  Be- 
merkung ableiten  können,  dass  die  Differenzen  zweiter  Ordnung  nahezu  umgekehrt 
proportional  den  zweiten  Potenzen  der  heliocentrischen  Entfernung  sein  werden; 
man  wird  also  für  das  Intervall  der  Ephemeridenepochen  (2^  die  Form  erhalten: 

/=cr2,  5) 

wo  c  eine  (konstante  ist,  die  leicht  durch  die  Erfahrung  sich  bestimmen  lässt.  Für 
die  Erde  würde,  wenn  nicht  der  Mond  Störungen  von  sehr  kurzer  Periode  veran- 
lassen würde,  eine  Rechnung  von  3  zu  3  Tagen  genügend  sein,  um  die  Interpola- 
tion der  rechtwinkeligen  Coordinaten  bis  auf  die  siebente  Stelle  sicher  ausführen 
zu  können;  daraus  leitet  man  den  Schluss  ab,  dass  c  etwa  gleich  3  gesetzt  werden 
darf,  da  für  die  Erde  ohne  merklichen  Fehler  für  die  vorliegenden  Zwecke,  r  der 
Einheit  gleich  gesetzt  werden  kann. 

Man  wird  aus  5]  zunächst  die  Bemerkung  ableiten,  dass  man  für  Himmels- 
körper mit  massiger  Exceutricität  (Planeten)  wohl  das  Intervall  für  alle  Theile  der 
l^ahn  constant  annehmen  darf;  sind  aber  die  Excentricitäten  gross,  so  mu^s  das 
Intervall  variirt  werden,  und  man  wird  sich  zu  entscheiden  haben,  welche  Wahl 
man  trifft;  man  wird  demnach  in  diesem  Falle  nur  immer  für  gewisse  Balmthcile 
das  Intervall  constant  annehmen  dürfen. 

Beim  Uebergange  auf  den  geocentrischen  Ort  wäre  zu  beachten,  dass  vor- 
erst die  Diffcfrenzen  der  Coordinaten  des  Himmelskörpers  und  der  Erde  in  Betracht 
kommen;  man  wird  daher  zu  berücksichtigen  haben,  dass  bei  der  Vereinigung  der 
beiden  Coordinaten  sich  die  zweiten  Ditferenzwerthe  ebenfalls  summiren ;  man  wird 
also  in  diesem  Pralle  das  Intervall  im  Allgemeinen  nicht  grösser  wählen  dürfen  als 
3  Tage  für  alle  Himmelskörper,  für  die  ;•  grösser  als  die  Einheit  wird;  man  hat 
also  die  Bedingungen : 

r>  1   ,     /^3 
r  <;  I        /  =  3  r2  . 

Da  man  aber  stets  von  den  geocentrischen  rechtwinkeligen  Coordinaten  den  Ueber- 
gang  auf  die  polaren  macht,  so  werden  die  Aenderungen  der  polaren  Coordinaten 
im  Allgemeinen  proportional  dem  reciproken  Werthe  der  geocentrischen  Distanz  J 
sein ;  beachtet  man ,  dass  überdies  mindestens  für  die  eine  Coordinate  auch  eine 
Multiplication  mit  sec  d,  wo  <J  die  auf  der  Fundamentalebene  senkrechte  polare 
Coordinate  vorstellt,  zur  Keduction  aufs  Parallel  erforderUch  ist,  so  wird  man  für 
die  Bestimmung  von  /  für  die  geocentrischen  polaren  Coordmaten  zunächst  erhalten 
für  die  zwei  Fälle : 
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I 


1  J  inTa^D: 
>•<■ 

J  =:  3  r'  <^  cos  Ä . 


b) 


,■  <  1      J^  irij  L-üs  d  ,  I 

rohei  7  in  Tappa  ausgedrückt  eTsclieint ;  man  (lu-rt'  aber  bei  I  SenütziinK  iler  Forrai-ln  öj 
lobt  rergesseit,  dass  dieselben  nur  eine  annähernd  richtif^  Leitunj^  ){eben;  rann 
■rhält  also  die  folgende  Uebersicht  für  die  liest!  mm ungen  i 

r>  1 

heliocen  tri  sehe  rechUv.  Coord.         J  :=  ^r^ 
(^eocen irische  recbtw.  "  ^=^3 

geocentrisehe  jiolare  "  J  =  3  ^  cos  S 

Der  Umstand,   dass  das  Intervall  nnch  von  cos  d  abliüngig  ist,   also  im  Falle, 
I  sich    der  Ilimmelsköriier   den  Polen   des    ^wiiblteu    (lo  ordinalen  Systems    nilhert, 
r  selir  kleine  Werthe  für  J  führt,    i^eigt,    <laMS  die  Herstellung    einer  Ephemeride 
«nr  Itildnng  von  Normalorten,   wenn  sich  der  Himmelskörper  dem  Hole  niihert,  auf 
Schwierigkeiten  stosssen  kuiin ;    man    kann    sich    in  solclii;4i  Fällen    theilweise  ilamit 
behelfen ,    dass  man  auf  die  Epheraeriile   mit  ))olaren  Coordinaten  Verzicht  leistet, 
1  uumittelhar  für  die  Zeit  die  vorgelegten  ('oordinaten  interpalirt  und  aus  diesen 
;  die  polaren  berechnet;  doch  ist  dieses  Auskunflsmittel  keineswegs  selir  gtieignet,- 
i  gerade  in  diesen  Füllen  der  Fehler   der  Ephemeridc,    zerlegt  nach   deji  t^ompo- 
mten  der  polaren  Coordinaten,  nothwendig  rasche  Aenderungen  zeigen  miiss,  und 
l  Falle  der  Polpassage    in  beiden  Coordinaten    eine  vollige  DincontinuitiU    eintritt. 
1  hat  daher  in  ähnlichen  Fälleii,  dos  Coordinatensystem  des  Aequators ,   weleheB 
wöhidich  als  Grundlage  für  die  Berechnung  der  Ephemeride  dient,  verlassen  und 
Iktur   das   der  Ekliptik   eingesetzt ;   man   muss   aber   liieses  Verfahren   ebenfalls   als 
ein   wenig  zweckmitssiges   bezeichnen ,    indem   durch   viel  leichtere    und   einfachere 
Bechnungeu  radicalere  Abhilfe  geschafft  werden  kann  ;  man  darf  nämlich  nicht  ver- 
Kubbscii,    daes  die  Transformation   aller   auf  deit  Aequatur  bezogenen  Heobachtui^n 
^^B  lÄnge  und  Breite  keine  ganz  geringe  Arbeit  ist,    und    dass   wegen   der  verhält- 
nissmiissig  geringen  Entfemimg  der  Pole  des  Aequators  und    der  Eklijitik  (Abstand 
23''5]  immerhin  die  Unregelmässigkeit  in  den  polaren  ('oordinaten  nicht  ganz  behoben 
eracheint.     Das  radicale  Auskunftsmittel,  welches  ich  in  diesem  Falle  empfehle,  ist 
H^aa  folgende :  ich  lege  das   neue  Coordinatensystem   so ,   dass  der  Pol  desselben  in 
HPen    Frühjahrspimkl    zu    liegen    kommt,     die    Fundamentalebene    geht  also    durch 
die  Pole  des  Aequators   und   ich  wähle  den  Nordpol   des   Aequators   als  Ausgangs- 
punkt der  ZiLhlung ;    denkt  man  sich  in  denselben   die  positive  x  Achse  des  neuen 
Systems  gelebt,  die  y  Achse  in    den  Punkt,   dessen  Rectascension  tjo"  ist,    die  po- 
üive  z'  Achse   in   den   Fiühjalirspunkt  tmd   bezeichnet   die  (Joordinat<;ii    des   iii-ueii 
rsttims  durch  Accente,  so  hat  man  die  Uelatiouen  : 


t  entsteht    also  dieses    neue  ( 'oordinaten system    1 


dem  Aequatorealsystem    durch 
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Drehung  des  letzteren  Systems  um  90"  um  die  gemeinsame  y  Achse.  Man  kann 
demnach  ohne  weitere  Transformationen  die  bereits  berechneten  geocentrischen  Co- 
ordinaten  benützen  und  mrd ,  wenn  man  dieselben  für  das  System  des  Aequaton, 
mit  ^,  q  und  C  bezeichnet  zur  Berechnung  der  neuen  polaren  Coordinaten  die  Bela- 
tionen  haben : 

^  cos  a  cos  d'  =K 
J  sin  a'  cos  d'  =  ij 
J  sin  S  =  ?  ; 

auch  die  Verwandlung  der  beobachteten  äquatorialen  Coordinaten  in  die  des 
neuen  Systems  gestaltet  sich  ganz  einfach ;  man  wird  haben,  wie  dies  aus  der  Trans- 
formation der  Coordinaten  unmittelbar  ersichtlich  ist: 

cos  a  cos  d'  =  sin  d 
sin  a  cos  S  =  sin  a  cos  d 
sin  S  =  cos  a  cos  d 

wodurch,  da  cos  ä'  stets  positiv  zu  nehmen  ist,  die  polaren  Coordinaten  unzwei- 
deutig bestimmt  erscheinen. 

Hat  man  also  eine  Ephemeride  in  geeigneter  Weise  hergestellt,  so  tritt  zu- 
nächst die  Nothwendigkeit  ein,  die  Angaben  derselben  mit  den  Beobachtungen  zu 
vergleichen;  es  wird  sich  hierbei  als  nothwendig  herausstellen,  für  gewisse  Zeit- 
momente die  Positionen  der  Ephemeride  durch  Interpolation  zu  ermitteln :  man  wird 
aber,  wenn  man  mit  n  den  Abstand  des  I^eobachtungsmomentes  seiner  absoluten 
Grösse  nach  von  der  nächsten  Ephemeridenepoche  ausgedrückt  in  Einheiten  des 
Intervallcs  bezeichnet,  durch  die  bekannten  Interpolationsformeln  das  gewünschte 
Kesultat  erlangen ;  man  hat  nämlich  für  die  Interpolation  nach  vorwärts  (vergl.  über 
die  Bezeichnung  pag.  3  ff.) : 

/  {a+ntc)  ^f[a)  +  «/•  {a  +  \w)  +  ^^f^  (a)  +  '"'^.""'7" /»"  (a  +  i«»)  + 

^^  (n+i)(n)(n— i)(n— «)    a^  ,y.    , 

"•         rn:^^       J  i"J "«"  ••• 

nach  rückwärts: 

f[a-nu>]  ==f[a)  -  nf^[a-\v,]  +  ?^/"  [a)  -  !^^±J^^  /-  {a-\w)  + 

1.2.3.4  •/  \     i  f 

'so  dass  man  n  stets  kleiner  als  ^  wählen  kann.  Hat  man  aber  sehr  zahlieiche 
Beobachtungen,  was  wohl  nur  bei  sehr  hellen  Kometen  der  Fall  ist,  für  dasselbe 
Intervall  mit  der  Ephemeride  zu  vergleichen,  dann  verlohnt  es  sich  wohl  der  Mühe, 
die  obigen  Formeln  nach  Potenzen  von  n  zu  ordnen  und*  die  so  gebildeten  Coeffi- 
cientcii  statt  der  Differenz werthe  der  Ephemeride  beizufügen.  Ordnet  man  die 
obigen  Ausdrücke  nach  Potenzen  von  n  und  führt  überdies  die  arithmetischen  Mittel 
(vergl.  pag.  4)  der  ungeraden  Differenzen  ein,  so  erhält  man  leicht  die  Form: 

f{a+nw)  =f[a)  +  An  +  Bn^  -f-  Cn^  +  D?i^  ...  für  die  Interpol,  nach  vorwärts 
f[a — nto)  =^f{a)  —  An  -f-  Bn^  —  Cn^  +  -D«*  . .  .    »     »        9  9  riickwirts, 
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schreitenden  Vollständigkeit  angesetzt  sind.  Man  wird  beachten,  dass  man  diese 
Funueln  eigentlich  angemessener  nicht  zerfallt  in  ein  System  für  die  Interpolation 
iiach  vorwärts  und  eines  für  die  Interpolation  nach  rückwärts,  sondern  sich,  indem 
rasM  H  stets  kleiner  als  \  annimmt,  dasselbe  im  ersten  Fall  mit  dem  positiven,  im 
letzteren  Falte  mit  dem  negativen  \  orzeichen  behaftet  Yorstellt. 

■  Um  für  einen  speciellen  Fall  n  zw  bestimmen ,  hat  man  unter  IJerücksicb- 
'tigunfr  des  Umstandes,   dass  die  Ephemeriden  die  Orte  für  das  wahre  Aequinoctium 

geben ,    zunächst   die    auf  den   Normalmeridian    rediicirte    Iteobaehtungszeit  um   die 

Lichtzeit  zu   venaindeni  ivgl,  1   pag.  71  j    und   für  diese    so    verminderte   Zeit   den 

Ephemeridonoit  zu  interjiuliren.     Die  Lichtzeit  in  /etttiekunden  findet  sich  nach: 

Aberrzt  =;  2.6971  J  , 

KWO  J   die   geocentrische  Uistanz   in  Einheiten   der  Erdbahnhai bachsc   vorstellt   und 

■ikfstt  des  Coeffieienteu  der  Logarithmus  desselben  angesetzt  ist.     Der  für  diese  so 

Borrigirte  Zeit  ans  der  Ephemeride  entlehnte  Ort  ist  identisch  mit  dem  scheinbaren 

■  Zeit  der  Beobachtung  und  umgekehrt ;    man   erhält  nach  Ausführung  der  hier 

I '■ngezeigten  Operationen   einen    unmittelbaren  Vergleich   des   beobachteten   und  be- 

■  lechneten  Ortes,  doch  ist  noch  vorher,  wenn  dies  nicht  schon  geschehen  ist,  die 
|fieobachtiing  vom  Einflüsse  der  Parallaxe  zu  befreien  [vgl.  I  pag.  32),  da  die  Ephc- 
rateriden  geoce  11  Irische  Orte  geben.     Indem  man  so  zur  Kenntniss  des  Ephemeriden- 

fehlers  gelangt,  den  man  aus  dem  Unterschiede  Heobachtung-Rechnung  ableitet, 
hat  man  femer  -tw  beachten,  dass  der  Fehler  in  Rectascension  eigentlich  noch  mit 
t'OB  i  z>i  multipliciren  ist.  nm  denselben  auf  den  grössten  Kreid  zu  reduciren;  man 
wird  aber,  sofern  der  Himmelskörper  sich  nicht  den  Polen  allzusehr  nähert  und 
einen  massigen  Hogen  in  der  Declinarion  innerhalb  der  Zeitgrenzen  der  zn  einem 
Nonnalorte  verbundenen  Hoobachtungen  zurücklegt,  meist  von  dieser  Multiplication 
Abstand  nehmen  können.  Man  hat  aber,  wenn  man  diese  C^orrecliun  berücksichtigt, 
wohl  üu  beachten,  daes  man  bei  der  Bildung  des  Nonualortes,  indem  man  die  im 
Mittel    resultirende    Correction    der   Ephemeride    an   den  Ephemeridenort    anbringt, 
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diese  Quantität  vorher  durch  die  Multiplication   mit  seed   auf  das   Parallel  zurück- 
fuhren  muss. 

Die  mehrfachen  Operationen,    die  man  mit  den  Daten  der  Beobachtung  vor- 
zunehmen hat,  machen  es  erwünscht,  dieselben  möglichst  übersichtlich  zu  gestalten; 
man  wird  dies  am  Jiosten  dadurch  erreichen,  dass  man  jede  ]^eobachtung  auf  einen 
entsprechend  aus  etwas  stärkerem  Papiere  geschnittenen  Zettel  herausschreibt,   der 
etwa  0^20  Hreitco™i5  Höhe  hat,  und  auf  denselben  alle  erforderlichen  Bemerkungen 
und  Angaben  einträgt.     Links  oben  in  die  £cke  setzt  man  den  Namen  des  Himmek- 
kör])ers ;  gehört  die  Beobachtung  einem  kleinen  Planeten  an  und  ist  eine  Schätzung 
seiner  Helligkeit   (Grösse]    vom  Beobachter  angegeben,    so  kann  dieselbe  dort  ihren 
Platz  finden.     In  der  Mitte  oben  setzt  man  gleichsam  als  Aufschrift  den  Namen  des 
Heobachtungsortes,    rechts  oben  in  die  Ecke  kommen  die  Notizen  über   die  Art  der 
Beobachtung   und   etwaige   Bemerkungen  des   Beobachters   über   die  Sicherheit  der- 
selben; ist  diese  Beobachtung  eine  Meridianbeobachtung,    so   kann  man  dies  darch 
den  Buchstaben  M  bezeichnen,  ist  dieselbe  aber  eine   differentielle',    so   wird  man, 
falls  dies  die  Mittheilimgen  des  Beobachters  gestatten,  anführen  die  Art  des  Mikro- 
meters, die  beobachteten  Differenzen  zwischen  dem   Himmelskörper  und   dem  Ver- 
gleichsterne, die  Anzahl  der  Einzelbeobachtungen,    die  zur  Ableitung  dieses  Kesal- 
tates  gedient  haben,  und  schliesslich  die  angenommenen   mittleren   und  scheinbaren 
Positionen  des  Vergleichstemes  nebst  Angabe  der  Quellen,    die  der  Beobachter  zur 
Ableitung   der  angeführten  Positionen   benützt  hat.      An   sich   wären   diese  Notiien 
nicht  von  Erheblichkeit,  wenn  man  stets  sicher   sein   könnte,    dass   keine  Versehen 
bei  der  Keduction  der  Beobachtungen  vorgefallen    sind,    alle   diese  Notizen   werden 
sich  aber  bei  der  näheren  Discussion   der   Beobachtungen,    auf  die   allerdings  hier 
nicht  eingegangen  werden  kann,    sehr  nützlich  erweisen  und  allenfalls  bei  der  Ver- 
gleichung  sich  zeigende  auffallende  Unterschiede  oft  genug  erklären.     Jetzt  füllt  man 
die  erste  Zeile  des  Zettels  aus ;  dieselbe  enthält  zuerst  die  Jahreszahl,  den  Monat  und 
das  Datum,  unter  den  Namen  des  Beobachtungsortes  stellt  man  die  mittlere  Zeit  des 
Beobachtungsortes    hierbei  kann  man  erwähnen,    dass  häufig   die  englischen  Beob- 
achter statt  der  mittleren  Ortszeit  die  mittlere  Greenwicher  Zeit  ansetzen,  ein  nichts 
ganz  zu  lobender  ^'organgj  ;  dann  folgt  weiter  nach  rechts  die  beobachtete  Bectas — 
cension  und  Declination,  neben  jede  dieser  Coordinaten  setzt  man  auf  3  und.  4  StelleiB- 
die  allenfalls  von  den  Beobachtern  mitgetheilten  parallaktischen  Factoren ;  doch  sind^ 
dieselben  von  den  verschiedenen  Beobachtern  sehr  verschieden  mitgetheilt ;  bald  ent — 
halten  sie  bereits  die  mittlere  Sonnenparallaxe,  bald  nicht,  sind  bald  in  Bogenmaass^ 
für  liectascension  angesetzt,  bald  in  Zeitmaass,  bald  stehen  die  Logarithmen,    bald^ 
die  Zahlen  u.  s.  w.     Man  wird  daher  gut  thun,  sich  niemals  auf  diese  Angaben  all — 
zusehr  zu  verlassen  und   durch   directe   Nachrechnung   die  parallaktischen  Faktoren^ 
(I  pag.  32)   prüfen,  die  selbst  gewonnenen  Kesultate,  nachdem  man  sich  von  deren^ 
Richtigkeit  überzeugt,  an  Stelle  der  von  den  13eobachtern  mitgetheilten  Zahlen  an- 
setzen,   und  die   letzteren    nur  mehr   als   beiläufige   Controlen  gelten   lassen;  mar:p 
wird  sich  bald  überzeugen ,    dass  in  der  That  selbst  bei  sehr  sorgfältig  reducirendei? 
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Ueoliarhteni  in  diesen  Ziihlen  häufig  RPiiug  Irrthiimev  vnrhamk-ii  Kind,  Einige  Me- 
»liticliter  gelten  gleich  die  geocentrisclien  Orte  seI^Bt.  und  man  ist  dadurch  der 
lt«chnung  der  t'orrection  für  Parallaxe  überhohen;  doch  ziehe  ich  es  v»r,  diese 
[.'orrectioneu  dem  Rechner  zu  überlassen  nnd  aus  den  Händen  des  Heobachters  die 
reinen  lleobacbtungsdaten  zu  erhalten. 

Unter  die  mittlere  Ortszeit  in  die  zweite  Zeile  setzt  man  die  mittlere  Zeit 
des  angenommenen  Normalmeridians,  welcbe  man  erhält,  wenn  man  an  die  Ortzeit  die 
I.angendiiferenz  anbringt,  bei  östlich  von  dem  Hauptmeridiane  gelegenen  Orten  bu1>- 
irattiv,  bei  westlithen  additiv;  unter  diese  Zalll  setzt  man  die  wolil  meist  mit  aus- 
reichender Genauigkeit  durch  lineare  Interiiidation  aus  der  Epliemeride  entlehnte 
Aherrationszeit,  die  stets  an  die  ubige  Zahl  subtractiv  anzubringen  ist;  zur  Ablei- 
tung von  n,  jenem  numerischen  Werche,  der  zur  Interpolation  nothig  ist,  wird  man  die 
in  Stunden,  Minuten  und  Secunden  angegebene  corrigirte  Heobachtnngszeit  in  üe- 
cimaltheile  des  Ta^es  mit  den  bekaniiteu  Hilfsmitteln  verhandeln.  Unter  die  schein- 
baren Rectascensionen  und  Declinatioiien  setzt  man  in  die  zweite  Zeile  die  für  Pa- 
rallaxe erforderlicben  Correctionen  und  in  die  dritte  Zeile  setüt  man  ilie  aus  diesen 
( 'orrcctionen  resullirenden  geoceniriscben  Coordinaten;  links  unten  setzt  man  die 
Egihemeridencoordinaten  der  der  Kcobachtung  zunächst  gelegenen  Epoche  an  und  litsst 
unter  denselben  so  viel  Raum,  um  die  durch  die  Interpolation  gefundenen  Reductionen 
auf  die  Epoche  der  Keobachtung  anbringen  und  darunter  den  resultirenden  Ephe- 
meritienort  ansetzen  zu  kömien ;  den  übrigen  Raiim  des  Zettels  benützt  man  für  die 
nöthigen  Interpointionsreehnungen,  die  sich  meist  durch  die  Kenütznng  zweckmässig 
augelegler  Hilfstafelu  wesentlich  erleichtem  lassen;  rechts  unten  in  die  Ecke  setzt 
man  die  zwischen  der  lleohachtuug  und  der  Ueclmung  resnltirenden  Unterschiede 
im  yinne  Beobacbtung-Kechnnng  und  setzt  also  da  (eventuell  cosd'  da)  und  dd 
.in ,  und  fügt  sofort  eine  liemerkung  bei ,  wenn  die  If eohachtung  kein  Vertrauen 
Verdient. 

In  dieser  Weise  gelangt  man  zur  Kenulniss  der  Fehler  der  Ephemeriden  für 
jede  einzelne  Iteobaehtung  und  indem  man  tlie  Heobachtungen  in  entsprechender 
Weise,  wie  es  die  Umstände  gerade  gestatten  und  fordern,  gnippirt,  gelangt  man 
■nit  Hilfe  der  eben  besprochenen  Methode  zur  Kenntniss  der  Normalorte,  die 
lieh  der  Hedeutung  der  Zahlen  iler  Ephemeride  gemäss .  auf  das  wahre  Aequi- 
aoctium  der  Zeit  des  Normalortes  beziehen;  man  wird  aber  die  Normalorte  zweck- 
mäEsig  auf  gewisse  mittlere  Aequinoctien  beziehen;  die  hierfür  erforderlichen  Cor- 
rectionen für  Nutation  und  Pracession  siud  ausführlich  im  ersten  Hiuide  (I  pag,  88 
11.  ff.)  erläutert  worden.  Der  Nutzen  der  Einführung  der  Xormalorte  ist  offenbar  darin 
begriindet,  dass  man,  ohne  die  CJenauigkeit  des  Resultates  in  irgend  einer  Weiee 
erheblich  zu  schädigen,  die  Zahl  der  Hedingungsgleichungen  wesentlich  einschränkt, 
ein  Vortheil  der  bei  der  Anwendung  die  Rechnung  ganz  wesentlich  abkürzt.  Ge- 
lingt es  in  einem  gegebenen  Falle,  die  Heobachtungen  in  3  Normalorte  zusammen- 
KufassL-n.  KO  kann  mau  diesen  Orten  jene  Methoden  für  die  erste  Kahnbestimmung 
/u  Grunde  legen,    die  im  ersten   Itande  dieses  Werkes  auseinandergesetzt  sind. 
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Es  soll  nun  <lie  Bildung  eines  Normalortes  und  die  Zurückfuhrung  deMeHm 
auf  ein  bestimmtes  mittleres  Aequinoctium  durchgeführt  werden,  wobei  aber  die  acmst 
auf  die  verschiedenen  Zettel  zu  vertheilenden  Zahlen  hier  übersichtlich  neben  ein- 
ander gesetzt  werden  müssen;  ich  entlehne  das  Heispiel  dem  Planeten  ®  Ento. 
Es  finden  sich  für  diesen  Planeten  aus  dem  Jahre  1871  neben  anderen  die  folgen- 
den Beobachtungen ,  wobei  ein  dem  Namen  des  Beobachtungsortes  zugefugtes  M 
anzeigt,  dass  die  Beobachtung  im  Meridian  angestellt  ist. 

No.         Datum         Beobachtungsort      Ortszeit      Beob.  Rectasc.     Beob.  Decl. 

1  1871  Sept.  12     Leiden  (M)  i2*22'"27«       23V8"38*2i       —  4°  s'sg"^ 

2  *>       12  Paris  (M)  12  22  26  23  48  38.34  —  4    335.7 

3  »14  Leiden  (M)  12  13     9  23  47   12.15  —  4  1430.8 

4  »      15  Berlin  1137     1  234630.69  —41937.2 

5  »16  Berlin  11     1   39  2345  48.39  —  42455.6 

6  r^      22  Greenwich  [M]  11  35  49  23  41  21.33  —  4  57  14.7  . 

Eine  aus  sehr  nahe  richtigen  Elementen  abgeleitete  Ephemeride  ergab  die 
folgenden  wahren  Orte: 

i2^raittl.B.Zt.    Rectasc.       i.Diff.  2.Diff.        Decl.         1.  Diff.  2.Diff.  log^  Ahmt 

187 1  Sept.  II  23^49"'22"04  — o''43  — 3"57'58"i  — i"i  0.2324  i4"io* 

— 42*62  — 5'24"5 

48  39.42  — 0.37  — 4    3  22.6  — 0.8  0.2318  14    9 

—42.99  —5  25.3 

47  56.43  —0.33  —4    847-9  — 04  0.2313  14    8 

—43-32  —525.7 

47  13.11  — 0.28  — 4  14  13.6  -+-0.1  0.2308  14    7 

—43.60  —5  25.6 

46  29.51  — 0.22  — 4  1939.2  +0.4  0.2304  14    6 

—43.82  —5  25.2 

45  45.69  — 0.17  — 4  25    4.4  +0.8  0.2301  14    6 

—43.99  —5  24.4 

45     1.70  — o.  10  — 43028.8  +1.3  0.229814    5 

—44.09  —523.1 

44  17.61  —0.03  —4  35  51.9  +1.6  0.2296  14    5 

— 44.12  —521.5 

»      19       43  33.49  +0.02  — 4  41  13.4  -f-2.0  0.2294  14    4 

—44.10  —519-5 

»      20  ,    4249.39  +0.08  — 44632.9  +2.5  0.229414    4 

—44.02  —5  17.0 

»      21        42     5.37  +0.13—45149.9  +2.80.229414    4 

—43.89  —5  14.2 

»      22        41  21.48  +0.18  — 4  57    4.1  +3.2  0.2295  14    4- 

Die  folgende  Zusammenstellung  gibt  in  der  ersten  Columne  die  Nummer  der 
Beobachtung,  in  der  zweiten  sind  die  auf  den  Normalmeridian  bezogenen  Zeiten  der 
Beobachtung,  in  der  dritten  die  zugehörige  Aberrationszeit ,  in  der  vierten  der  Ab* 
stand  von  der  nächsten  Epoche  in  der  Ephemeride  angegeben,  die  fünfte  und 
sechste  mit  J  a  und  J  d  überschriebeue  Columne  gibt  die  mit  Hilfe  der  ersten  und 
zweiten  Di£ferenzcn  abgeleiteten  Bewegungen  des  Planeten  in  der  Zeit  des  Abstandet 
von  der  nächsten  Epoche  der  Ephemeride  au,  welche  Zahlen  an  die  entsprechenden 
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Vertho  der  Eiiliemeride  »njtt'linitht ,  den  si-hrinimreii  Ort  für  ilic  lle(d>ii(ditiiiijjs/(>it 
iif^elien;  die  siebente  und  actktc  ('oIiiiuik'  geben  die  Piirallaxen ,  welch«!  mit  ibroo 
eichen  au  die  beohachteten  \V'ert]ie  anzubringen  sind ,  um  (feocentrisclie  Orte  t» 
rhultcn,  endlich  geben  die  Kwei  letzten  ('nlumni'n  die  si)  fjt'f*""'^"*'"  Inlerschiede 
n  Sinne  Itootiachtiiut;  ^ —  Kechniing: 

Varall.  in  H  — H 

Herl.  Zeit    Abrrzt.  Jl  Ja  JS  a  6  a  Ö 
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1     1    39 

14  6 

~ 

"■12    27 

+2.21 

!   29    24 

14  4 

+ 

15    20 

—0.47 

'00 

+4"3 

+0-10 

— 2"7 

.00 

+4.1 

+0.48 

+a-9 

.00 

+4-3 

+0.09 

-5-1 

.03 

+4.3 

+0.02 

—2.1 

1.06 

+4.3 

+0.43 

—3-2 

.CX) 

+4  3 

+0.32 

1.0 

3-3 

Das  Mittel  der  t'orrectionen  ist  in  Rectascension  +0*24  in  Decl.  — 2"2,  das 
littel  der  Zeiten  entspricht  nahe  Se]>t.  15.5;  hei  der  geringen  Zahl  der  Beohach- 
ungen  einerseits  und  anderseits  bei  dem  nahen  Anschlüsse  der  Ephemeride  an  die 
leohachtungen,  der  sich  durch  weiter  abstehende  Ileobachtungen  bestätigt,  wird  man 
ohl  mit  Becht  von  der  Itestimmung  der  mit  der  Zeit  und  dem  Unadrate  der  Zeit 
Drhundenen  Cncfficienten  der  Epherneridencorrection  abstehen ,  und  die  obigen 
Uittelwerthe  einfach  an  die  Angaben  der  Ephemeride  für  die  betreffende  Epoche 
inbringen;  setzt  man  die  so  erhaltene  Rectascension  im  Hogenraaussc  iin,  so  erhält 
nan  den  folgenden  Normalort: 

I  a  i 

P  1871  Sept.  15.5     356''37'z6"2     — 4"iq'4i"4  . 

fer  sich  auf  das  ^Bugehörige  wahre  Aequinoctium  bezieht;  die  Keduction  auf  das  mitt- 
ere  Aequinoctium  des  Jahresanfanges  mit  Hilfe  der  y.  g  und  G  Grössen  (vergl.  I 
lag.  89)  nach  den  Angaben  des  Berliner  Jahrbuches  ergibt,  wenn  man  beachtet, 
die  daselbst  gegebenen  Formeln  die  Keduction  vom  mittleren  Aequinoctium  des 
»anfanges  auf  das  wahre  des  Datum  liefern ,   für  die  verlangte  Keduction : 

in  Rectasc.  — 17"!         in  Decl,  — 7"3  ; 
man  aber  i.   It.  den  Normalort  auf  das  mittlere  Aequinoctium  1870,0  beuiohen, 
^det  sich  der  EinÖuss  der  Fräcessioii  (vergl.  I  pag.  84) : 
in  Keotaeo.  — 46"!         in  Decl.  — zd'o 
man  crhillt  demnach  für  den  auf  das  mittl.    Aeqn.  1870,0  bezogenen  Normalort 
a  S 

1871  Sept.  15.5     356"36'23"o        — 4"2o'8"7  . 
neueren  Jahrgänge  des  Berliner  Jahrbuches  gestatten  aber  bekanntlich  die  Re- 
ion  eines  beliebigen  waliren  Aequinoctium  auf  das  mittlere  des  nächstgelegenen 
«ehntes  direct  auszuführen. 
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Da  ich  in  der  Folge  zur  Erläuterung  der  angefühlten  Methoden  als  Kei^jel 
die  ausführliche  Bearbeitung  des  Planeten  Erato  wähle^  so  fiihre  ich  gleich  hier  die 
Orte  an^  die  sich  aus  der  ähnlichen  Behandlung  der  Beobachtungen  der  übrigen 
Opposititionen  ergeben,  und  setze  daneben  die  auf  dasselbe  Aequinoctium  bezogenen 
äquatorealen  Sonnencoordinatcn  nach  Le  Verrier*);  die  dem  llatum  in  der  Klam- 
mer nachfolgende  Zahl  zeigt  die  Anzahl  der  zum  Normalorte  verbundenen  Beobach- 
tungen an: 

a  d  X  Y  Z  ,"^ 

1860  Sept.  19.5(5)       8°^i'2g"S  +  0^30'  6"2  — 1.0024059  +0.0452085  +0.0196157 

1861  Dec.  28.5(4)   124  41  40.1  +185753.2  +0.1242279  — 0.8948019  — 0.3882817   }  i86o,c 
1863  April  10.5(1)   184  3625.5  +  o  55  11.0  +0.9389739  +0.3224833  +0.1399321 
1871  Sept.  15.5(6)   356  3623.0  —  4  20   8.7  — 0.9966609  +0.1184494  +0.0513987 

1873  Jan.  16.5(5)  1101058.2  +21  1943.8  +0.4457436  — 0.8046120  — 0.3491156   }  1870.0 

1874  März  22.5(4)  1832845.8  +  I  1738.5  +0.9965770  +0.0338177  +0.0146734 

1875  Mai  21.5(4)  235  1633.9  —1643    4.2  +0.4985747   +0.8085520  +0.3508195 

1876  Juli  18.5(2)  305    924.3  —19  1435-0  — 0.4552539  +0.8334188  +0.3616114   [1880,0 

1877  Nov.  24.5(6)  464634.3  +14    347.2  — 0.4500626  — 0.8054688  — 0.3494796 


B.    Ansohluss  der  Elemente  an  die  Beobaohtongen  mit  strenger  Beräoksiohtigang 

der  Frinoipien  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

§  1.    Allgemeines. 

Verbindet  man  die  Forderungen  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  mit 
dem  hier  vorgelegten  Probleme,  so  sieht  man  sofort,  dass  man  in  dem  gegebenen 
Falle  die  daselbst  verlangte  lineare  Form  zwischen  den  Fehlem  und  den  Unbe- 
kannten nur  dadurch  herstellen  kann,  dass  man  als  Ausgangspunkt  der  Untersuchung 
genäherte  richtige  Elemente,  die  man  sich  stets  wird  verschaffen  können,  annimmt, 
und  die  Verbesserungen  der  zu  Grunde  gelegten  Elemente  als  Unbekannte  in  das 
Problem  einfuhrt,  so  dass  man  diese  Incremente  als  Grössen  erster  Ordnung  (also 
adäquat  den  differentiellen  Aenderungen)  auffassen  kann;  es  wird  jede  Aendening 
in  einer  beobachteten  Coordinate  b  B  dargestellt  werden  können  durch : 

hB  =  aybE^  +a>j,bE2  +  (hbEi  +  a^hE^  +  a^h  Ej,  +  a^}^  E^ 

wobei  El ,  JSj,   . . . . ,  E^  die  Elemente  darstellen  und  a^^  a^i  .  • .  •  «e  die  entsprechen- 
den Differentialquotienten;    es   können   unter  Umständen  noch  mehre  Glieder  ein- 


*)  Die  Correction  der  Le  Verrier'schen  Nutalion  um  das  Glied  -|-o"i28  sin  (O— fl  ^ 
hierbei  berücksichtigt,  vergleiche  hierbei  die  diesbezügliche  Bemerkung  in  den  erläuternden  Anh&ngen 
der  Berliner  Jahrbücher. 
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treten,    weim  man   z.   B.    auf  Grössen   von  der  Ordnung   der  Störungen  Rücksicht 
nimmt  und  etwa  Verbesserungen  der  angewandten  störenden  Massen  auffinden  will 
n.    s.  w.,    es  wird  sich  aber  in  der  Form  der  obigen  Gleichungen   durch   diese  Er- 
ureiterungen  nichts  ändern;    hierbei  könnte  noch   erwähnt  werden,    dass   eigentlich 
7     £lemente  in  Betracht  zu  ziehen  sind,  wenn  man  die  Maasse  des  betreflFenden  Kör- 
pers  und  deren  Verbesserung  aufsuchen  wollte ;  doch  würde  aus  diesen  Gleichungen 
aus    leicht  ersichtlichen  Gründen   eine  liestimmung   dieses   siebenten  Elementes   mit 
Sicherheit  niemals  möglich  sein,  und  ausserdem  wird  die  Masse  derjenigen  Himmel s- 
>er,  die  hier  in  Betracht  kommen,  so  wenig  von  der  Null  verschieden  sein ,  dass 
ohne  Bedenken    den  Nullwerth  für  deren  Masse  substituiren  kann;   ich  werde 
claher  auf  diesen  Umstand  nicht  weiter  Rücksicht  nehmen. 

Man  erhält  für  jede  vollständige  Beobachtung  oder  für  jeden  Normalort,  da 
derselbe  2  Coordinaten  gibt,  2  Bedingungsgleichungen  von  der  oben  aufgestellten 
Form;  überschreitet  nun  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen'  die  Zahl  der  Ele- 
mente (in  unserem  Falle  6),  so  wird  man  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
die  erforderlichen  Incremente  der  Elemente  suchen,  um  die  wahrscheinlichsten  Ele- 
Diente  zu  erhalten.  Um  aber  diese  Rechnungen  ausführen  zu  können,  muss  die  Be- 
J^chnung  der  Differentialquotienten  ermöglicht  werden  und  es  sollen  in  den  folgenden 
'Paragraphen  die  hierfür  nöthigen  Entwickelungen  vorgenommen  werden. 


i    S.    Darstellung  der  Tariationen  der  Beobachtungen  durch  die  Tariationen  des 
Knotens,  der  Neigung,  der  Länge  in  der  Bahn  und  des  Badiusvectors. 

Die  Ausdrücke  für  die  rechtwinkeligen  heliocentrischen  C'oordinaten ,  denen 
'^^^«.»sielbe  Coordinatensystem  zu  Grunde  liegt,  auf  welches  sich  die  Elemente  beziehen, 
^i»x<a  (vergl.  I  pag.    16): 

X  =  r  (cos  u  cos  Q  —  sin  u  sin  Q  cos  i]  j 

y  =  r  (cos  tt  sin  Q  +  sin  u  cos  Q  cos  t)  /  i ) 

z  =  r  sinw  sint  ;  i 

^*^kt  man  sich  für  das  Argument  der  Breite  u  geschrieben: 

U=   [V  +  7l)   Q 

^^tei  V  die  wahre  Anomalie  und  7t  die  Länge  des  Perihels  vorstellt,  so  wird  v  -\-  jc 
^^^  Länge  in  der  Bahn  sein;  diese  Zerlegung  erweist  sich   in   der  Folge   besonders 

^i  Bahnen  mit  kleinen  Neigungen  als  sehr  zweckmässig.  Man  erhält  durch  Diffe- 
rentiation der  Ausdrücke  i)  nach  [v  +  /r),  r,  Q  und  i  leicht: 

K.         ^  =  —  r  (sinw  cosQ  +  cos«  sinQ  cosf) 

g-;^     =  —  r  (sinw  sin  Q  —  cosw  cosQ  cost) 

bz   ' 

=  r  CO8U  sin  i 


b(v-^n) 


TT 

dy 
TT 

dz 

TT 

bx 

de 
Tä" 

hx 

TT 

Tr 

TT 
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=  C08M  COS  Q  —  sinw  sin  Q  cosf 


=  costf  sin  Q  -{-  sinti  cosQ  cost 


=  sin  ti  sini 


=  2  r  8in|f*  sin  (u  —  Q) 
=  2  r  sin  J  t2  cos  (m —  Q) 


=  —  r  cos«  sint 


=  r  Sinti  sin  Q  sin i 


r  sin  u  cos  Q  sm  t 


=  r  smw  cost  . 


Um  die  voranstehenden  Formeln  sofort  einfacher  zu  gestalten,  soll  als  Aus- 
gangspunkt der  Zählung  in  der  Fundamentalebene  der  Punkt  Q  gewählt  werden; 
dann  ist  in  den  obigen  Ausdrücken  Q  =:  o  zu  setzen  und  man  erhält : 


d(t7-f  TT) 


=  —  r  Sinti 


-r- — ^— ~  =  r  cos  u  cos  t 

Ö    t?  -f-  71 


•  • 


d(i?4-7f) 


=  r  cos  ti  sm  t 


sin 


.    .  vo    =  r  sm ti  tg i t 
7^  =rcostitgit 
=  —  r  cosu 


hr 

—  COSU 

—  sin«  cos» 

br 

—  sin«  sin» 

ix 

r» 

sm 


dl 

dy  .  .     . 

-v4-  =  —  r  Sinti  smt 


dz 


sin  t  d  Q 


Ti 


=  r  Sinti  cost 


2] 


Um  nun  die  Aenderungen  der  rechtwinkeligen  heliocentrischen  Coordinaten 
auf  die  geocentrischen  polaren  zu  übertragen,  erinnere  man  sich  der  (I  pag.  31) 
gegebenen  Ausdrücke;  man  erhält  dann  mit  Rücksicht  auf  den  Ausgangspunkt  der 
Zählung,  weim  man  mit  er  und  d  die  polaren  Coordinaten,  denen  das  oben  gewählte 
System  zu  Grunde  liegt,  und  mit  ^^  die  geocentrische  Entfernung  bezeichnet: 


ö  a  cos  d  ^  — 
Ö(J  =  — 


8in(a  — ö)     N^    ,      co8(a— Q)     . 


cos  ia- 


Q) 


'     i\               8in(a  —  Q)        •     »%       ,     coscf  ^ 
sindd2; -—z — '—  smdoy  H T~  ^^  • 


Substituirt  man  in  diesen  Ausdrücken  die  Variationen  aus  2) ,  so  erhält  man 
leicht  für  die  Variationen  der  in  der  Fundamentalebene  gezählten  polaren  Coor- 
dinaten : 


\. 
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COS 


dba 


b  [v-^n) 
cosdba 

cos  dba 
sin  t  dQ 

cos  db  a 


-j  {  sin  [a — Q)  sin  u  +  cos  (a — Q)  cos  u  cos  i  } 
-j{ —  sin  (a — q)  cos  u  +  cos  (a — Q)  sin  u  cos  i) 
-^  tang  \  i  cos  [a  —  Q  +  «) 
—  -^  sin  tt  cos  (a  —  Q)  sin  i  ; 


3) 


ür  die  vertical  auf  die  FundamentAlebene  gezählte  (yoordinate  findet  sich : 

dcf 


bd 


=  -^{cos  [a — Q)sint/sind — sin  (a — Q)  cos  ti  cos  «sind -j- cos«  «iil*  cos  <J} 


X =  -j{  —  cos(a — Q]cost/sind  —  sin(a — Qjsinwcosf  sind  +  sin  w  sine  cosd) 


dcT 


4) 


V—  =  —  -j  {sin(a — Q+tt)  sin d tang 4^f+ cos w cos  d} 


«n   OQ 

-Vr —  =5  -^  (  sin  (a  —  q)  sin  d sin  •  +  cos  d  cos  •)  sin u  . 

Die  Einführung  einiger  Hilfswinkel  wird  die  Berechnung  der  Variationen 
lach  der  Länge  in  der  Bahn  und  dem  Kadiusvector  wesentlich  erleichtem;  setzt 
nan  nämlich: 

4  sin  -4'=  cos  (er — Q)  cos  • ,  m  sin  M=  sin  t  ,  B  sin  jB'=  m  sin  ( M+  d)     1 

!4cos-4'=8in  (a—Q)         ,  i»co8jf= — 8in(a — Q)co8f,  Äco8fi'=co8(a — Qjsind  j 

10  wird : 

COflcfda  ^       A       *         I   AI      x         \  ^^  ^      Ti      *         fT>f     t         \ 

jj^q:^  =  ^  ^  sm  (^ +«)  ,  ^_-_  =  _B8in{^+«) 


coscfda  i     ^         I  jt   ,      \  oa  i 


=  —    -^^C08(^'  +  W), 


b  (t?-H») 

der 


=  —  — %  J5  cos 


(^+«). ) 


6) 


velche  Formen  sich  in  den  späteren  Rechnungen  sehr  bequem  erweisen  werden. 
)ie  Variationen  nach  den  Elementen  Q  und  %  haben  in  den  Ausdrücken  3)  und  4) 
)eTeits  hinlänglich  bequeme  Formen  für  die  Rechnung. 

Um   den  Vortheil  der  eben   angegebenen  Formeln  zu  erweisen,    denken  wir 
ms  die  Variation  von  [v  -f-  ^)  und  r  nach  irgend  einem  Elemente  dargestellt  durch : 

^  (P-4-^)    _     TT  ^^    »  . 


Te 


Ve 


letzt  man  nun: 


i    br  R  -KT   -      -KV 


V  =  NcosN"  , 
md  beachtet,  dass  ist: 

coBdba  /cos  dba\  [bjp-j-n)\     ^^  /cos dba\(  br\ 

bd  l     bS    \lb{v-\-n)\     .(  bd\l  br\ 

10  wird  die  gemeinsame  Form  aller  Differentialquotienten  zwischen  den  vier  Ele- 
nenten, welche  (o  +  tt)  und  r  bestimmen,  und  den  beobachteten  Orten  die  fol- 
j^ende  sein: 

Oppolxer,  Bahnbesiimmungen.  II.  49 


386 

welche  Form  für  die  logarithmische  Rct^nung  «ine  sehr  bequeme  ist. 


§  3.  EMtwtekeliiBg  der  DiffereiitialqHOtleiiteii  Ton  v  mid  r  nach  des  Elementen 

in  Bahnen  mit  massiger  Exeentricitit. 

Die  vorstehend  ermittelten  Differentialausdrücke  der  Coordinaten  eines  Him- 
melskörpers sind  vorerst  nlK^  *den  E3etaienteii  Q  und  i  entwickelt  und  «usserdem 
durch  die  Variationen  der  Coordinaten  [v-\-7t)  und  r  ausgedrückt,  welche  letsteren 
Variationen  in  solche  der  Elemente  umgesetzt  werden  müssen.  iKese  Aufgabe  mtiss, 
um  (mK^sch  brauchbare  Resultate  m  erlangen,  in  zwetfacher  Weise  ^löst  werden, 
je  nachdefn  der  kreisförmige  oder  der  para^bolische  Character  der  Bahn  überwiegt. 
Indem  •  ich  die  Lösung  der  letzteren  Aufgabe  auf  den  folgenden  Paragmphen  ver- 
schiebe,  foU  hier  die  Entwickelung  vorgenomteen  werden,  die  in  elliptischen  Bahnen 
von  tniissiger  fixoentrtcität  Afiwendung  findet,  wobei  ich  bemerke,  daas  hierunter 
keineswegs  die  l^eschränkung  auf  kleine  Excentricitäten  zu  verstehen  ist ;  so  werden 
beispielsweise  die  folgenden  Formeln  bei  allen  periodischen  Kometen  mit  massiger 
Umlaufszfeit  mit  Vortheil  benützt  werden  können. 

Die  wahre  Anomalie  v  wird  in  elliptischen  Bahnen  bestimmt  ^dtafrch  die  Glei- 
chungen  (vergl.  I  pag.  45  und  46) 

Mq  +  fi  t  ^=  E  —  e  fiin  E  .  i] 

tang  t  fj  =  tang  (45°  +  J  tp)  tang  \E,  2) 

wob<n  die  Zeit  t  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  von  derjenigen  Epoche  an 
zu  zSlilevi  ist,  für  welche  die  mittlere  Anomidie  3fo  gilt.  Die -Variation  «der  «rstefen 
Gleichung  gibt  unter  Anwendung  einiger  offenkundiger  Keductionen: 

h  Mq  +  <  ö  jii  =  —  ö  JB  —  sin  JE  cos  tp  b  (p; 

Da  aber  die  Relation  besteht: 

cos  rp  sfn  J5  =^   -  sin  f?  , 

so  wird: 

bE=--  [h  Mo +  th  fi)  +  sin  f)h(p  .  3) 

Denkt  man  sich  die  Gleichung  2)  logaiithmisch  geschrieben  und  bildet  dann  die 
VariatSon  derselben,  so  findet  sich  leicht : 

bv  hcp      .      b  JE  ^ 

sin  V        CU8  (p         sin  Ji   ' 
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verbindet  man  diei^n  Ausdruok  mit  3),  so  reaultirt  sofort,  wenn  man  auf  die  Ke- 
lation 

a(i>  +  7P)  =  ^t>H-Ä7r 

Rücksicht  nimmt,  der  Ausdruck: 

Um  die  Variation  des  Radiusvector  zu  finden,  differentiire  man  die  Gleichung: 

r  =  a  (1  —  0  cos  JS)  ; 
man  erhält  dadurch: 

hr  =  —  ba-{-  asinq)smEbE  —  acosi^cosqpd^  ;  5) 

nun  ist  aber: 

ersetzt  man  überdiess  d  £  in  5)  durch  den  Ausdruck  in  3)  (pag.  386),  so  findet  sich 
zunächst : 

drsatg998int7dJfo+  Uatg^sini? —  —  — |bju+  a  (sin  9)  sin  £  sin  f  —  cos  Eco8g))h(p  . 

Der  Coefßcient  von  h  q>  lässt  sich  wesentlich  vereinfachen;  berücksichtigt  man 
nämlich  die  Relationen: 

^          C08  r4-0           .      -rx        lin  v  cos  qp 
COS  E  =  — ; — -^—  ,    sm  -B  =  — ; ^  , 

so  wird: 

V—  =  — ; (  sin  (ß  cos  w  sin  v^  —  cos  w  cos  v  —  sin  (p  cos  O) )  = 

a  cos  o)  CGI  0    /       ,  X 

,- (l  +  ^  COS  «?)   ; 

I  4-  c  cos  0      ^  '    ' 

demgemäss  wird  man  haben: 

ör«=  atang<)psinod3fo+ U*a  tang9)sint) A-^j  ö^it  —  a  cos  ^  cos  0  d  «jo  ,         6) 

wobei  ich  sofort  /i  mit  sin  i"  multiplicirt  angesetzt  habe,  weil  ju  gewöhnlich  in 
Bogensekunden  gegeben  wird. 

Die  Formeln  4)  und  6)  stellen  also  die  Variationen  der  Coordinaten  (f  +  it) 
und  r  durch  die  Variationen  der  Elemente  tc  (die  Länge  des  Ferihels),  M^  (die 
mittlere  Anomalie  zur  Zeit  der  Epoche),  ju  (die  mittlere  tägliche  siderische  Be- 
wegung) und  (f  (der  Excentrioitätswinkel  sin  9  :=  0)  dar,  womit  das  gestellte  Problem 
gelöst  erscheint.  Doch  werden  noch  weitere  Transformationen  in  dem  Falle  nöthig, 
wo  sich  die  Bahn  sehr  wenig  vom  Kreise  unterscheidet,  und  in  der  That  werden 
sich  die  folgendeil  Transformationen  bei  der  Anwendung  auf  alle  Planetenbahnen 
empfehlen ;  während  die  Anwendung  auf  die  Bahnen  periodischer  Kometen  kurzer 
Umlaufszeit  die  Beibehaltung  der  obigen  Formeln  wünschenswerth  erscheinen  läset. 

Ist  nämlich    die  Bahn  sehr  nahe   kreisförmig,  so   wird  in  4)  der  Coefficient 

von    d  7t  und  d  M^  nahe    gleich    und    man  wird    grosse   Aenderungen    des    einen 

49* 
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Elementes  bei  entsprechender  umgekehrter  Aenderung  des  anderen  yomehmen 
können,  ohne  dass  der  Ort  in  der  Bahn  sich  wesentlich  ändert ;  aus  diesem  Um- 
stände aber  entsteht  ein  Nachtheil  für  die  Bequemlichkeit  und  Sicherheit  der  Bech- 
nung,  da  die  obigen  Differentialformeln  nur  kleine  Aenderungen  der  Elemente  vor- 
setzen. In  Etwas  wird  man  diesen  Nachtheil  beheben,  so  dass  nur  grosse  Aende- 
rungen das  eine  Element  treffen  können,  wenn  man  statt  der  mittleren  Anomalie  die 
mittlere  Länge  [Lq)  zur  Zeit  der  Epoche  einführt;  es  ist: 

io  =  -Mo  +  ^  f 
also 

und  man  erhält  demnach  für  4)  imd  6)   (pag.  387)  die  folgenden  Formen; 

Ö  (ü  +  TT)  =  ^COSqpjdZo  +  ^^^l  +<  1  — ^COSfjp  \h7t  +  ^^<2  +  eco%t>  \^(p 

ör  =  atg</)8inüöZyQ  +  I  /.atg9)sin«?  —  ~ — l—^h^  — atg^sinvÖTt  —     j     7) 

—  a  cos  q>  COS  0  ö  qp  ;         ) 

diese  Form  hat  indess  immer  noch  den  Nachtheil,  dass  für  nahezu  kreisförmige 
Bahnen  der  Coef&cient  von  6  7t  sich  der  Null  nähert,  da  derselbe  von  der  Ord- 
nung der  Excentricität  wird,  so  dass  grosse  Variationen,  die  die  Grenzen  der 
differentiellen  Aenderungen  weit  überschreiten,  in  tc  vorgenommen  werden  können, 
ohne  den  Ort  der  Bahn  wesentlich  zu  verschieben. 

Beachtet  man,  dass  für  nahe  kreisförmige  Bahnen  mit  Weglassung  der  GUeder 
von  der  Ordnung  der  Excentricität  in  die  Variation  des  Elementes  geschrieben  werden 

^ 

kann :  * 

-~V — -  =  —  2  COS  t?  sm  <)p  ,    — y! —  =  2  sm  t?  , 

so  ergibt  sich  sofort,  dass  die  Einführung  der  Elemente: 

O  =  -^— ^,  sin  TT  \ 

.      "'"  8) 

,„  iin  flp  I 

y  =  -T— ^  COS  7t  I 

8in  i"  / 

für  den  Kreis  jede  Unsicherheit  schwinden  lässt,  und  dass  durch  dieselbe  ein  we- 
sentlich linearer  Character  der  Funktionen  erreicht  wird. 

Um  nun  diese  Elemente,  die  ich  wegen  der  Gleichförmigkeit  mit  den  übrigen 
in  Bogenmaass  angesetzt  habe,  in  die  Gleichungen  7)  einführen  zu  können,  bedenke 
man,  dass  die  Differentiation  von  8)  ergibt: 

d  (Z>  =  sin  (p  cos  7t  h  7t  -^  sin  7t  cos  (p  h  q> 
b  V  =  —  sin  y  sin  TT  b  TT  +  cos  7t  cos  (p  ^  (p  j 
wobei   die  Aenderungen  b  7t  und  ö  (p   ebenfalls  in   Bogenmaass   angenommen  sind; 
daraus  bestimmt  sich  leicht: 


sin  (p  b  7t  =  cos  7t  b  0  —  sin  7t  b  V 
cos  (p  h  (p  =  sin  /r  b  Ö>  4-  cos  it  h  V  . 


}  " 
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Die  Substitution  der  Ausdrücke  9)  in  7)   (pag.  388).  ergibt: 


a3 


h  [v  +  7t)  =  ^  cos  (p  (h  Lq  -{-  tb  fi)  + 

I     ( /  ö^  \  cos  n     ,    sin  v    ,      ,  ^     .         )  x  ^ 

+  !  U 5-  COS  (f)  -r- i  [2  -he  cos  v)  sin  7ir  >  b  0 

P  r*  '^  ^   8in  ^    '    cos  y«  ^      '  '  ) 


10) 


d  r  =a  tangqp  sin  t?öZo  +  (^'«^^^  «i^i«'— f^^i^ST^)  ^i^  — 

—  a  (— —  cos  TT  +  cos  V  sin  tt  |  d  Ö> 
\cos  q>  *  / 

a  I sm  7t  —  cos  v  cos  7t  \  b  H*  . 

\  C08  ^  / 


Diese  Formen  können ,  so  weit  dieselben  die  Coefficienten  von  b  O  und  b  V 
in  dein  Ausdrucke  für  b  (0  +  ^)  betreflFen,  so  transformirt  werden,  dass  der  Berech- 
nung derselben  keine  weitere  Unsicherheit  anhaftet;  die  analogen  Coefficienten  in 
b  r  sind  diesem  Nachtheile  ohnehin  nicht  unterworfen. 

Man  kann  schreiben: 

I 5-  cos  w  I  cosec  CD  = J  J  i  —  e^ ' \  ; 


nun  ist  aber: 


cos  9 


cosy  cos  9     ' 


man  hat  also 


5 cos o)  cosec 0)  = ^Ji — e^ —  i+öcost?)* — 2  (— |  — ^=-^> 

r2         r]  ^        cos  9^  I  ^      '  ^  \  r  /     cos  9    ) 


= ^}co8o(2+«  cost>)+c(i  4- (— I  — II— 4rTT— jIä   > 

oo%fp^{  ^  \         \^i    »cosycosiy*/ )    ' 


demnach  ist: 


b  {v-\-n) 
b<P 


= I  cos  [V  +  7t) 


2  +  0COSO    ,    STsini" 


cos  9^ 


+ 


C08^' 


7         ,.+*oo^»)«|j 

\       '     XCOS  fp  COS  \{p^1  ) 


t.      ,        ,          «  2-|reC0SGp      ,     <Psin  1"/       ,     (l  +  0COSV)2\) 
sm  [v  +  7t)  --^ — 5-^  H 5-h  +  -^^ — r-al  I 
^                  '        COSy*                   COSy*  \       '     2C0S9C0S|^^/  ) 


") 


Will  man,  was  nicht  gerade  nöthig  ist,  die  Ausdrücke  für  d  r  ähnlich  transformiren, 
so  findet  sich  leicht: 


-j^=_a  jsm(f?  +  7r)  +  - 


T^sini^tang^^ 


cos  9 


smo 


g-^  =  — o  jcos  (0+ TT) 


t      cos  9 


•2) 


Stellt  man  daher  die  gbwonnenen  Resultate  zusammen,    so  erhalt  man  für  die  An- 
wendung auf  Planetenbahnen : 
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—  \C06[V  +  7t)  —^ 5 5-|l+   ^— r-i   {  ^^ 

4-  {sin  (o  +  TT)— !- — 5 • — 5rli+-^— ^ r4l J  ^^ 

* 

-a  {sin  (c+TT)  +   ^'^*"*^^^8mp  |  d« 

I  ^       '         '      '  COS  9  J 

-«|oo8(g  +  ^)-*'^''^^y  sincUy  . 

i  \         *  J  CO89  ) 

Für  die  Bahnen    der  periodischen  Kometen  wird  man  aher  die  Formek  4) 
und  6)   (pag.  387)  unverändert  anwenden,  also  haben: 

b(i?  +  7r)  ==Ö7rH---5  cosq)bMQ  +  -^  cos^^-  öfi  -| {2+cco8u)  hq> 


hr  s=:  atg(p sin v^Mq  +  l^'atgqpsinü— —  — ?^—f\hft —  acosqpcosüöqp 


14! 


Um   endlich  die  Differentialquotienten   dem  oben  (§  2  pag.  385)  angegebenen 
Kunstgriffe  entsprechend  zu  verwerthen,  hat  man  für  jeden  Ort  zu  rechnen: 

Bei  Planetenbahnen: 


A  sin  A' 
A  cos  A' 
m  sin  J^ 
m  cos  M 
JBsinJ5' 
^cosÄ' 
u 


cos  (a  — Q)  cos  ♦ 

sin  (a — Q) 

sin  i 

—  sin  (a  —  q)  cos  e 

m  sin  (M+  d) 

cos  (a — Q)  sin  d 


I) 


dann  weiter: 


1^  sin  1^'  =  —  —  tg  qp  sin  t? 

jPcos  F'  =^  ^  cos  (p 

GsinG'  =  t'FßiaF'  +        * 


3/u8ini' 


G  COS  G'=t  '  FcosF 


ygjni'^tg^y  ,  y 8iii  i"   a-f-»inycoat? , 

COS  ^  '  cos  (p^  '  cos  y * 

08ini"tgiy 08ini^  .    (i-f-sinycost?)^ ^ 

cos  y  '  coa^^  *'  "^  » cos  y  cos  i  9)^        -^ 


fi'sin  Ä'  =  -  (  sin  (o  +  tt)  +  /sin  t?  } 

* 

Hcos  H"  =  —  {  rf  cos  (v  +  7t)  ■+■  nf ) 
K  sin  iC  =  —  {  cos  {» +  tt)  —  m  sin  v  } 
Jfcos  K'  =  {  rfsin  (c+TT)  +  ?/} 


11) 
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>«i    <    iii    mittleren  Sonnentafj^n    von   der   Zeit   der  Epoche   an  zu  zivilen  ist. 
in  ist: 

-jir =-j^p^^^{^  +  ^  +  «) 

^'     =  -.  BF«m  [F'  -\-B'  +  u] 


COS  (f  d  tt 


=  -^5Gsin  (ß'  +  Ä'  +  w) 


III) 


-5-0-  —  ^ ^Ä^BJn  (Ä  +  ^  +  «) 
-d>-  =  ^  ^^"°  (fr  +  Ä'  +  «)        • 

l^^=l^BKsm{K'  +  B'+u) 

C08(fdoe  r    .      ,    .  /  ^    1       \ 

-  .-X—  =  — -  tg  *  t  COS   a — Q  +  w) 

-  -.. .—  = (  sin  la  —  Q  +  w)  sin  d  tir  i  «  +  cos  u  cos  d  } 

cü8(fda  r     .  ,  ^\     •      • 

— T-:—  =  —  -^  Sin  w  cos  [a — Q)  sm  f 

— jp —  =-j{  sin  (ff —  Q)  sin  d  sin  «  +  cos  6  cos  i  )  sin  t<  . 

Bei  Bahnen  periodischer  Kometen  knrzer  Umlanfszeit: 

Die  Formeln  I)  werden  ungeändert  benützt  und  ebenso  die  Bestimmung  von 
F'  und  6r,    G" ;  dagegen  hat  man  zu  setzen: 

a 


P  sin  P'  =  —  cos  y  cos  v 


P  cos  P  = 


H) 


-  (2  +  «  cos  r) 


n  wird: 


cos  (p 


"^f^^AF.iniF'+.A'  +  u) 
^=-BFsin(F'  +  B-  +  u) 

C08(fO(t  r      A  r^     •       I r%*     t       At     \        \ 

-J^T"  =  ^  ^  G?  sm  (G  +  ^  +  «) 
d<f  r 

co«(fdft 


69) 


=  ^  fi  G  sin  (G'  4-  Ä'  +  «) 
=  -,^P8in  (Jf  +  ^'+M) 


C08(fd(r         t      A    '      i  ät    .       X 

-d^  =  ^  ^  sm  (^  +  «) 
^^     = -. 5  sin  (B' +  tt) 


Formeln  für  öQ  und  dt  bleiben  ungeändert. 


III) 


892     

Werden  die  Neigungen  g^en  die  Fundamentalebene  verschwindend  klein,  so 
wird  man  mit  den  obigen  Formeln  für  dQ  nicht  ausreichen,  man  wird  ähnlich  wie 
in  der  Störungsrechnung  (pag.  223)  die  Elemente 

sin  %  sin  Q    und    sin  t  cos  Q 

einführen ;  doch  gehe  ich  auf  diese  Formeln  hier  nicht  näher  ein ,    weil  man  von 
denselben  wohl  niemals  Gebrauch  machen  wiiid. 

Die  vorstehend  entwickelten  Formeln  bedürfen  noch  zweier  Zusätze;  man  er- 
hält,  wenn  man  von  den  Formdn  für  Planetenbahnen  Gebrauch  macht,  nicht  die 
Elemente  7t  und  e,  sondern  die  dieselben  ersetzenden  Grrössen  O  und  V;  man  muss 
daher  den  Einfluss  kennen ,  den  die  Aenderungen  der  letzteren  Grössen  auf  die 
ersteren  ausüben;  hierbei  wird  es  aber  nicht  zweckmässig  sein,  sich  auf  die  diffe- 
rentiellen  Verhältnisse  zu  beschränken ,  da  eben  die  Aenderungen  von  0  und  V  in 
7t  durch  die  im  Allgemeinen  geringe  Excentricität  dividirt  erscheinen.  Die  strengen 
Formeln  ergeben  sich  leicht  auf  folgendem  Wege.     Es  ist : 

e  sin  7t  =  Cq  sin  TtQ  -{-  b0 

e  cos  7t  =  Cq  cos  7tQ  -^  bV  , 

i 

woraus  unmittelbar  folgt: 


}  -) 


e  sin  [7t  —  Tt^)  =  d  Ö>  cos  Tt^  —  d  V  sin  7tQ 

e  cos  (tt — TTo)  =  eo  +  b  0  sia  7tQ-\-  h  W  cos  Tt^  ; 

setzt  man  daher : 

a  O  =  «  sin  JV  ^ 

bV=nco»N  ,  I  ' 

so  ist: 

j.         I  '            \        ä.        s             »*  sin  {N —  TTo)  • 
tangfTT  —  /Ta)  =  tangd/r  =  — ; — ,^y       ,  , 

welche  Formel  der  strenge  Ausdruck  der  gesuchten  Aenderung  ist.  Die  Grösse  » 
erscheint  hierbei  im  Hogenmaasse ;  macht  man  daher  von  der  bekannten  Reihen- 
entwickelung  (vergl.  I.  pag.  28)  Gebrauch  und  setzt: 


•  8in  {po 

SO  ist: 


b7t  =pBm{N — Tto)  +  |/>2  8ini"sin2(JV — tTo)  4- ii»^  (sini'psinjfiNT — /ro)+...  M) 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  15)  beziehungsweise  mit  sin  ^  [tv — ^0)  und 
cos  ^  (7t — 7t q)  und  addirt,  so  erhält  man  leicht: 

"  C08  i  (TT  —  TTo)  COS  i  (tT  —  Tfo)  ' 

oder  mit  Einführung  des  Werthes  N: 

»co8{^-i(^H:«oL}  _  ö  ^  VII) 
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Um  aber  h  e  auf  fp  zu  übertragen,  kann  man  consequenter  Weise  sich  auf  die  ersten 
Potenzen  von  be  beschränken  und  man  hat  dann: ' 

^  fp ^  .  VIII) 

^  cos  9o 

Ein  weiterer  Zusatz  resultirt  daraus,  dass  die  gefundenen  Aenderungen  sieh 
auf  äquatoreale  Elemente  bezielien  und  eine  Uebertragung  auf  die  Aendenmgen  der 
ekliptikalen  Elemente  erwünscht  ist.  Zu  diesem  Zwecke  wird  es  angemessen  sein^ 
zunächst  die  diesbezüglichen  Differeutialformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  zu 
entwickeln. 

Geht  man  von  den  beiden  Gleichungen  aus : 

sin  a  sin  C  =  sin  c  sin  A 

cos  a  sin  C  =  cos  A  sin  JB  +  sin  -4  cos  B  cos  c  , 
und  differentiirt  nach  allen  Grössen,  so  erhält  man,  da 

cos  A  cos  B  —  sin  A  sin  B  cos  c  =  —  cos  C 
ist, 

—  sinCsina-da  +  conacos  CdC  =  —cosCrfJB —  (sinÄsin^  —  cos -4  cos  Bcosc)dA 

—  sin  A cos B smcdc  , 
sinCcosarfa  +  sinacos CrfC=  sinccos Ad A  +  sin-4co8crfc  . 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  —  sin  a ,    die  zweite  mit  cos  a  und 
addirt,  so  wird,  wenn  man  beachtet,  dass 

sin  A  (cos  B  sin  c  sin  a  -{-  cos  c  cos  a)  =  sin  A  cos  b 
ist,  jetzt: 

sinC'rfa  =  sin  a  cos  CdB  +  cosb  sin  Ade 

+  dA { sin B sin ^sina  —  cos A cos i^ cos c sinö  +  cos A sin c cos a )  . 

Der  letzte  Coefficient  ist  aber  sin  b;  denn  setzt  man  im  ersten  Gliede: 

sin  a  sin  JS  =  sin  i  sin  ^  , 
imd  im  zweiten  Gliede: 

sin  a  cos  B  =  cos  b  sin  c  —  cos  c  sin  b  cos  A  , 
so  wird  derselbe  geschrieben  werden  können: 

sin  b  —  sin  i  cos  A^  +  cos  A  sin  c  (cos  a  —  cos  b  cos  c)  +  cos  A'^  cos  c^  sin  b  ; 
beachtet  man  noch  die  Relation: 

cos  a  —  cos  b  cos  c  =  sin  i  sin  c  cos  A  , 
so  erhellt  unmittelbar  die  eben  aufgestellte  l^ehauptung. 
Man  hat  also: 

sin  C7 rf  a  =  sin  a  cos  C d  B  -{-  sin  b  d  A  -{-  sin  A  cos  b  de  , 
eine  Formel,  die  man  selten  angeführt  findet. 
Andererseits  resultirt  aus  der  Formel: 

cos  A  =  sin  B  sin  C  cos  a  —  cos  B  cos  C 
durch  Differentiation: 

—  sin  A  d  A=  (cos  B  sin  C  cos  a  +  sin  J5  cos  C]  d  B 

4-  (sin  B  cos  C  cos  a  +  cos  B  sin  C)  d  C 
—  sin  B  sin  C  sin  a  d  a  . 

Oppolier,  Bahnbeetimmungen.  II.  50 
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Es  ist  aber 

cos  B  sin  C  cos  a  -+-  sin  B  cos  C  =  sin  A  cos  e 
sin  B  cos  C  cos  a  +  cos  JB  sin  C  =  sin  -/4  cos  b 

sin  £  sin  a  =  sin  A  sin  i  , 
somit 

d  A=  —  cos  c  d B  —  COR  b  d  C  -{-  sin  b  sin  Cd  a  . 

Betrachtet  man  nun  das  sphärische  Dreieck  zwischen  der  Ekliptik,  dem 
Aeqnator  und  der  Bahnlage,  wobei  der  Bogen  zwischen  dem  Aequator  und  der 
Ekliptik,  welcher  durch  die  Uebertragimg  der  ekliptikalen  Elemente  auf  den  Aequa- 
tor (vergl.  I.  pag.  9  ff.)  bekannt  ist,  mit  a  bezeichnet  werden  möge,  setzt  im  Falle 
der  Anwendung  der  ersten  Formeln: 

a  =  Q        A  =^  180  —  f 
b==  a        B  =  e 

r  =  Q'         C=i 

im  zweiten  Falle; 

a  =  a        A  =  e 

b  =  Q        i^=i8o-t' 

und  beachtet,  dass  die  Variation  von  e  der  Null  gleich  zu  setzen  ist,  so  erhält  man 
die  folgenden  Formeln,  denen  ich  sogleich  auch  die  aus  den  zweiten  Differential- 
formeln folgende  Variation  von  i  beigefügt  habe,  die  sich  ergabt ,  wenn  man : 

a  =  ö'        A  =  i 
b  =  a         B  =  f 

c  =  Q         C  =  iSo  —  i 

setzt  : 

sin  i  d  Q  =  cos  a  sin  f  d  Q'  —  sin  a  d  { 
sin  i  d  a  ==  Bin  €  cos  Q  d  q'  —  sin  a  cos  t  d  f 
d  %  =  sin  a  sin  T  rf  ö'  +  ^os  a  d  t  . 

Diese  Formeln  lassen  sich  noch  zweckmässig  transformiren. 
Setzt  man  nämlich: 

sin  {  d  Q*  =  p  sin  P 
df=p  cos  P  , 

so  erscheint  im  ersten  Ausdrucke  jene  Grösse,  die  durch  die  obigen  Formeln  als 
Unbekannte  erhalten  wird  und  es  ist: 

rfQ  =-7^.  sin  [P  —  a] 
8in  t  ^  ' 

d  i  =  p  cos  (P —  a)  ; 

beachtet  man,  dass  nach  einer  Fundamentalrelation  der  sphärischen  Trigonometrie, 
wenn  man  das  Dreieck  z>\Tfichen  der  Bahn,  der  Ekliptik  und  dem  Aequator  be- 
trachtet, die  Gleichung  gilt: 
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sin  £  cos  Q  =  —  cos  •'  sin  •  +  sin  •'  cos  •  cos  a  , 
erhält  der  Ausdruck  für  da  die  Form: 

da  =  cotgi'p  8in(P — a)  —  cosTrfQ'  . 
Zu  Fol^  der  Belationen  lo  ^=  tv — Q  =  w'  —  a  =  n' — Q'  —  a  wird  jetzt: 

djc  =  dTt'  —  dQ'  —  da  +  dQ  . 
Man  hat  also: 

dn  =  dfc'  —  2  sija}^t  dQ'  +  p  sm(P—a)  \-^—-^\ 

er 

djt  =  dn  +/>  tg\i  sin  [P — a)  —  tg^T  (sint^rfo')  . 

Hierzu  kommt  noch,  da: 

L  =7C  +M 

L'  =  7t'  +  M 

die  weitere  Relation: 

L^=i  L'  +  n — n 
*a.us 

dL  =-dL'  +p  tg\%  sin  [P—a)  —  tg^t  (sinfdß') 

Die  gesammten  Formeln  für  diese  Uebertragung  sind  demnach  die  folgenden, 
nn  man  wieder  die  Differentiation  durch  Variation  ersetzt: 


p  ÄnP —  sint'öQ' 

p  cosP —  hi 

hi  —  p  cos  [P —  a] 

öQ  —  -Ar-  sin  [P — a] 

Jtc      />tg^fsin(P — a) 

tgit"  (sint'eiQ') 

h  7t       ^Tt*  +  Jn 

bL  —  bL'  +  Jtc  . 

. 

IX) 


Will  man  aber,  was  vielleicht  weniger  bequem  ist,  Alles  durch  sinr  dQ'  und 
^.usgedrückt  erhalten,  so  hätte  man  zu  schreiben: 

öi  =  coscjät"  +  sina  (sini'äa') 

N^  «in<r  ^  t    ,     costf    *  .     ¥n^'\ 

bQ= —:-  ö f   H r-r  (sint  h Q  ) 

8int  '      81111     ^  ' 

zfTt  =  —  sina  tg^tdt'  +  (cosa  tg^t  —  ^i*')  (»inröQ') 

h7t=b7t'-^-^J7C 

bL  =  bL'  +  ^J7t  • 


X) 


50* 
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§  4.    Entwickelnng  der  Differentialquotienten  Ton  v  nnd  r  nach  den  Elementen 

in  nahezu  parabolischen  Bahnen. 

Die  im  vorstehenden  Paragraphen  für  die  EUipse  entwickelten  Differential- 
quotienten von  V  und  r  nach  den  Elementen  sind  für  parabolische  und  hyperbolische 
Bahnen  nicht  anwendbar  und  werden  selbst  in  Ellipsen,  die  sich  wenig  von  der 
Parabel  unterscheiden,  bei  der  Rechnung  höchst  beschwerlich  und  unsicher.  Der 
zuerst  hervoi^ehobene  Nachtheil  der  Beschränkung  lässt  sich  aber  durch  eine  geeig- 
nete Wahl  der  willkürlichen  Constanten  (Elemente)  umgehen,  und  es  werden  leicht 
Formeln  erlangt  werden,  die  reell  bleiben  für  jede  Kegelschnittsgattung;  ich  werde 
diese  Formeln  aus  den  obigen  für  die  Ellipse  hergestellten  Relationen  ableiten,  was 
gestattet  ist,  da  die  für  die  Ellipse  gefundenen  Formen  sich  von  jenen  für  die  Hyper- 

« 

bei  nur  dadurch  unterscheiden,  Mass  gewisse  Grössen  in  der  letzteren  imaginär  wer- 
den; da  aber  die  Imaginären  denselben  Rechnungsoperationen,  wie  die  Reellen, 
unterworfen  werden  dürfen,  im  Endresultate  aber  das  Imaginäre  eliminirt  erscheint, 
so  führt  der  eingeschlagene  Vorgang  auf  richtige  Resultate.  Es  war  oben  (pag.  387J 
gefunden  worden: 


hv  =  \  cosqp  (öjjfo  +  thft)  -f-  (2  +  sinqp  cost?)  — —  bq)  | 

br  =  atgg)  sino ö Mq  +  It-a  tgqp  sin v ^i  J/tt  —  a  cos <jp  cos vhq)        i 


I) 


Führt  man  statt  der  Elemente  3£q,  fi  und  (p  die  Elemente  T  (die  Zeit  des 
Periheldurchganges) ,  q  (der  Perihelabstandj  und  e  (die  Excentricität)  ein,  so  hat 
man  zunächst: 


Transformirt  man  mit  Hilfe  dieser  Relationen  die  Ausdrücke  i),  so  erhält  man  nach 
einigen  leicht  ersichtlichen  Umsetzungen  die  Relationen : 

.     (f       .    <7(i-fc)|      .  .  {t—T]k  (      ,       i  ,/— I      bt 

+  }  1^1  +  ^^^^J  smt?  —  I       ^3        (i  +«)'  Vq  }  — 


e« 


-h  \r — q  cost?  —  | 


[t — T)ke  ainvi      de 


2) 


Das  Formelsystem  2)  erscheint  nunmehr  von  der  Gattung  des  K^elschnittes 
unabhängig  und  würde  in  der  That  in  jeder  Beziehung  sehr  vortheilhaft  sein,  wenn 
nicht  gerade  in  jenen  Fällen,  in  denen  man  diese  Formeln  in  Anwendung  zieht,  die 
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Hahneu  einen  inihezn  piiruliitlisclieii  t'haniktL'r  hiilU'ii ;  liu  sith  in  dicMcm  l'iillc  c  nur 
veniir  von  der  Einheit  tiiilerscheiden  kann,  so  erhalten  dio  Pifferontinlqnotienten  von 
-j-  und  ^  wegen  des  Nenners  (i — e)  eine  für  die  numerische  Anwendung  sehr 
UDsicliere  Form ,  für  die  Parahcl  selbst  bleiben  diese  Differential (inotienten  durch 
die  obigen  Ausdrücke  völlig  unbestimmt,  weil  dieselben  nothwendig  die  unbestimmte 
Form  O-OO  erhalten  müssen.  Man  wird  also  im  Falle  der  Parabel  notbwendig  die 
Belationen  haben : 

{t  —  T]  keiinv 


r —  y  cosi 


{1  +" 


vobei  natürlich  e  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  muss;  thut  man  dies,  so  wird 
sich  zunächst  durch  die  erstere  Relation  der  Coefficient  von  r-  für  die  Parabel  we- 
seiitlich  vereinfachen  lassen  ;  man  erhält  nach  einigen  leichten  Substitutionen  sofort : 

^  =  coso  3) 

wodurch  der  etwas  com])licirtere  Coefficient  von  -r—  eine  sehr  einfache  Gestalt  im 
Specialfalle  der  Parabel  annimmt.  Der  Coefficient  von  y^  ist  in  den  Formeln  2] 
in  einer  für  die  logarithmische  Rechnung  bequemen  und  sicheren  Furm  enthalten, 
man  kann  aber  für  tlie  Parabel  mit  Rücksicht  auf  die  obige  2.  Relation  [e  ^  i  ge- 
setzt) denselben  auch  die  Form  geben: 


Ho 


4) 


welcher  Ausdruck  fiir  die  Parabel  bei  der  Aiiwendnng  von  Additionslogarithmen  viel- 
leicht noch  bequemer  erscheint,  als  der  obige  in  2}  enthaltene  Ausdruck. 

Die  für  die  Parabel  hier  näher  ausgeführten  Andeutungen  geben  deutlich  den 
Weg  an,  den  man  bei  der  weiteren  Verwerthung  der  Formeln  2)  für  die  Rechnung 
einschlagen  mnss.  Die  erste  Aufgabe  wird  demnach  sein,  die  DiSerentialquotienten 
Ton  ö«  von  ihrer  unbestimmten  Form  zu  befreien  und  die  zweite,  unter  Beibe- 
baltong  der  fiir  -j^  für  die  Parabel  gefundenen  Form  die  Correction  für  die  von 
der  Parabel  abweichenden  Balinen  zu  suchen ;  eine  ähnliche  Transformation  der 
Formel  4)  würde  bei  der  ohnehin  so  bequemen  strengen  Form  keine  Vortheile 
hieten . 

Die  erstere  Aufgabe  ist  in  völliger  Strenge,  so  weit  mir  bekannt,  noch  nicht 
gelost  worden,  den  Fall  der  Parabel  ausgenommen ;  man  hat  sich  begnüf^  mit  mehr 
pder  minder  genauen  Anuälieningcii ;  da  aber  die  Abschätzung  der  dadurch  begangenen 
Fehler  einigermaassen  schwierig  iist,  so  habe  ich  unter  zu  Grundelcgung  des  Oauss'- 
Bchen  Verfahrens  zur  Hestimmuug  der  wahren  Anomalie  in  sehr  excentrischeu  Hah- 
nen  (I  pag.  60  if.)    strenge   Ausdrücke   entwickelt,    und  hiermit  die  der  Lösung  dcBH 
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Aufgabe  entgegenstehenden  Hindemisse  definitiv  bes^tigt;  die  hierfür  nöthigen 
Hilfstafehl  hat  Herr  F.  K.  Ginzel  auf  mein  Ersuchen  berechnet  und  dieselben  sind 
in  der  angehängten  Tafelsammhing  als  Tafel  XVI  aufgenommen. 

Ich  nehme  vorerst  die  Entwickelung  des  Ausdruckes  -j- vor  und  beziehe  mich 

durchaus  auf  die  Formeln  und  Bezeichnungen,  die  im  ersten  Bande  des  vorliegen- 
den Werkes  pag.  60  u.  ff.  bei  der  Auseinandersetzung  der  Gauss' sehen  Methode 
bewiesen  und  angewendet  wurden.     Setzt  man: 

ö  =  TTi  *«*"'  5) 

80  wird  sein: 

r= « 


C08*  1 1?  (I  -|-  6) 


und  hiermit  wird  das  erste  Glied  im  Klammerausdrucke   für  -;-     sich     schreiben 
lassen : 

ji  -|_iiL±_fl|  ginü  =  sint?  +  (i  +e)  (i  +ÖJ  cos^ü^  ^yslv  6) 

Für  die  Bestimmung  des  zweiten  Theiles  ziehe  ich  die  folgenden  am  citirten 
Orte  entwickelten  Relationen  heran,  es  ist: 


k[t—T) 


j/l±^*=tgiir  +  ltgi«;3 


tgir  ^  (JCtgiu,  =  }/Vi~7  C'tgl 


w 


man  erhält  also  für  den  zweiten  Theil  ohne  Rücksicht  auf  das  negative  Vorzeichen: 

3  (1+  e)  g-  cosirf  (i  +(?)2  |tgir  +  i  -^j 

oder: 

sint,  i±f  .  -^  (,  +0)2  +  sinr  cosie^  j|  (i  +«)  §  (i  +<?)2  -\±1-^-  (,+ö)ij  ;) 

Vereinigt  man  nun  die  Resultate   aus  6)  und  7) ,    so  erhält  man  ihit  Rück- 
sicht auf  2)  sofort: 

Dieser  Ausdruck  kann  als  Ausgangspunkt  für  Reihenentwickelungen  dienen, 
die  nach  steigenden  Potenzen  von  6^  fortschreiten,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  ö  eine 
Grösse  von  der  Ordnung  (i — e)  ist. 

Die  Reihen  für  J    (1  +  0)2  und   ^  (1  +0)^  können  mit  Rücksicht  auf  die 

I  pag.  61  u.  ff.  gemachten  Entwickelungen   leicht  genug  aufgestellt  werden;  es  ist 
nämlich  daselbst  gesetzt  worden: 
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und  die  Reihen  für  diese  Ausdrücke  sind: 

,5 (a-ß)  =  2oVe  \e-j e^  +  j. e^ -  " e*  + . . .  j 

in  welche  Reihen  das  Fortschreitungsgesetz  klar  ist.     Die  Verwerthung  dieser  Aus- 
drücke für  den  vorgelegten  Zweck  ergibt  leicht: 

i/  _  9«4-^        Ä  ^  {9€t-hß)A  ^  »5 («  —  /*) 

^'  "~  20  ye   '  ^"^  ~~  20  ö  ye  20  e  ye 

es  ist  also: 

»      ,  _  A  ö  +  ^  02  -  1  ö»  +  . . .  =  V  (_  I ) » '"±-S}Jl  9) 


B  6 

=  I 


n  =  o 
«=00 


<?*  s 


ö  4-  9  #-2  _  L»  #..  +  . . .  _   V  (- 1)»  '''•+'>'^  10) 

'7  9  '  ^^   ^        '      2 » 4-  3  ^ 


n  =  0 


Multiplicirt  man  nun  die  eben  hingeschriebenen  Ausdrücke   mit  (i+^)^j    so 
findet  sich  leicht: 


5  5     .^m^     (2«— 3)    (2W—  l)    (2»+I] 

n  =  2 


und 


r*      •^■T'^'  ^  ^^    ^    (2W— 1}     (2W-I-1)    (2w'-f  3)  ^"^"*^^    (2W— 3)  (2fl— 1)   (2W+I)        ^  ^^ 


H= I  *  n  = « 


Hiermit  sind  also  jene  Keihenentwickelungen  gegeben,  deren  man  zur  wei- 
teren Umgestaltung  des  Ausdruckes  8)  bedarf;  in  demselben  wird  man  aber  noch 
weit<*r  einführen : 


I      1+9«  41  —  « 


zd^  10  10 


I 


Mit  Rücksicht  auf  12)  imd  13)   wird  man  lu  dem  ersten  Gliede  in  der  Klam- 
mer des  Ausdnickes  8)  schreiben  dürfen : 

1±_^^  (,4.^)2  _,_,/v  ^~"'^"^''  — 


n  =  I 


,0    ^'        ^'    i    '^'^^    (2»-J)    (»«  —  I)   (»»  +  !)/ 


•4) 


in  diesem  Ausdruck  kann  aber  zu  Folge  5)  pag.  398  gesetzt  werden: 

^      f2W— I)   (2n-hl)(2W+3)  1-fc     ^^  .^    (2W— l)     (2M-fl;    (2W-f-3* 

n  =  I  n  =  1 

Wegen 
ist 
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M=:oo 

(- 1)"  •• 


=  _lr:«  toir»^-'  -  y i--"."^' l_ 

2      "««       I15        ^J  {zn—i)  (iH+i)  izn  +  z)! 


,»-l)    (2H+I)   (iii-h3)  ,     -  ^^, 


M=ao 

2    ^^    (in — 3)  (211 — I)  (m-f-i 


(-_,)»  ^-« 


Subtrahirt  man    den   Ausdruck  14)    mit   UückRicht  auf  die  eben    gemachten 
Transfonnationen  von  der  Einheit,  so  wird  erhalten: 


•  -?;  5  (.+ö;^=-«('  -)  '^l^^{•-'5  2^,„J;;•:+T,■i;„+s,)+ 


H  =  a 
M=eo 


«  Ä*i  — t 


+  A  (I  -^)  +  V  (I  — )  ^  -^i^zzi^i^j^W^  J 


'  15) 


(— i)*d"- 

(in — '■ 

tr^-hiirt  man  nun   diesen  Ausdruck    durch  (1 — e)  (i+c),    so  wird   das   erste   GUed 
iy*i  KUmmerausdruckes  8) ,    welches  ich   der  Kürze   halber  mit  (I)  bezeichne,   ge- 


C'irh-bon  werden  dürfen: 


n=ao 


l       •  ,^^    \lo"*"     5     :^    (2«— 3)   (2W— 1)(2W-|-I) 

ftg^t?   II    .15^    /2-,,_,[(aV4-ij(2~n-f  3) 


n  =  2 


IW  «weite  Glied  des  Ausdruckes  8)  kann  in  ähnlicher  Weise  transformirt  werden; 
^v<  ist,  wenn  man  die  eben  angewendeten  Principien  auf  die  3  Glieder  des  zweiten 
Ausilmckes  in  8)  anwendet  und  die  Glieder  einzeln  hinschreibt: 

I  +6=  1  4-  e 


Ä(« +«)-=,  1    .   »0-6  V i— )"o" 


n  =  2 


n  =  2 
n=oo 


-  a    (»    vi-t-'^'  1f  Y   ^  r  ^    (2W— 3)    I2n— I)   (2»+l) 

ti  ;=  2 


dio  Addition  ergibt  rechter  Hand: 


»1  =  »       ,  .«  ,  .        .   -..._•       \  r  n=00 


W  =  2  '  ^  n  =  2 


führt  man   nun   für  0  den  Werth  — — -  tg^lu  ein,  so  wdrd  das  zweite  Glied  in  8) 
geschrieben  werden  dürfen: 


n  =s  2 

91:=  00 


(  V-f  (—1)'*  6*""*  1  I 
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bv 


Denkt  man   sich  -^  geschrieben  in  der  Form: 


de 


sing  coBJg-^    jilLdll'Jil  «u   *^*+^^  ^^^) 


2  ( I  +  e)       I     cos  i  t?*        '         cos  J  f2       ) 
SO  \\4rd  man   i6)  und  17)  mit    --'    ^./    zu   multipliciren   haben;    in   17)    kürzt  sich 

dann  der  gemeinschaftliche  Factor  cos  Jt?^  im  Zähler  und  Nenner  ab,  in  16)  denkt 
man  sich  die  Multiplicationen  mit  dem  identischen  Werthe  2  (i -^  e)  (i+tgjc^) 
durchgeführt;  man  erhält  so  vorerst: 


b  V  sin  r  cos  ^  «72 

be  2  !  I  -j-  <•) 


n=oo 


(_,)«  ßn-l 


M=oo 


(-_,;«0«-i 


9.48    y        [-irtf"  ' 4 _ o   V-— -tzii---— 

^  ^^   ^     ^J  (2«— 3J  (2«— 1]  (2W-I-I)         ^         *    ^i^  (aw— 3)  (2w— i)(2w-f-i) 


n=  3 

tt=oo 


-tg^r^fa  +  V  ^ 

^  n=  2 


.(-!)»  (7« +  3)0"-' 


ftas  3 


ff  ij«  — 1 


(Ani 


4W*  — 9) 


(4«2— i)  5        5    ^  (2„-3;,(2/j— i)(2n-fi)  "^ 


»=  2 

n=oo 


^    »  '■'    ^   (»fJ— 1)  (»»+!)  (»«-hj)   J 


n  =  3 


n=oo 


^^^  ^^  (2»-l)(2W-hlJ(2;i-h3)J 


Vereinigt   man   nun   die   einzelnen  numerischen  Werthe  und  Reihen  und   setzt  zur 
Abkürzung : 


n=oo 


£^v  ==  _  A  +  .,  "V '-')''^"-' l 

^  »     ^  -^r    (2 »-3;  (an-i)  !2»+ij    / 

fK   SS    9  ' 


\ 


MS  3 


HSSQO 


(— ij^O"-' 


\ 


""»       '  \*  ^--^,       (2/»-l)    (2WH-1)    (2W-h3)      i 


18) 


SO  wird  die  schliessliche  Berechnung  des  gesuchten  Differentialquotienten  enthalten 
sein  in  : 

bv  sin tJ  cos  J  r2    j        ,     ti  r  i.     1     o    1     rt  u  ^     «     1  i  \ 

de  =     2i.+.)      I  >  +  ^'  tg  J  f^  +  £4"  tKir'J  19) 

in  welrhom  Ausdrucke  die  ( 'oöfficienten  ^''  und  J&V'  leicht  in  Tafeln  mit  dem  Argu- 
mente 0  gebracht  werden  können  und  für  die  Parabel  beziehungsweise  die  Werthe 
—  I  und  — J  annehmen.  Ehe  ich  jedoch  daran  gehe,  die  ( -onstniction  und  den 
üebniuch  der  hierfür  erforderlichen  Tafeln  zu  erläutern,  will  ich  die  Kntwickelungen 

für  ^r—  vornehmen.     Es  wird  nicht  uöthig  sein,  hierbei  von   dem   in  2]  entlialt^neu 

Ausdrucke  auszugelu»n,   da  durch  die  Differentiation  der  Kelation  : 


;.  =  .'JA'-^*^^ 


I  +  <•  Cü8  V 


sich  ergibt: 


br 


•  _       y 


^:r 


Of 


i  -{-e  cosr 


\i    |-r)  cosr   j     1^    ,     ^('+'';  «in  r      iVr 
I -|-/»  cosr    i  f  I  4" *?  cos r j -       c^** 


oder 


br  r-Rinr     i.     ,        ,        .      .      .     br 

br  714-«;-'*  '     bt^ 


b 


or 


so  dass  mit   den  bisher    entwickelten   llilfHniittelu    die    Herechuung   von    -y; 

OppolzHr,  Kalinbertlinniiungoii.  II.  ,*)  | 


20) 

keine 


402     

Schwierigkeiten  mehr  hat.  Da  sich  aber  für  diesen  Differentialquotienten  eine  dem 
Ausdrucke  19J  (pag.  401)  ähnliche  Form  herstellen  lässt,  deren  Berechnung  diurch 
geeignet  constniirte  Hilfstafeln  sehr  erleichtert  werden  kann,  so  werde  ich  zuerst 
die  diesbezüglichen  Transformationen  vornehmen.    Substituirt  man  in  20)   (pag.  401) 

die  Werthe  nach  18)  und  19)  (pag.  401),  nachdem  man  in  20)  "°'^^** —  als  ge- 
meinschaftlichen Factor  herausgehoben  hat,  wobei  ist: 


Sin  rcos 
so  erhält  man  leicht: 


de  ~       29(1-1-;)       ('"*"   i-jl^l^        ^        12^^  (m— 3)(2n-i)(2ii-f-i)J 


M=2 


I  tgi«?*r     4  _L      v'       (-i)«d"-«      i( 
"^T+^.|/-*^-^-*2^^/(2,;-iy(iM-i'M^^ 

Es  ist  aber: 

2— <?  1  _L.  3  '~^  ^     1  *nf_        inil JL  _L_  j>    *""* 

i-h^  —  t  "T"  ^  i^e  '       i-^e  ~  *         2  d-f«^)  '        i-r«    ~"  "TO  "^  T^   ,_|.^  ^ 

damit  wird,   wenn  hier  statt  r  geschrieben  wird         ,  l'^Tß)    l^^^K^*  ^  P^*  ^0* 


de  2(i-f-«i(i-f-0)  j  '  "T-i  f^  -t-o  ^  /a„__3j(j„_, 


(— 1)*6« 

)(2»-fl] 


n=2 


-r    •j'^i''     I   >   -^S'^  '^.^^    (2w_3    (2,,— I){2ll-|-l;  ^  (2W— l)(2W-hlH2M-f3)   J 


21 


Nun  ist  aber  nach  11)    (pag.  399)  : 


n=2    ' 


es  ist  also : 


n=2 

man    erhält    also    durch    9)    (pag.   399)  für    den    von  tg^  t)  freien  (-oefficienten  des 

d  r 
Klamuierausdvuckes  21)  für-^— ,   den  ich  mit  ((l!)  bezeichnen  will: 

n=o  Mzso 

oder : 

n=i 
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Für  den  Coefficienten  von  ^  tg  4  o^  im  Ausdrucke  21)   [pag.  402),  der  mit  ((11)) 
zeichnet  werden  soll,  ergibt  sich: 


1er 


^  i^ey'^^         *  ^^  ^(2n—i)<zn—i){2n-^i)         *^-^  (m— i)  (inH-i)  (2«-h3)  / 

M— 3  W— 2 


am 


23) 


hreibt  man  für  den  Coefficienten  von  -^tg^v^  in  21)  (pag.  402)  das  Symbol  ({III)), 
wird  man  haben: 

i+O  1+0)'  T^  ""  ^  (»«— i)(2n+i)(»n+j) 


fissa 


ser  Aus<lruck  lässt  sich  durch  die  folgende,  leicht  zu  verificirende  Relation  um- 
^Iten,  es  ist: 


»+5)     ' 


pvdrd  also  zunächst  sein: 


nsoD 


M=ao 


I    -t-oo^   (2»-i)(»»+i)(»»+j)    ~'         00^    (2»+l)(2n-h$)(2»+S)    ' 


n=3 


»=1 


mit  Rücksicht  auf  die  obige  Relation  erhält  man: 


M=(X> 


ir  nach  einer  leichten  Reductioh: 


M=0 


(2w-f5) 


H=«> 


I+O  *  -r  O  ^  (2n-4-5)(2n 


n=i 


(2n-f3)(2n+5) 


24) 


tzt  man  also  : 


fl=-X> 


{— l)««" 


n=i 


^/=i  +  3^.. 


{— i)««" 


6^  (2n+3)(2w+5) 

n— X 


25) 


erhält  man  mit  Rücksicht  auf  22) y  23)  imd  24); 


rsinr 


-gi-i^l,W+tgit,^  +  £/tgi.M, 


26) 


welchem  Ausdrucke  die  (.oefficienten  E^  und  £4**  leicht  mit  dem  Argumente  ö  in 
ifeln  gebracht  werden  können  und  in  der  Tafel  XVI  aufgenommen  sind. 

Was  die  Construction  dieser  Tafel  anlangt,  so  beachte  man ,  dass  sich  die  in 
)  (pag.  401)  und  25)  aufgestellten  Reihen  mit  Hilfe  zweier  Reihen  darstellen 
ssen;  setzt  man  nämlich: 
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n=* 


.9=   12    I— ö—  —  Ö2-4-  —  Ö3 L_fl4_i_  I      y  (-.)»-'<>' 


"  =  3  li»-Tr»'+i»--iiF«'+-  +  l'5SS«t 


SO  wird  sein : 

^7  =  -  *  +  ^ 

£/  =  2  +  Ö  —  I  <?2  +  o  ö» 

nach  welchen  Forinehi  die  Tafel  AVI  berechnet  ist.    Sic  giht  mit  dem  Arjfumentc 

ö  =  ^*  tg  1 1.» 

die  Werthe  log  JE'2'',  log  ^V\  l^K  -E^o'  ^^^^d  log  E/  auf  fünf  Decimalen  für  jeden  Tau- 
sciidtheil  des  Argumoiites,  was  wohl  für  die  Falle  der  Anwendung  der  vorstehen- 
den Formeln  stets  ausreichen  wird.  Die  letzte  Stelle  wird  selten  um  mehr  als  eine 
halbe  Einheit  fehlerhaft  sein,  da  Herr  F.  K.  Ginzel,  der  auf  mein  Ersuchen 
diese  Tafel  berechnet  hat,  die  llechnung  sorgfältig  7 stellig  durchführte.  Das  Ar- 
gument 6  selbst  ist  imierhalb  der  Grenzen  —  0.4  und  +  0.4  angenommen,  was 
wohl  stets  ausreichen  wird ;  sollte  jemals  die  Ausdehnung  der  Tafel  nicht  ausreichen, 
so  kann  man  immer  mit  Sicherheit  die  diesbezüglichen  Formeln  in  2)  (pag.  39ÖI 
anwenden,  dodi  nehme  irli  auf  diesen  Umstand  bei  der  initen  folgenden  Zusammen- 
stellung keine  Kücksicht,  da  mit  Ausschluss  der  periodischen  Kometen  von  kurzer 
Umlaufszeit,  fiir  welche  diese  DifFerential(|iiotienten  nach  den  Elementen,  zweck- 
mässiger nach  den  Fonneln  für  massige  Excentricitäten  berechnet  werden,  kein  Komet 
in  solcher  Sonnenferne  iniseren  optischen  Hilfsmitteln  erreichbar  ist,  wo  die  Greiuscn 
der  vorliegenden  Tafel  überschritten  werden. 

Vergleicht  man  den  Ausdruck  26)    (pag.  403)  mit  der  entsprechenden  Formel 

in  2)    (pag.  396),  so  resultirt  sofort: 

-  kif—T)  t'sinv         ,  ,  br 

r  —  o  cos  V  —  ä        ^^  (i  —  Cj  V      , 

ersetzt  man  nun  dieser  Kelation  gemäss   den   ractor  |   — 3  —  •     . ,-  in  c-  ,  so  er- 

hält  man  sofort : 

5;^  =  cosc+i^(^^) ,  27) 

welche  Fonnel  viel  ]>equemer  ist,  als  die  ursprüngliche  in  2)    (pag.  396)  enthaltene, 
in  der  Voraussetzung,  wie  dies  wohl  in  diesen  l^^ällen  stets  eintreten  wird,  dass  die 

hieri'ür  nöthige  Herechnung  von  ^—  aus  anderen  Gründen  vorgenommen  werden  muss. 

Die  Hestimiuung  von  v—  durch  ähnliche  Ausdrücke  bietet  keine  wesentlichen 

Vortheile   gegen   die  ohnehin  bequeme  logaritlimische  Form  des  C)oefficient«]i  in  2) 
(pag.  396)5   weshalb  ich  es  unterlasse,   diese  Form  hi(^r  anzuführen. 
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In  Bezug  auf  die  Differentialquoticnten  von  q  kanii  noch  bemerkt  werden, 
u  es  im  Allgemeinen  etwas  bequemer  erscheint,  als  Element  log  q  einsufuhren ; 
ist  aber: 


ö  log  q  =  Mod  —  , 


wird  also  sein: 


2Modr2     ^9  ^^^^'    ' 


b 
Ic 

bv 


(28) 


b  logq 


Mit  Kücksicht  iiuf  die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  aufgenommenen 
Wickelungen  gestalten  sich  daher  die  Formeln  zur  Berechnung  der  Differential- 
tienten  für  Kometenbahnen  wie  folgt,  wobei  zu  achten  ist,  dass  sich  die  Co- 
inaten  a  und  d  auf  dieselbe  Fundamentalebene  beziehen  müssen,  auf  welche  die 
)ssen  9,  i  und  a  bezogen  sind: 


A  sin  A' 
A  cos  A' 
m  sin  M 
m  cos  M 
B  sin  iT 
B  cos  B' 

u  = 


cos  (er — Q)  cos  i 

sin  (a — q) 

sin  t 

—  sin  (a  —  q)  cos  i 

m  sin  [M-^-S] 

cos  I «  —  q)  sin  i 


I) 


ter  ist: 


F  sin  V  = 

F  cos  F'  = 
G  sin  G'  = 
6?  cos  G'  = 
7/  sin  //'  = 
II  cos  IT  = 
>ei  zu  setzen  ist: 


k  e  sin  ^7 
ryp 


r 


2       » 


8inr2 


11) 


;;=  «/(i+e?) 
logi5r=   8.23558—  10 

log  (—  y)  =  8„77389~io 
^"^    (-Mb)=°«36222, 


*)  Für  die  Parabel  wird  offenbar  i»'' *=  180  —  it?. 
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lind  hiermit  d  7  in  Einheiten   des   mittleren  Sonnentages  erhalten   wird ;   mit  dem 
Argumente 

sind  aus  der  Tafel  XVI  log  JS^*^,  log  E^^^  log  JEo**  und  log  E^^  zu  entlehnen. 
Dann  ist 

"TT"  =  ^^^8in  [F  +  Ä  +  u) 


bT 
cos  (f  da 


=  ^BFBm(F'  +  ^  +  u) 
=  -!^  AG  Bin  (G'  +  Ä  +  u) 


47~  =  :J  -B  ö  sin  ((?'  +  ß'  +  «) 
co.rfd  «  _  I^  ^^r  sin  (^'  +  ^'  +  «) 


dlogj 

ölogj 
cos  <f  d  R 

der 


7 


w 


=  ^  5^8in  (fl^'  +  ß*  +  m) 

=  ^  A  sin  (A' +  u) 
=  -^  ß  sin  (5'  +  m) 


COS  (f  d  a 


-     ..  ==  —/  tg  1  t  COS    « — Q  +« 

8in  1  d  Q    ^  J  ^  ^  ^  '      ^ 


der 


_        r  I 


\ 


. ;.     *]  = /{sin  (a — Ö  +  w)  sin  d  ig  J  *  +  cos  w  cos  d  \ 

sin  *  0  Q    '  J\         ^  '      '  o  a       •  j 

cos  tfö«               r»  /         ^\»» 

v^  = ;^sin  u  cos  (a  —  Q)  sin  % 


yr 


-^  <  sin  (a  —  q)  sin  d  sin  i  +  cos  d  cos  i  >  sin  ti  , 


Illaj 


wobei  noch  zu  bemerken  ist,  dass  für  die  ersten  drei  Elemente  der  Radius  als  Ein- 
heit gilt,  während  die  letzteren  drei  Elemente  schon  im  Bogenmaasse  verstanden 
werden ;  es  müssen  deshalb  die  für  die  drei  ersteren  Elemente  gefundenen  Cor- 
rectionen  mit  sin  i"  multiplicirt  werden,  wenn  die  Unterschiede  zwischen  der  Be- 
obachtung luid  Rechnung,  wie  es  wohl  gewöhnlich  der  Fall  ist,  in  Bogensecunden 
angesetzt  werden. 

Die  eben  hingeschriebenen  Formeln  werden  aber  einer  theil weisen  Transfor- 
mation bedürfen,  wenn  die  Neigung  der  Koraetenbahn  nahe  i8o"  gegen  die  ge- 
wählte Fundamen talebene  ist,  denn  in  diesem  Falle  wird  jede  Aendening  von  it 
durch  die  doppelte  Aendcrung  von  Q  im  verkehrten  Sinne  nahezu  aufgehoben; 
führt  man  daher  das  Element: 

^  =  7r  —  2  Q 

ein,   so  wird  anstatt  bjc  in  der  Differentialforrael  zu  setzen  sein  : 


*)  Für  retrograde  Kometen  wird  man  mit  Vortheil  die  Formeln  Illb)  benütsen. 
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Nach  den  Formeln  3)  und  4)   (pag.  385)  wird  man  haben : 

-g-^—  =  -j  \  81^  [^  —  Ö)  siii  ^  +  cos  ia  —  Q)  cos  u  cos  t  > 
^Q     =  2  -^sin  |«2  cos  (er  —  Q  +  u) 

-j =  -j\  cos  (a —  q)  sin  u  sin  d  —  sin  (a  —  Q)  cos  u  cos « sin  ö  +  cos  «  sin  t  cos  ö  > 


=  —  -j<  2  sin  (a  —  Q  +  u)  sin  d  sin  ^  fl  +  cos  «  cos  d  sin  $  >  , 


ddirt  man  die  zusammengehörigen  Formeln,  nachdem  man  die  Differentialquotienten 
lach  /r  mit  2  multiplicirt  hat,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  und  offenkun- 
igen  Reductionen  sofort: 

^  =^  71  —  2  Q 

coacTd  « 


B-hr7TQ=  ^^^«  («-ö-ti)  cotg^t 

sin  t  d  Q 


-jl  cos  //  cos  d  —  sin  (« — Q  —  u]  sin  5  cotg  J  i  >  , 


II  Ib) 


reiche  Ausdrücke  in  den  vorstehenden  Formeln  Illa)  an  die  Stelle  von      x        »    a       ? 

.    .V  ^  und     V—-  zu  treten  haben,  wenn  sich  die  Neigungen  gegen  die  Fundamen tal- 

])eu(»  wenig  von  180"  unterscheiden.  Man  wird  dieselben  aber  stet«  mit  Vortheil 
nwenden,  wenn  die  Neigung  der  Kometen  grösser  als  90°  also  die  Bewegung  re- 
rograd  ist.  Würden  aber  die  Neigungen  fast  völlig  mit  180"  zusammenfallen,  so 
bürden  natürlich ' auch  diese  Formeln  nicht  ausreichen,  und  man  hätte  älmlich  wie 
►ei  der  Stöningsrechnung  (pag.  223)  die  Elemente  sin  «  sin  Q  und  sin  t  cos  Q  eiu- 
uführen ;  doch  gehe  ich  auf  diese  Formeln  hier  nicht  näher  ein ,  weil  man  die- 
el])en  wohl  niemals  in  Anwendung  ziehen  wird. 

Es  ist  klar,  dass  man  von  vorstechenden  Formeln  ebenfalls  Gebrauch  machen 
v'ird,  wenn  man  sicli  nur  die  Ermittelung  parabolischer  Elemente  vorsetzt;  man 
kird  nur  die  von  den  (J rossen  G  und  W  abhängigen  Grössen  nicht  zu  berechnen 
•rauchen.  Stellt  sich  im  X'erlaufe  der  Rechnung  heraus,  dass  die  Parabel  den  He- 
bachtungen nicht  völlig  genügt,  so  wird  man  die  Berechnung  dieser  Grössen  nach- 
ragen, unter  der  Voraussetzung  c  =  i ;  man  wird  so  in  den  meistern  Fällen  mit 
:euügender  Genauigkeit  die  elliptischen  oder  hyperbolischen  Elemente  des  betref- 
enden  Himmelskörpers  erlangen.  Diese  Methode  würde  nur  in  jenen  Fällen  unge- 
lauere  Resultate  liefern,  wenn  die  Abweichung  von  der  Parabel  sehr  beträchtlich 
»t;  im  letzteren  Falle  wird  man  wohl  stets,  vor  Beginn  solcher  definitiven  Aus- 
:leichungen,  von  diesem  Umstände  Kenntniss  haben  und  in  der  I^ago  sein,  ge- 
lügendt»  Annäherungen  für  die  Element«;  sich  anderweitig  zu  bescliaffen ;  auch  \nrd 
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im  Falle  einer  nicht  allsu  bedeutenden  Abweichung  von  der  Parabel  die  wiederholte 
Auflösung  der  Bedingungsgleichungen  mit  den  Werthen  der  ersten  Annäherang  das 
Ziel  meist  erreichen  lassen,  falls  'die  erste  Auflösung  keine  genügende  üebo^rein- 
stimmung  zwischen  den  Resultaten  der  directen  Rechnung  und  der  aus  den  Difie- 
rentialquotienten  abgeleiteten  Darstellung  der  Orte  ergeben  würde. 


§  5.    Die  DUferentialqnotienten  mit  Bflckslclit  auf  die  Storangen. 

Die  in  den  vorstehenden  Formeln  auftretenden  Cocfflcienten  müssen  in  etwas 
verschiedener  Weise  gewählt  werden,  wenn  man  die  Störungsrechnung  nach  ver- 
schiedenen Methoden  durchgeführt  hat;  erlaubt  man  sich  aber,  die  Producte  der 
Incremente  der  Elemente  in  die  Störungen  zu  übergehen,  so  gestaltet  sich  die 
Lösung  dadurch  sehr  einfach,  dass  man  die  nahe  richtige  Voraussetzung  machen 
darf,  dass  die  Stöningswerthe  in  beiden  Elementensystemen  identisch  gefunden 
werden.  Es  sollen  dem  entsprechend  die  verschiedenen  Methoden  der  Störungs- 
rechnung für  die  vorliegenden  Aufgaben  vorgenommen  werden. 

Vergleicht  man  die  Form  der  heliocentrischen  Coordinaten,  die  in  §  ii) 
(pag.  383)  als  Ausgangspunkt  für  die  Ermittelung  der  Differentialquotienten  gedient 
haben,  mit  der  folgenden  Form,  die  Encke's  Methode  der  Stönmgsrechntmg  gibt : 

a:  =  r«  (cos  Uq  cos  Qq  —  sin  Mq  sin  a,  cos  «i))  +  ^ 

y  =  ro  (cos  I/o  ^"^  0«  4"  ^"^  ^'ü  ^^^  Qu  ^^^  hl  +  *? 
z  =  Tq  m\  «0  sin  ^  -|-  C 

und  beachtet,  dass  der  Voraussetzung  nach  ^,  r]  und  t  constant  sind,  so  leitet  man 
leicht  die  Bemerkung  ab ,  dass  die  Variationen  der  heliocentrischen  Coordinaten  in 
diesem  Falle  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  in  den  früher  entwickelten  For- 
meln durchaus  die  ungestörten  Grössen  einführt.  Der  Uebergaiig  auf  die  geocentrischen 
Orte  durch  die  Fonneln  : 

t  .                   sin  fff  —  Q)  V        ,    co8(«— Q)  . 
cos  0  0  a  = ö  a:  -f-        '  dy 

^  ..  coa(a  —  Q)     .      ^  .  sin  (« — Q)     •       ^  v         ,    coii<f^ 

ho  ^^  —  -  sm  0  ö  ;r  —        '  sm  o  ö  y  -f-  --7-  b  z 

erfordert  al>er  für  die  Berechnung  der  ('oefficienteii  der  \'ariationen  der  Coordinaten, 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  thatsächlichen  geocentrischen  Coordinaten,  die 
man  sofort  dadurch  erhält,  dass  man  tür  a  und  &  die  beobachteten  C'Oordinaten, 
für  die  geocentrische  Entfernung  J  aber  die  mit  Rücksicht  auf  die  Störungen 
erlangten  Werthe  einsetzt,  Werthe,  die  ohnedies  schon  stets  durch  anderweitige 
Reclmungen  bekannt  sind.  Es  ist  klar,  dass  man  von  den  gemachten  Vorschriften, 
ohne  mehr  als  die  Eingangs  als  zulässig  betrachtete  Xernachlässigung  der  Produete 
der  Störungen  in   <lie  Incremente  der  Elemente  zu  übergehen ,   abweichen  kann  und 
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untermischt  die  mit  Rücksicht  oder  ohne  Rücksicht  auf  Störungen  erhaltenen  Werthe 
als  Grundlage  für  die  Berechnung  der  Differentialquotienten  benützen  kann ;  doch 
wird  die  Befolgung  der  obigen  Vorschriften  den  Vortheil  bieten,  dass  man  in  dem 
vorgelegten  Falle  die  Variationen  der  geocentrischen  Orte  durch  die  Variationen  der 
Elemente  strenge  ausgedrückt  erhält,  wenn  man  die  Störungswerthe  als  unabhängig 
von  den  letzteren  betrachtet.     Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  ist  auch  das  Folgende 

zu  betrachtet!. 

Bei  Hansen-Tietjen's  Methode  hat  man  £ur  die  heliocentrischen  Coordi- 

naten  die  Form: 

*=  (W)  (i  +^)  {cos  [V'i'iOQ-\-Jiü)  cosQo  —  sin  (7"+ Wo  +  ^cii)  sinQoCOstoj  +  ^cosa 
y  =  (H('  +^)  [oos  [V^ (Oq  +  J lü)  sinQo-f-8in(F+aio  +J(o)  cosQoCOS^}  +  ;2;cosi 
z  =  ((r))  (i  +  v)  sin  Wo  sin^  +^cos  c  ; 

gestattet  man  sich  die  Variationen  der  Grössen  cos  a,  cos  b  und  cos  c  in  die  stets 
kleine  Störung  der  verticalen  Coordinate  zu  vernachlässigen,  so  hat  man  in  den 
Formeln  i)  pag.  383)  nach  der  Vergleichung  zu  setzen: 

statt  V  den  Werth   V 
»     r     »  »       ((r)) 

Mit  Rücksicht  auf  den  Uebergang  auf  die  geocentrischen  Coordinaten  wird  man 

daher  fär  diese  Methode  die   Bemerkung  ableiten,    dass   bei  der  Berechnung  der 

IHfferentialquotienten  durchaus  die  Coefficienten   der  eben  gemachten  Identification 

^^folge  zu  bestimmen   sind ,    dass  für  a  und  d  die  beobachteten  Grössen ,  für  z/  di6 

S^ocentrische  Distanz  mit  Rücksicht  auf  Störungen  zu  substituiren  ist,  dass  aber  in 

^^na  allen  Quotienten  gemeinsamen  Factor  -^  für  r   der  Werth:    (r)  =•  ((r))  (i+v) 

^^^i^usetzen  ist  (die  zweiten  Potenzen  von  2  übergehend) ,  da  nach  der  Differentiation 
^^J^  obigen  Ausdrücke  rechts  vom  Gleichheitszeichen  der  gemeinsame  Factor  (i+v) 
^^ftritt. 

Endlich  sind  bei  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  durchaus  jene 
^^^rthe  für  die  in  den  Differentialformeln  auftretenden  Grössen  zu  substituiren,  die 
^'^i  aus  den  für  die  Zeit  des  Ortes  osculirenden  Elementen,  die  man  ohnehin  zur 
^^Tstellung  der  Orte  gebraiucht,  ergeben. 

Erreichen  aber  die  Störungen  halbwegs  grosse  Werthe,  so  werden  die  hier 
^^igegebenen  Formeln  auf  arge  Widersprüche  führen,  die  sich  dahin  aussprechen 
*^^8en,  dass  dieselben  Incremente  der  Elemente  zur  Zeit  der  Ausgangsepoche  ver- 
^^liedene  Aenderungen  in  denselben  Orten  bei  Anwendung  verschiedener  Methoden 
^^r  Störungsrechnung  bedingen  werden,  da  die  nach  den  obigen  Vorschriften  ent- 
wickelten Differentialformeln  für  die  verschiedenen  Störungsmethoden  nicht  identisch 
%<efmiden  werden  können.  Diese  Unterschiede  hängen  innig  mit  der  bei  der  Stö- 
^Inigisrechnnng  bereits  erörterten  Frage  zusammen,  was  zu  thuu  ist,  wenn  man  die 
Stoningsrechnung    nach    der    Variation     der    ('oordinaten    mit     etwas    veränderten 

OppolBfT,  Balinbestimniangeu.  U.  52 
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Elementen  fortsetzen  will.  Macht  man  wie  dort  die  Voraussetzung,  dass  die  Ele- 
mente hinreichend  genau  sind  zur  Darstellung  der  Kräfte,  so  wird  nian  zu  dem 
Schlüsse  gelangen,  dass  die  nach  der  Variation  der  Constanten  entwickelten  Werthe 
für  die  Differentialformeln  jene  sind,  die  voraussichtlich  der  Wahrheit  am  nächsten 
kommen ;  man  sieht  hieraus,  dass  durch  diese  Betrachtungen  ein  neuer  wesentlicher 
Vorzug  für  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  resultirt.  Es  wird  also  als 
das  Richtigste  erscheinen,  für  jeden  Ort  osculirende  Elemente  abzuleiten  und  aus 
diesen  die  Differentialformeln  abzuleiten ;  dies  würde  aber  auf  sehr  weitläufige  Rech- 
nungen führen  und  es  wird  im  Allgemeinen  vorzuziehen  sdn,  auf  diese  Unterschiede 
nicht  weiter  Bücksicht  zu  nehmen  und  sich  an  die  obigen  Vorschriften  zu  halten. 


§  6.    Beispiele. 

Es  sollen  nun  die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  entwickelten  Methoden 
zur  Ableitung  der  wahrscheinlichsten  Bahnelemente  einer  Planeten  und  einer  Ko- 
metenbahn verwerthet  werden,  und  ich  wähle  als  erstes  Beispiel  den  Planeten  Erato, 
für  den  die  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legenden  Daten  nahe  vollständig  in  den 
vorangehenden  Abschnitten  als  Beispiele  aufgenommen  sind.  Die  Normalorte  und  die 
Sonnencoordiuaten  finden  sich  auf  pag.  382,  die  Störungswerthe  auf  pag.  196  S. 

Zunächst  wurden  aus  den  Störungstafeln  mit  Hilfe  der  bei  den  mechanischen 
Quadraturen  (pag.  35,  39,  53,  55)  entwickelten  Formeln  die  Störungswerthe  für  die 
Zeiten  der  Normalorte  gebildet;  es  fand  sich  so  : 


JM 

J 10 

log(i+v) 

z 

1860  Sept. 

19.5 

+  3''i2'52"96 

39    095 

9.998  9782 

+ 

0.000  6033 

1861  Dec. 

28.5 

+  2    823.59 

36  49-97 

0.005  2451 

O.OOI  0723 

1863  Apr. 

10.5 

+  0  36    7.19 

33  23.14 

o.ooi   7959 

0.000  7677 

187 1   Sept. 

15-5 

+  I     1  4742 

—     8  18.00 

0.000  6861 

+ 

0.000  0705 

1873  Jan.. 

16.5 

4-021    8.44 

527.19 

O.OOI   7985 

0.000  2138 

1874  März 

22.5 

-f-  0    0  52.69 

—     I  21.89 

0.000  2260 

0.000  0614 

1875  Mai 

21.5 

—  00    1.85 

—     0  20.41 

0.000  0088 

0.000  0136 

1876  Juli 

18.5 

+  02  19.35 

—     4-^1-39 

9.999  5890 

0.000  III7 

1877  Nov. 

24.5 

+  0  32    4.26 

13    9.48 

9.997  9572 

0.000  0183 

Der  Ausgleichung  zu  Grunde  gelegt  ^vurden  die  folgenden  genähert  richtigen 
Elemente  der  Erato,  welche  auch  für  die  Ermittelung  der  Störungswerthe  gedi^i 
haben : 
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(£)  Erato 

Epoche  und  Osculation  1874  Dec.  26.0  mittl.  Berl.  Zeit. 

Mittl.  Aeq.  1870.0. 
L  =  2icf  8'  6"8 
3f  =  180  4o'48.9 

7t  =      38   27   17.9 

Q  =  125  4?  39-7 
«  =      212  23.9 

(p=      95914-9 
^  =  64o"896o5 
log  a  =  0.495  4793  . 

Da  man  noch  der  auf  das  mittlere  Aequ.  1860.0  und  1880.0  bezogenen  Elemente 
bedarf,  so  wurde  nach  den  diesbezüglichen  Formeln  (I  pag.  81)  der  Einfluss  der  Prä- 
cession  gerechnet  und  für  die  nöthigen  Keductionen  gefunden : 

1860,0  1880,0 

J  L  =  J  7t      —  8'22"45         +  8'22''47 
Jü      —  t'^d'bc^        +  6' 50^7  2 
Ji       +        3"24         -        3"24    . 
Damit  fand  sich  nach  den  Ausdrücken  13)    (pag.  162)  : 

1860  1870  1880 

Wo         272^43'  6"44  272?44'38"20  272^46'  9"95 

^         21537    1.51  2i5  43'52.2i  2155042.97 

B         1262054.17  1262739.46  1263424.86 

C        121  13  19.66  121  2035.84  121  27  52.16 

sin  a  9.999  7869  9-999  7877  9-999  7884 

sin  b  9.966  6719  9.966  6852  9.966  6985 

sine  9.578  0699  9.577  9845  9.577  8993 

cos  a  8.495  84  8-495  04  8.494  24 

cos  b  g^^-jb  58  9^576  50  9^576  42 

COBC  9.966    42  9.966    44  9.966    45 

Hierbei   wurde   die   mittlere   Schiefe   der  Ekliptik   nach  Le  Verrier   angenommen 
und  zwar : 

e 

1860        z^^zfzj^oy 

1870  22.31 

1880  17.55  ; 

hierauf  wurden   die  Störungen  in   der  verticalen  Coordinate  (vergl.  pag.  410)  z  mit 

den  entsprechenden  Cosinusfunctionen  multiplicirt  und  die  für  die  drei  Coordinaten 

gefundenen    Correctionen   mit  den   Sonnencoordinaten  verbunden,   Wodurch   in  den 

ferneren  Rechnungen  die  auf  der  Bahnebene  verticalen   Störungscomponenten    die 

52  ♦ 


412 


einfachste  Berücksichtigung  finden;  die  so  veränderten  Sonnencordinaten  nebst  der 
Anzahl  der  Tage^  die  von  der  Zeit  der  Epoche  an  verflossen  sind,  finden  sich  in  der 
folgenden  Zusammenstellung : 


1860  Sept. 

• 

19.5 

5210.5 

1861  Dec. 

28.5 

4745-5 

1863  Apr. 

10.5 

4277-5 

1871  Sept. 

15.5 

1197.5 

1873  Jan. 

16.5 

708.5 

1874  März 

22.5 

278.5 

1875  Mai 

21.5 

+ 

146.5 

1876  Juli 

18.5 

+ 

570.5 

1877  Nov. 

24.5 

+ 

1064.5 

X  +  zco»a 

—  1.002  3870 
+  0.124  1943 
+  0.938  9499 

—  0.996  6587 
+  0.445  7369 
+  0.996  5751 
4-  0.498  5743 

—  0.455  2574 

—  0.450  0632 


Y+zco&b 
+  0.044  9809 

—  0.894  3974 
-+■  0.322  7729 
4-  0.118  4228 

—  0.804  5314 
+  0.033  8409 
-f  0.808  5571 
4-  0.833  4609 

—  0.805  4619 


Z+zcosc 
+  0.020  1741 

—  0.389  2742 
+  0.139  2215 
+  0.051  4640 

—  0.349  3135 
4-  0.014  616Ö 
4-  0.350  8069 
4-  0.361  5080 

—  0.349  4965 


Leitet  man  mm  mit  Hilfe  der  Formeln  14)  (pag.  162)  die  heliocentrischen  Co- 
ordinaten  nach  den  obigen  Elementen  ab  und  verbindet  dieselben  mit  den  ent- 
sprechenden Sonnencoordinaten,  so  finden  sich  die  folgenden  Unterschiede  zwischen 
den  Beobachtungen  und  den  berechneten  Orten: 

l^obachtung-Rechhung 


cosdda 

hd 

1860  Sept. 

19.5 

-  37"o5 

— 

«3"43 

1861  Dec. 

28.5 

12.73 

+ 

3-39 

1863  A.pr. 

10.5 

4-  10.29 

5.19 

187 1  Sept. 

15-5 

—     9.87 

7.56 

1873  Jan. 

16.5 

—    0.05 

0.64 

1874  März 

22.5 

-f  22.28 

8.24 

1875  Mai 

21.5 

+  27.09 

7-35 

1876  JuU 

18.5 

+  17-07 

+ 

4-13 

1877  Nov. 

24.5 

4-    1.69 

1-30 

welche  dazu  benützt  werden  können,  um  diejenigen  Verbesseningen  zu  finden,  die 
man  an  die  obigen  Elemente  anzubringen  hat,  um  die  wahrscheinlichsten  zu  finden. 
Zur  Herstellung  der  Relationen  zwischen  den  Aenderungen  der  Elemente  und  den 
geocentrischen  Orten  wurden  die  auf  pag.  390  ff.  zusammengestellten  Formeln  benützt 
und  mit  Rücksicht  auf  die  pag.  409  gemachten  Hemerkungen  stellt  sich  die  Rech- 
nung, bei  welcher  in  Bezug  auf  den  Aequator  Q  =  4°44'48",  t  =  2  2^1/^' 28"  und 
lo'  =  33^56' 26"  angenommen  wurde,  und  die  ich  hier  übrigens  der  Kürze  halber 
nur  für   den  ersten  Normalort  mittheile,    wie  folgt: 

Aus  I)    (pag.  390)  folgt: 

=m^inM  9.57807 

9-99394 
mco^M  8^80400 


«— Q  3"56'42" 
cos(o— Q)  9.99897 
-4 C08-4' =  sin  (a — ö)  8.83758 


sini 


siud  7*94229 

JBsin^  9-57741 

9.99988 
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9.99^80 

AsinA'  9.96539 
A'  85°44'2o" 
log^  9-96659 
Ans  II)    (pag.  390)  resultirt: 


^  't 


M    99^3 30 
3/+^  100^  3 '6" 
(sinJf+d)  9.99328 

m  9.58413 


—  a:  ((rj)     0^07186 

sin  V    9„743i4 
ö2:(;r))2     0.14372 

9.06076 
9.99848 
0.13709 


FsinF 


F  cos  F 
F 

log  i^    0.13861 


4  47  42 


log^ 
^  F sin  /' 
Add 
G  sin  G' 


3n7i688 

2^,77764 
9.80752 

2^58516 

9n99937 

3n85397 

(^'   i83"4'57" 
log  G    3.85460 


cos  V    9.92056 

ßcos  V  +0.14444 

2  +  0CO8  V    0.33131 

log^    0.34457 

I  +eC08  V      0.05860 

(l +  «008^)2      O.II72O 

/—  I       9.82610 

log/    0.22273 

5V40" 
8.94698 


r+'/r 
sin  (F+;r) 


GcohG' 


/sin  V  7,182271 

Add.  9.96609 

cos  ( F+  tt)  9.99829 

— msin  V  7.72621 

Add. 


JTsin  Ä" 


0.00231 
8.91307 

0.00060 


'eiter  findet  sich: 


'J 

(r):J 
A'  +u 
R  +  u' 

(r)  A:J 
(r)  B:J 


0.42260 
0.21875. 
0.20385 
85^25' 12" 
88"2i'26 
o.  1 7044 

9-78138 


BcobB"  7.94126 
ff  88°4o'34" 
log  B  9-57753 
«'  359"4o'52'' 


—dcos(V+7r) 

-«/ 
Add. 

dsin(V  -^  Ti) 
Add. 


0^34286 

9n36753 
0.04369 

9.29155 
9-27103 
0.31141 


H  »in  IT 
Hcosir 
logÄ 


8.98493 

9„99966 
o„38655 

i77°43'43 
0.38689 


K«mK' 

Kcoa  IC 
IC 
log  AT 


0.07246 
9.97838 
9.58244 

7  2V 10" 
0.09408 . 


Die  Rechnung  nach  III  (pag.  391]   stellt  sich  wie  folgt: 

A'+u  90°i2'54"  G'+Ä+u  268°3o'9"  IT+A'+u  263°8'55"  K'+A'+u 
'Ä-^Uj  0.00000  sini[G'+-^'+«<)  9n99985  sin(2r+-4'+w)  9^99689  sin(K -^-Ä -{-üj 
.4/^:^0.30905  (r)  ^G:^  4.02504         (r) -4//:^  0.55733  (r]AK:J 

aidL'   0.30905        cosdda:  d/i  4^02489       cosdda:d<Z>  0^55422        cosdbaibV 


I57*29'22 

9-58303 
0.26452 

9.84755 


ff 


B+u  gf  9'  8"  G'+ff+u  27i^26'23"  IT+JJ'-f «  266^5'  9"  K'+Jf+u 
£'-4-w)  9.99934  siu(G'+Ä'-|-w)  9^99986  8in(ir+£'+ti)  9„99899  bu^K'+B'+u) 
BFiJg.giggg  (r)BG:J  3.63598         {r)  BH:J  0.16S27  [r)BK\J 

=  rfL' 9.91933  öd: djti  3^63584  d<):d<2>0||i6726  bd.dW 


i6o°25'36" 
9.52506 
9.87546 
9.40052 


MA 


»n: 


-.DD:.:: 


TTTg. 


^   »^.Ttünss 


■  -. —    ji 


iJE' 


.  1 


■■•  h. 


..  ■  > ' 


■  ■'   ■  fcfci»»»'»  ~»'*^a 


if  auf 
it-:e  friid 

am  ju.  343 

Be- 


•W^F 


•J*. 


-«• 


_••-  ^■• 


tu.: 


■I« 


■  35-  '** 

öf  directe 
rf  I^]|jarith- 


'«ili!i.-!l 


HC      ••  = 


'  rr3Äin*i  ein- 
Qfn  aus 


^      V 


/       -     ' 


^-  j«**.     -/■  ,     » 


■IC    ■    =  ^■-■■ 


1.    mift    -TE 


■"m    ¥*  und  tf  w 

5^-  393)  *>«- 


>•-... 


.-4 


^         c.    =  —     .    .- 


'       '      '      /.      /»t/     /  . 


sich  die  hier 
-  IS  «ier  hier  nöthigen 
«nd  finden,    iirenn 
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hL  =  +    9"98 

OTT  =  -f-  44.91 

^Q  =  —  3.12 

hi  =  +  042 

b(p  =  —  0.07 

öu  =  +  0.003049 

und  die  verbesserten  Elemente  der  Erato  werden  sein : 

@  Erato 
fipoche  und  Oscul.   1874  Dec.  26.0  mittl.  Berl.  Zeit 

mittl.  Aequ.  1870.0. 
Z  =  2i9°  8'i6"78 
M=  180  40  13.97 

7C  =      38  28   2.81 

Q  =  125  42  36.58 
t  =    2  12  24.32 

9P=      95914.83 
ft  =  64o"899099 
log  a  =  0.4954779    . 

Rechnet  man  nun  nach  diesen  Elementen  die  Darstellung  der  Orte  mit  Rück- 
sicht auf  die  obigen  Stöningswerthe,  so  erhält  man  die  folgenden  Unterschiede  zwi- 
schen der  Beobachtung  und  Rechnung,  denen  ich  jene  auf  pag.  352  durch  die 
Differentialformeln  erhaltenen  beisetze;  die  Uebereinstimmung  beider  Resultate  in- 
nerhalb der  Unsicherheit  einer  siebenstelligen  Rechnung  gibt  eine  höchst  befriedi- 
gende (/ontrole.     Es  findet  sich: 


directe  Rechnung 


1  )iffercntialformeln 


cos  dba 

bd 

I. 

o"27 

+    2"l8 

2. 

+  1.14 

-h  0.82 

3- 

—  0.58 

—    I.4Q 

4« 

—  I  09 

3-47 

5- 

2.3» 

—  0.32 

6. 

0.15 

+  0.22 

7- 

+  0.37 

123 

8. 

-f  0.04 

+  0.94 

9 

-|-  2.26 

—  0.42 

cos d  ha 

hd 

o"28 

+  2.18 

+  1.13 

+  0.82 

—  0.46 

1.52 

—  0.99 

3-43 

2.43 

0.39 

—    O.IO 

+  0.20 

+  0.49 

—   1.23 

4-  0.17 

+  0.97 

+  2.32 

0.44 

Schliesslich  wäre  nocli  erwähnen,  dass  auf  pag.  361  die  Gewichte  und  die 
mittleren  Fehler  der  Unbekannten  abgeleitet  sind;  es  ist  an  der  betreffenden  iStelle 
gefunden  worden: 

ÖZ'  =  ±  o"494  b^=  ±  o"3i5 

bfi  =  ±  0.000143       ^ö'  ^^^^  ==  ~  0-529 
dtf>  -=^  ±  Ü.276  i^»'  =  ±  0.588. 
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Zunächst  wird  man   die  Unsicherheit  der  Elemente  n*  und  (p  mit  Hilfe  der 
Formeln  9)  pag.  388  ableiten.     Dieselben  ergeben: 

OTT    =    -: 0(D ; OV 

8m  9  Bin  ^ 

5.  gin  ;r'  V  ^     ,    cos  n\  ^ 

^  CO«  9)  CO8  9  ' 

mit  Rücksicht  auf  die  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auseinandergesetzten 
Principien  wird  man,  wenn  man  durch  E  den  mittleren  Fehler  vorstellt  und  durch 
den  Index  das  Element,  auf  das  er  sich  bezieht,  bezeichnet  erhalten: 

und  unter  den  Annahmen  7t  =  3 8^49' 6  und  qp  =  9^59' 2  wird  folgen : 

E [n]  =  ±  i"683 
JE(9>)  =s  ±  0.305  . 

Aehnlich   wird   man   aus    den    Formeln   X)    pag.  395    erhalten    (♦  =  2°i2'4, 

♦'  =  22°I4'2,    o  =  I2I°20'6)  : 


£(*)  =  ±  V(co8a£(»))2  4-  (sina£(ö'  sin0)2 


JB(7r)  =  ±  y  (£(/r'))2  +  (sina  tg^i  E[{]\}  +  ((cosa  tg^t— tgi*^)  E{q'  sinO)^ 
£(i)  =  ±  V(£(i';i)2  +  (sind  tg|»  Eftl^  4.  ((coscj  tg|»  — tg^r)  £(q'  sin 0)2 

nach  Einführung  der  obigen  numerischen  Werthe: 

E[L]  =  ±  o"5o6 
£(ju)  =  db  0.000143 
£  (/r)  =  ±  1 .687 
£(9p)  =  ±  0.305 
£(ö)  =  ±  14.873 
E[i)  =  ±:    0.546  . 

Um  die  für  die  periodischen  Cometen  in  Vorschlag  gebrachten  Formeln  zu 
erläutern,  will  ich  dieselben  auf  einen  Ort  des  Winnecke'schen  Cometen  (III,  1819) 
anwenden;  für  den  auf  den  mittleren  Aequator  1880,0  bezogenen  Ort  des  (vometen 
hat  man : 

1875  Febr.  9.5  mittl.  Berl.  Zeit  a  =  276^38' i     d  =  —  i6°i6'2  ; 

die  ans  den  Elementen  zu  entlehnenden  Grössen  sind: 

q'=    29"i7'7  t?  =  — 47«43'3 

i' =    21  50.0  logr=       9.9837 

w'  =  249  35.0  log^  =       0.1340 

y  =    47  49- 1  logo  =       0.5053 

|ii  =  6i9"6i  log/-^        37874 
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wobei  also  wieder,  wie  im  früheren  Beispiele  der  Aequator  als  Fundamentalebene  und 
fiir  die  Zeit  t  als  Ausgangsepoche  1858  Mai  i.o  angenommen  ist.  Nach  den  For- 
meln I)    (pag.  390)   erhält  man: 


a  — Q' 

247®2o'4 

m  BinM 

9.5704 

sind 

9n4474 

9.9625 

cos  (a  —  q') 

9^5858 

mconM 

9.9328 

cos»" 

9.9677 

M 

23"28'o 

sin.(«  —  q') 

911965 1 

3f+d 

7  II  8 

A  sin  A' 

9n5535 

sin  (3/+  d) 

9.0979 

—       — 

9^9696 

m 

9.9703 

A  cos  A' 

9^9651 

ÄsinÄ' 

9.0682 

A'   ' 

2oi"ir3 

9.8663 

logA 

9-9955 

BcosB' 

90332 

u' 

20i°5r7 

E 

47°i8'4 

Ä  +  u' 

43°  3'o 

\ogB 

9.2019 

B'  +  u' 

249     10    I 

r:  J 

9.8497 

Ar:  J 

9.8452 

cosi? 

9.8278 

Br:  J 

9.0516 

sint? 

9^8692 

nach  11)    (pag.  390,  391) 

wird  sich  finden: 

cosy  cosi?     9.6548 

tF 

sin 

F" 

4.2210 

sinqp  cosi?  9.6976 

a  :  r    0.5216 

2  : 

3/* 

sin  i" 

2.3462            : 

!-|-sinf/)cosi?  0.3977 

—  tgy  sint?     9.9120 

Add. 

0.0058 

siiiü  secy  0^0422 

«2  :  r'i     1.0432 

G 

sin 

G' 

4.2268 

PsinP'  0.1764 

jFsinJF*     0.4336 

9.9721 

9n9435 

9.9727 

G 

cos 

& 

4.6576 

PcosF  o„4399 

FcosJ^'     0.8702 

G' 

20"20'8 

F  i5i"24'3 

F'     zd'^'g 

log 

G 

4.6855 

log  P  0.4964  . 

logjP    0.8975 

aus  III)  (pag.  391)  erhält  man,  wenn  man  die  analogen  Operationen  für  die  4  Ele- 
mente neben  einander  durchführt  (die  augesetzte  Bezeichnung  ist  demnach  für  die 
4  verschiedenen  (^olumnen  entsprechend  verändert  zu  denken) : 


F  +  A'  +  u' 

Mo 
63«8'9 

63°23'8 

i94"2  7'3 

TT' 

43°3'o 

sin  {F  +A'+  u') 

9.9504 

9.9514 

9n3973 

9.8342 

rAF:  J 

0.7427 

4.5307 

0.3416 

9.8452 

cosd  ha  :  ^Mq 

0.6931 

4.4821 

269"3o'9 
o„oooo 

9n7389 

4o"34'4 
9.8132 

9.6794 

F'  +  B'  +  u' 
sin  [F'  +  B'  +  u) 

269^1 6'o 

O^jOOOO 

249^10' I 
9n97o6 

rAF:  J 

9.9491 

3.7371 

9.5480 

9.0516 

hdihM^ 

9n949i 

3n737i 

9.3612 

9^0222 

Oppolz#r,  Rahnbentimmangon.  II. 
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sin« 

9,5709 

—  cos  (a  —  q')  sin  f 

9.1562 

co8<J  ha  :  bt' 

8,5768 

8in(a — Q')  sint' 

9ii5355 

sind 

9.4474 

Add. 

0.0445 

cosd  cosT 

9.9500 

I 

8.9829 

(...) 

9-9945 

r'  sin«' :  ^ 

91.4206 

d<J :  dt' 

9,4151 

418 

für  hQ'  und  hi^  erhält  man  ans  Ulj  pag.  391 : 

cos(a — Q'  +  «')     8.1441 

rtgir  :  ^    91350 

cosd  ba  :  6q'  sinT     7.2791 

sin  [a  —  Q'  +  «*')     0.0000 
sindtgi»"     8^7327 

costt     9119^7^ 
cosd    9.9823 

I  8ft7327 

II  9n9499 

Add.  0.0256 

(...)  9.9755 

öd  :  äq'  sint'  9.8252 

man  hat  also  zwischen  den  Variationen  der  Elemente  und  den  Variationen  der  geo- 
centrischen  Orte  die  folgenden  Relationen,  deren  Coefficienten  logarithmisch  zu  ver- 
stehen sind: 

co8(f  da  =  0.6931  d  Jtfo -+- 4.4821  d^o  + 9*7389  dy  4-9.6794  ötj' -f- 7.2791  sin  1' ÖQ' -f- 8^5768  di' 
d(f=s  9^9491  öifo -+- 3ii737"  ö/io -f- 9-3612  d9  +  9|,o2ia  5^4-9.8152  sint'dQ' 4- 9^151  di' 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Formeln  zu  prüfen,  kann  man  sich  durch  willkür- 
liche Variation  der  Elemente  und  directe  Rechnung  aus  denselben  eine  zweckmässige 
Controle  verschaffen.     Setzt  man  nämlich: 

bM=—    60" 

dju  =  4-  o"oi 

b(p  =  —  300" 

Ä/r'  =  —    40" 

bQ'  sinr  =  +  100" 

bü  =  +  100" 

so  erhält  man  durch  eine  directe  6  stellige  Rechnung  als  Variationen  der  geocen- 
trischen  Orte  die  Werthe: 

cosd  da  =  4-  149'!  öd  =  —  25**4 

die  Substitution  der  obigen  Variationen  in  die  früher  ermittelte  Relation  ergibt  hierfür : 

cos d  ö  a  =  4-  1 49"2  bd  =  —  2 5^0 

was  in  Anbetracht,  dass  die  Rechnung  nur  6  stellig  geführt  wurde,  eine  mehr  als  ge- 
nügende Uebereinstimmung  ist. 

Um  nun  endlich  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Formeln,  die  für  mehr 
parabolische  Bahnen  gelten,  vorzuführen,  wähle  ich  hierfür  die  Bahnbestimmung 
des  Cometen  I  1866,  und  werde  das  Beispiel  ausfuhrlich  hier  mittheilen,  weil  es 
Gelegenheit  bietet,  jenen  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aufgeführten  Fall 
(pag.  362  ff.),  wo  die  Bestimmung  einer  Unbekannten  mit  einer  besonderen  Unsicher- 


heit  behaftet  ist,  näher  zu  erläutern.  Als  Grundlagen  der  Rechnung  wurden  die 
folgenden  Normalorte  und  Sonnencoordinaten  angenommen,  die  sich  auf  den  mitt- 
leren Aequator  1866.0  beziehen: 

mittl.  Berl.  Zeit  ad  X  Y  Z 

1.  1865  Dec.  22.5  333°i8'i7"3  +59^4i'i4"9  +0.0206905  — 0.9019836  — 0.3913801 

2.  »      27.0  348.16    3.2  +26  58  14.3  +0.0992222  — 0.8974048   — 0.3893961 

3.  1866  Jan.     4.0  352  5828.8  +  7  12  57.5  +0.2369292  — 0.8753931    —0.3798464 

4.  »        9.0  354    140.8  +  2  21  55.0  +0.3207984  —0.8527856  — 0.3700335 

5.  »      15.0  354  45  57-7  —  i    5  42-3  +0.4181360  —0.8169047    —0.3544614 

6.  »      22.0  355  18    6.2  —  3  37  25.5  +0.5256975  —0.7634815    —0.3312834 

7.  Febr.    5.0  355  5926.5  —  6  35  35.4  +0.7152903  —0.6229677   — 0.2703121 

Als  genähert  richtige  Elemente,  deren  Verbesserungen  gesucht  werden  sollen, 
wurden  die  folgenden  äquatorealen  Elemente  angenommen: 

T=  1866  Januar  11.171697  mittl.  Berl.  Zeit 

7c'  =  342^28'24"88 


mittl.  Aequ. 
1866.0  . 


ö'  =  202  54  49.06 

f  =  143  19  36.10 

log  q  =  9.9896805 

e  =  0.9053669 

Rechnet  man  in  der  bekannten  Weise  die  Fehler,  welche  diese  Elemente  in 
den  obigen  Normalorten  übrig  lassen,  so  finden  sich  dieselben  im  Sinne  Beobachtung 
—  Rechnung,  wie  folgt: 


cos d  ba 

hd 

i 

0 

logr 

log.^ 

log(^-r) 

I. 

— 2^02 

+0.76 

—2t'' 

^46'26" 

0.01239 

9.30736 

in29384 

2. 

+4-55 

+2.27 

— 20 

56  14 

0.00352 

9.48685 

1^18103 

3- 

—0.23 

— 0.84 

—  10 

342 

9.99287 

9.76731 

0^85562 

4- 

— 1.02 

+1.40 

3 

3  37 

9.98997 

9.88562 

On3368o 

5- 

—0.58 

—  2.04 

+  5 

2323 

9.99059 

6.99336  . 

0.58301 

6. 

• 

— 2.16 

—0.06 

+  15 

5  54 

9.99686 

0.08850 

1.03456 

7- 

+0.64 

+0.58 

+33 

845 

0.02463 

0.21886 

1-39495 

ausserdem  habe  ich  die  aus  diesen  Elementen  für  die  Zeiten  der  Normalorte  resul- 
tirenden  wahren  Anomalien  iv) ,  Radiusvectoren  (r) ,  geocentrischen  Distanzen  [J) 
und  die  seit  der  Perihelpassage  verflossene  Zeit  [i  —  T)  in  mittleren  Sonnentagen 
genähert  angesetzt,  weil  die  Kenntniss  dieser  Grössen  bei  der  Berechnung  der  Diffe- 
rentitflquotienten  nöthig  ist;  die  Rechnung  nach  den  Formeln  I)  (pag.  405)  stellt 
sich  wie  folgt: 
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1234567 

a—Q'  i30°23'28''  I45°2i'i4"  150°  3'4o"  151°  6'52"  i5i°5i'  9"  I52^23'i7''  i53°  4'37' 


sind    9.93615 

cos(a — q')    9^81158 

sinfa — q')    9.88175 

9.91699 

AsinÄ'    9.71578 


9.65661 

9fi9i523 

9-75474 

9-87943 
9.81943 


9.09903 
9fi9378o 
9.69817 
9.90970 
9.84200 


8.61564 

9fi94230 
9.68400 

9.91588 


8n28l30 

9fi94534 
9.67370 

9.92007 

9. 84954 


81180075 

9n94749 
9.66603 

9.92305 

9.85169 


9,i06ooi 
9n950i8 
9.65590 
9.92679 
9.85438 


9.84650 

A'    34^i8'32"    49°i5'  5"    54°i9'  7"    55°28'4o"    56°i7'4o"    56^53'24''    57°39'34''" 
log-4    9.96476      9.94000      9.93230      9.93062      9.92947      9.92864      9.9275g 


m  sin  31 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9-85433 

9.90028 

9.91944 

9-92373 

9.92673 

9.92890 

9.93168 

m  cos  M 

9.78595 

9.65894 

9.60237 

9. 58820 

9-57790 

9.57023 

9.56010 

M 

44°2i'i5" 

52°38'25" 

56°io'io" 

57°  i'44" 

57°38'46" 

58°  6'  6" 

58°4i'54" 

M  +  d 

104    2  30 

79  36  39 

63  23    7 

59.2339 

5633    4 

54  2841 

52    619 

siu  [M+d] 

9.98683 

9.99282 

9.95136 

9-93485 

9- 92136 

9.91057 

9.89716 

m 

9.93162 

9.87588 

9.85672 

9.85243 

9-84943 

9.84726 

9.84448 

Bsiuir 

9.91845 

9.86870 

9. 80808 

9.78728 

9. 77079 

9.75783 

9.74164 

9.91848 

9.95070 

9.99386 

9-99925 

9.99982 

9.99793 

9.99265 

B  cos  B' 

9n74773 

9n57i84 

9n03683 

8n55794 

8.22664 

8.74824 

9.01019 

K 

124°  i'  4" 

ii6°47'  8" 

99"36'4o'' 

93  22  30 

88^21 '49" 

84°24'48" 

^(f2^'\o" 

logB 

9-  99997 

9.91800 

9.81422 

9.78803 

9.77097 

9.75990 

9. 74899 

ti 

II  2^47' 10" 

ii8"37'22" 

i29«29'54" 

I36«29'59" 

I44°56'59" 

i54"39'3o" 

I72V'2l'' 

aus  IIj  pag.  405  findet  sich: 

- 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

sine 

9^65366 

9n55309 

9n2423i 

8n72743 

8.97281 

9-41577 

9-73781 

r 

0.01239 

0.00352 

9.99287 

9-98997 

9.99059 

9.99686 

0.02463 

cost? 

9.95075 

9-97034 

9-99327 

9.99938 

9.99808 

9.98475 

9.92287 

sin  t :  r 

9n64i27 

9n54957 

9ft24944 

8n73746 

8.98222 

9.41891 

9.71318 

r2 

0.02478 

0.00704 

9.98574 

9-97994 

9.98118 

9-99372 

0.04926 

.  Fsm  F' 

7«69885 

7n6o7i5 

7n30702 

6^79504 

7.03980 

7.47649 

7.77076 

91*98922 

9n99343 

9n99849 

9^99986 

9n99957 

9fi99659 

9n98343 

Fqo^F' 

8n34562 

8n36336 

8n38466 

8^39046 

8^38922 

8^37668 

8n32ii4 

F' 

i92^42'36" 

i89"56'35" 

i84«46'5o" 

i8i«27'  5" 

i77"26'2o" 

i72°49'4o'' 

164^1 6  V 

logF 

8.35640 

8.36993 

8.38617" 

8. 39060 

8.38965 

8.38009 

8.33771 

tg-i«?    9«37656      9n26663      8^94463      8^42673       8.67274     9.12230     9.47363 

tg^t?^    8.75312      8.53326      7.88926      6.85346      7.34548      8.24460     8.94726 

^+0.00281  +0.00170  -|-o. 00038  +0.00004  +0.0001 1 +0.00087 +0.00440 

tgjr^    7.50624      7.06652       5.77852       3.70692      4.69096      6.48920      7.89452 

£■/    9.130051       9.30071      9.30096      9.30102      9.30101      9.30086     9.30021 

£^,''+2.00281  +2.00170  +2.00038  +2.00004  +2.00011  +2.00087+2.00440 


I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

^8:1^^+0-05664  +0.03414 

+0.00775  +0.00071  - 

+0.00222  +0.01756  +0.08856 

E/  tg|f?* +0.00064  +0.00023  +0.00001 

0.00000 

0.00000+0.00006+0.00157 

{ }+2. 06009   +2.03607  +2.00814 

+2.00075  +2.00233+2.01849+2.09453 

log{...} 

0.31389 

0.30879 

0.30279 

0.301 19 

0.30153 

0.30503 

0.32109 

sinc^ 

9.30732 

9. 10618 

8.48462 

•    7.45486 

7.94562 

8.83154 

9.47562 

Ej« 

0^00097 

0^00059 

0^00013 

0^0000 I 

0^00004 

0^00030 

OnOOi53 

£4" 

9^90291 

9^90299 

9n90307 

9n90309 

9^90308 

9n90304 

9n90282 

+  J^"tg4fj2  +0.94323  +0.96581   • 

+0.99225  +0.99929  +0.99778 +0.98242 +0.91 112 

Et'tgiv*- 

-0.00257    " 

—0.00093  ' 

—0.00005 

0.00000 

0.00000- 

—0.00025- 

-0.00627 

log{...) 

9-97343 

9.98447 

9.99660 

9.99969 

9.99903 

9.99219 

9.95657 

cos^c* 

9.97607 

9.98542 

9.99665 

9.99969 

9.99904 

9.99244 

9.96315 

n»:2  (i  +e 

9^07266 

8^97209 

8n66i3i 

8n  14643 

8.39181 

8.83477 

9. 15681 

GsinG' 

8n739i8 

8n53294 

7n90538 

6^87402 

7fi365i2 

8n25454 

8,^91468 

9n94787 

9n96927 

9n9932i 

9n99938 

9.99807 

9.98446 

9.91567 

G  cos  Cr' 

9yj022l6 

8^94198 

8n65456 

8„i458i 

8.38988 

8.81940 

9.07653 

G'207"3i'46"20i"i8'  3"] 

[90°  6'  fi 

83"  3'4i"- 

-5"23'46"  - 

-I5"i4'8"- 

-34"33'45" 

logG 

9.07429 

8.97271 

8.66135 

8.14643 

8.39181 

8.83494 
9-98789 

9.16086 

cos  0 :  r 

9.93836 

9.96682 

0.00040 

0.00941 

0.00749 

9.89824 

q cos  0 :  r 

9.92804 

9.95650 

9.99008 

9. 99909 

9.99717 

9.97757 

9.88792 

(I     e,GsiaG' 

7.71522 

7.50948 

6.88142 

5.85006 

6.34116 

7.23058 

7.89072 

Add. 

0.00265 

0.00155 

0.00034 

0.00003 

O.OOOIO 

0.00078 

0.00435 

log{...} 

9. 93069 

9.95805 

9.99042 

9.99912 

9.99727 

9-97835 

9.89227 

(<— T)  :r2 

1^26906 

*ini7399 

0^86988 

0^35686 

0.60183 

1.04084 

1.34569 

//sin  fl' 

0^29291 

0^32027 

On35264 

On36i34 

On35949 

On34057 

On25449 

9n8995 I 

9n93729 

9^98508 

9fi9986i 

9n99569 

9,196680 

9«84953 

/f  cos  H' 

0.17777 

0.08270 

9.77859 

9.26557 

9n5i054 

9n94955 

On25440 

ir- 

-52°3o'27" 

— 59°56'36 

"-75°4'9" 

-85°24'5i' 

'  26i°56'27' 

'247''52'55 

"22^''0'22" 

log// 

0.39340 

0.  38298 

0.36756 

0.36273 

0.36380 

0.37377 

0. 40496 

Hei  der  Anwendung  des  Formelsystems  III^  pag.  406  wurden  jene  Abände- 
rungen in  Rechnung  gezogen ,  die  in  der  Formel  III^  pag.  407  enthalten  sind ,  da 
der  Comet  sich  in  Bezug  auf  die  gewählte  Fundamentalebene  als  retrograd  erweist,  es 
wird  also  statt  7c'  das  Element  ^'  eingeführt;   die  Rechnung  stellt  sich,  wie  folgt: 


Ä  +u' 
IT  +u' 
Ar  :  .</ 
Br:  J 


1234567 
147^  5'42"  i67"52'27"  183^49'  i"  I9i"58'39"20i"i4'39"2ii"32'54"230"2r55" 
236  48  14   235  24  30   229    634   229  52  29   233  1848   239    4  18   252  II  31 

0.66979    0.45667    0.15786    0.03497    9.92670   Q. 83700   9.73336 
0.70500    0.43467    0.03978    9.89238    9.76820   9.66826   9.55476 
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4'  +  r  +  u' 

sin  {A'  +  F'+u) 

FAr  :  J 

cos d  h(z  i  ^T 

R  +F  +  u' 

sm(B'+F'  +  u*) 

FBr  :  J 


1  2 

339°48'i8"357°49'  2" 
9n538o9  .8^58078 

9.02619   8.82660 
8«56428   7n40738 


8^35:51" 
9. 17461 

8.54403 

7.71864 


o^-' -  -" 


4 
I3"25'44 
9-  36594 
8.42557 
7-79151 


5  6 

i8V'59"  24«22'34'' 

9.50560  9.61566 

8.31635  8.21709 

7.82195  783275 


34°38'i9'' 
9. 75466 

8.07107 
7-82573 


69V50"  65^21'  5"  53°53'24''  5i°i9'34''  50°45'  8"  5i°53'58''  56°27'55' 

9.97163  9.95851  9-90735  9-89249  988898  9.89594  9.92093 

9.06140  8.80460  8.42595  8.28298  8.15785  8.04835  7.89247 

9-03303  8.76311  8.33330  8.17547  8.04683  7-94429  7-81340 


A'  +  G'  +  u' 

sm{A'+G'  +  u) 

GAr:  J 

codd  ba  :  he 

ff  +  G'  +u' 

sin  (Ä' +  (?'  +  «') 
GBr:  J 

bd  :  be 


354°37'28"      9°io'3o" 

8^97166  9.20263 

9.74408  9-42938 

8^71574  8.63201 


13^55'  8" 
9.38120 
8.81921 
8.20041 


15°  2'2o"  i95°5o'53"  196^18^46''  195^10" 
9.41409  9n43630  9n44852  9«43509 
8.18140  8.31851  8.67194  8.89422 
7-59549      7n7548i       8^12046      8^32931 


84^20'  o"  76°42'33" 

9-99787  9.98821 

9-77929  9-40738 

9-77716  .  9.39559 


59°i2'4i" 
9-93402 
8.70113 
8.63515 


52«56'io"  227^55'  2"  223°5o'io"  2i7°37'46'' 

9.90198  91187050  91184048  9*78572 
8.03881  8.16001  8.50320  8.71562 
7.94079      8^03051      8^4368      8^50134 


A'  +  ir  +  u' 

sin  (^'.+  fr+w') 

HAr:  J 

cosd  da  :  d  ^^g9 

B+H'  +  u' 

Bm{B'  +  H'+u) 

UBr  :  J 

bd  \  b  log q 


94°35'i5"i07«55'5i"io8^44'52"io6°33'48"  103^11'  6"  99°25'49"  95°22'i7' 

9.99861      997838      9.97633      9-98159      9-98840  999409  9-99809 

1. 06319      0.83965      0.5254^      0.39770      0.29050  0.21077  0.13832 

1.06180      0.81803      0.50175      0.37929      0.27890  0.20486  o.  13641 


i84"i7'47"  i75^27'54"  154°  2'25"  144°27'38"  I35°i5'i5"  I26"57'i3''  ii7^ii'5/ 
8*87458  8.89800  9.64122  9.76438  9.84755  9.90261  9.94912 
1.09840  0.81765  0.40734  0.25511  0.13200  0.04203  9.95972 
9^97298      9- 71565      0.04856      0.01949      9-97955      9-94464      9-90884 


sin(^'+w')       9.73499      9-32234      8^82327      9n3i7o8      9n559i2      9fi7i868      9^88656 
cosdbaibA'       0.40478      9-77901       8^98113      9n35205      9*48582      9*55568      9*61992 


sin  [B'  +  u') 

9*92262 

9*91552 

9*87850 

9*88346 

9*90413 

9*93339 

9*97868 

bd  :  bui 

0^62762 
17^36' 18'' 

On350i9 
26«43'52" 

9*91828 
20«33'46" 

9*77584 

9*67233 

9*60165 

9*53344 

a  —  Q'  —  u! 

i4"36'53" 

6°54'io" 

357°43'47^ 

340°22'i6' 

cos  (a  —  q'  —  w') 

9.97917 

9.95092 

9.97141 

9-98572 

9.99684 

9.99966 

9.97400 

r  cotg^f  :  J 

0.22542 

0.03706 

9-74595 

9-62474 

9.51762 

9.42875 

9.32616 

cosdöa  :  sinTdQ' 

0.20459 

9.98798 

971739 

9.61046 

9.51446 

9.42841 

9.30016 

COStt 

9*58804 

9*68037 

9*80349 

9^86056 

9*91310 

9*95606 

9*99647 

COS(J 

9. 70305 

9.95000 

9-99655 

9-99963 

9.99992 

9-99913 

9.99712 

sin  (a  —  Q'  —  u') 

9. 48066 

9.65302 

9-54560 

9.40194 

9.07985 

8n59784 

9*52624 

sin(J  cotg^«' 

9.45654 

9.17700 

8.61942 

8.13603 

7*80169 

8^2114 

8.58040 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

logl 

9^29109 

91.63037 

9n8ooo4 

9^86019 

9,91302 

9n955i9 

9n99359 

log  (-11) 

8«93720 

8,83002 

•8^16502 

7n53797 

6.88154 

6,91898 

8,10664 

Add. 

0. 15918 

0. 06384 

0.00995 

0.00206 

9.99960 

0.00040 

0.00560 

H  {•••-) 

9n45027 

9„6942l 

9^80999 

9^86225 

9,91262 

9n95559 

9«999i9 

bi  :  sini'aü' 

Oni553o 

o„2io88 

On03555 

9,i9666o 

91.90985 

9»86395 

9,80496 

Sinti'       9-96471      9-94339      9-88742      9*83781       9-75913      9-63146      9-10368 

>s(«  — ö')  sin«'       9«58774      9n69i39      9n7i396      9fi7i846      9n72i50      9n72365      9n72634 

cosd  ha  :h%        0.25748      0.15145       9.82694      9.66062       9.47786      9.26347      8.63579 


\n8  sin  (a — Q') 

9.81790 

9-41 135 

8.79720 

8.29964 

7.95500 

8,46678 

8.71 591 

logl 

9. 59406 

9.18751 

8-57336 

8.07580 

7.73"6 

8,24294 

8,49207 

log  II 

9,60725 

9,85420 

9n90075 

9.90383 

9,90412 

9.90333 

9.90132 

Add. 

8.48907 

9.89463 

9.97907 

9- 99350 

0.00291 

0. 00939 

0.01660 

log  {. . .} 

8,083 I 3 

9n74883 

9,87982 

9.89733 

9.90703 

9,91272 

9.91792 

r  amu  :  ^ 

0.66974 

0.46006 

0.11298 

9.94216 

9.75636 

9.53982 

8.90945 

hd  :  ö«' 

8,75287 

0,20889 

9,99280 

9.83949 

91.66339 

9.45254 

8.82737 

Bei  der  Ausgleichung  wird  allen  Normalorten  das  gleiche  Gewicht  gegeben, 
man  kann  also  sofort  daran  gehen ,  nach  den  bei  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate angeführten  Vorschriften  (pag.  318)  die  Coefficienten  homogen  zu  machen  und 
man  wird  als  neue  Unbekannte  ansetzen  (Coefficienten  logarithmisch) : 

X  =  0.25748  bi 
y=  0.21088  sint'öQ' 
z  =  0.62762  h^' 

t  =  1. 06180  b  logy  J.         a) 

u  =  9.03303  b  T 
w  =  9.77716  be 
log  Fehlereinheit  ==  0.6580  . 

Hier  ist  schon  die  Anordnung  der  Unbekannten  so  gewählt,  dass  die  mit 
besonderer  Unsicherheit  zu  bestimmende  fixcentricität,  als  die  letzte  erscheint.  Die 
logaritlimisch  angesetzten,  homogen  gemachten  Bedingungsgleichungen  sind  also; 

9^6474  =  o.ooooar  +  9.9937^  +  9-7772«  +  o.oooo^  +  9w53i2w  +  8^9386«? 


0.0000  =  9.8940 

.   9-7771 

9.1514 

9.7562 

8n3743 

8.8548 

8n7037  —  9-  5695 

9.5065 

8n3535 

9-4399 

8.6856 

8.4232 

9fi35o6  —  9.4031 

9.3996 

8n7244 

9-3175 

8.7585 

7.8183 

9fi»054  —  9-2204 

9.3036 

8^8582 

9-2171 

8.7889 

7n9776 

9^6765  —  9.0060 

9.2175 

8^9281 

9-M3I 

8.7997 

8n3433 

9.1482  —8.3783 

9.0893 

8n9923 

9.0746 

8.7927 

8n552i 

9.2228  =  8^4954 

9fi9444 

0^,0000 

8^9112 

0.0000 

0.0000 

9.6980  =  9n95M 

0^0000 

9»7226 

8.6538 

9- 7301 

9.6184 

ii) 
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9n2663  =  9n7353^  +  9n8247y  +  Qn^QO?«  +  8.9868^+  9.3003«  +  8. 8580  w 
94881=9^5820  9n7557  9fiH82  8.9577  9-^424  8.1636 

9^6516  =  9^4059  9116990  9«0447  8.9177  90138  8^2533 

8^1202  =  9„i95i  9»653i  8^9740  8.8828  8.9113  8^5665 

9.1054  =  8^5699  9n594i  8^9058  8.8470  8.7804  8^7242 

Die  Bildung  der  Normalgleichungen  aus  diesen  Coefficienten  ist  ausführlich 
bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (pag.  327  ff.)  behandelt.  Entlehnt  man  nun 
dieser  Rechnung  die  für  die  Bildung  der  Eliminationsgleichungen  nothwendigen 
Grössen,  und  bildet  die  Controlgrössen  [as],  [bs]  etc.  (vergl.  pag.  317)  so  gestaltet 
sich  die  Elimination  nach  den  früher  (pag.  339  ff.)  gegebenen  Vorschriften  wie  folgt, 
wobei  jedoch  mit  Rücksicht  auf  die  im  §  6  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
(pag.  363  ff.)  gemachte  Bemerkung  die  Elimination  nur  bis  zur  vorletzten  Unbe- 
kannten durchgeführt  wurde : 


X 

+  3.1865 
0.5033« 

-f- 

3-4049 
0.53211 

0* 

00 

+       1.3742 

0.13805 

■f 

i 

1.4853 
0.17182 

u 

fr 

0.4592 
9„6620o 

n 

s 

Proben 

• 

—  1.0222 

o„oo954 

—  0.1590 
9^20141 

+  7.8105 
0.89268 

E 

0.02880 

+ 

4.7297 
3.6384 

-+-    2.  3616 

4-  1.4684 

+ 

1-3453 
1.5871 

—  2.0300 

—  1.0923 

—  1.3478 

—  0.4907 

—  0.5159 

—  0 . I 699 

4-  7.9478 
-f-  8.3460 

■f 

1.0913 
0.03794 

-i-  0.8932 
9.95095 

—  0.2418 
9^38346 

—  0.9377 
9»972o6 

—  0.8571    i  —  0.3460 

9«93  303l        9*53908 

1 

—  0.3982 
9^60010 

—  0.3981 
E 

9.63474 

-1- 1.7681 
-j-  0.5926 

0.6311 
0.6406 

1.5927 
—  0.4408 

—  1.2625 

—  0. 1980 

—  0.4725 

—  0.0686 

4-  ».8073 
4-  3.3684 

9.9I30I 
'9.66851 

9n34SS2 
9,62731 

9nSo623 

9n934l2 
9n9370i 

9.23423 

4-  "-1755 
+  0.7311 

0.0095 
0.1979 

—  1.1519 

—  0.7675 

—  I . 0645 

—  0.7015 

0.4039 
—  0.2832 

—  0.5611 

—  0.3259 

-h  0,4444 
9.64777 

-h 

0.1884 
9.27S08 

—  0.3844 
9^58478 

—  0.3630 
9«5599i 

1 
—  0. 1207 

9„o8i7i 

—  0.2352 

9«37i44 

—  0.2353 
E 

4- 

1.5484 
0.6924 

—  0.3078 

—  0.4765 

—  0.1085 

—  0.2140 

—  0.0143 

—  0.0741 

4-  4.5795 
4-  3.6407 

4- 

0.8560 
0.0536 

-f-  0.1687 

4-  0.2078 

-h  0.1055 
-+-  0.1899 

+  0.0598 
-j-  0.0767 

4-  0.9388 

4-  0.0882 

-f- 

0.8024 
0.0799 

—  0.0391 

—  0.1630 

—  0.0844 

—  0.1539 

—  0.0169 

—  0.0512 

4-  0.8506 

—  0.0997 

-h 

0.7225 
9.85884 

+  0.1239 
9.09307 

+  0.0695 
8.84198 

-f-  0.0343 
8.535*9 

4-  0.9503 
9.97786 

4-  0  950» 
E 

-f- 1 .5016 

-h  0.3279 

-+-  1.2568 
+  0.1473 

-f-  0.4841 

4-  0.0510 

—  1.7 102 

—  2.5056 

-f  1.1737 
-f-  0.8057 

+  1.1095 
-f-  0.7365 

+  0.4331 
■f  0.2973 

+  0.7954 
4-  0.342a 

1 
1 

1 

-f-  0.3680 
-f-  0.3325 

4-  0.3730 
-h  0.3140 

-h  0.1358 
-j-  0.1044 

4-  0.4532 
4-  0.2034 

1 

+  0.0355 
-+-  0.0212 

-f-  0.0590 

4-  0.0119 

4-  0.0314 
-+-  0.0059 

4-  0.2498 
4-  0.1630 

+  0.0143 
8.I5S34 

-h  0.0471 
8.67302 

-h  0.0255 

8.40654 

1 

4-  0.0868 

-1-  0.0869 
E 
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Um  zu  zeigen,  dass  in  der  That  die  Bestimmung  der  letzten  Unbekannten, 
mit  einem  einigermaassen  genügenden  Grade  der  Annäherung  aus  diesen  Gleichungen 
nicht  möglich  ist^  will  ich  des  Heispieles  halber  die  Elimination  vollenden,  man 
erhält  so,  das  Schema  fortsetzend: 

+  1.1978     +  0.4811 
9„i5869      +  0.0662     +  0.0229 

4-  1.1316     +  0.4582 
9^89509      +  0.6732     +  0.2718 

^  +  0.4584     +  0.1864 

9„9i2i4      -+-  0.2965     +  0.0986 

+  0.1619     +  0.0878 
8.98314      4-  0.0067     -t-  0.0033 

+  0.1552     +  0.0845 
0.51768      +  0.155 1     +  0.0840 

+  o.oooi     4-  0.0005 

so  dass  in  der  That  der  für  die  Bestimmung  der  letzten  Unbekannten  nothwendige 
Coefficient  weit  innerhalb  der  Grenzen  der  Unsicherheit  der  Rechnung  liegt  und 
wohl  auch  in  ähnlichen  Fällen  der  theoretischen  Ableitung  entgegen  (pag.  331)  ne- 
gativ gefanden  wird. 

Bestimmt  man  die  Summe  der  Fehlerquadrate  nach  den  bekannten  Formeln 
(P^-  337)  33^)?  ^^^  übrig  bleiben,  wenn  man  von  der  letzten  Unbekannten  absieht, 
so  erhält  man : 

|w«5]  =  1.9368  .  y) 

Aus  der  letzten  Eliminationsgleichung  folgt  aber  (logarithmische  Ooefficienten] : 

u  =  0.25120  +  0,151768  tt> 

da  der  Coefficient  von  to  grösser  als  die  Einheit  wird,  so  lehrt  dieser  Umstand  (vergl. 
pag.  364),  dass  es  in  der  That  zweckmässiger  gewesen  wäre,  als  letzte  Unbekannte 
u  anzusetzen,  doch  ist  dieser  Factor  hinreichend  klein,  so  dass  ein  wesentlicher  Nach- 
theil für  die  Rechnung  daraus  nicht  entstehen  kann.  Substituirt  man  nun  diesen  Werth 
von  u  der  Reihe  nach  in  die  einzelnen  Eliminationsgleichungen  [vergl.  pag.  424), 
so  erhält  man  alle  Unbekannten  als  Functionen  von  w  ausgedrückt;  man  findet  so, 
indem  wieder  alle  Coefficienten  logarithmisch  verstanden  werden: 

«1  =  0.25120  +  0,151768«? 

t  =9,^41207  -h  9. 67085 1£? 

z  =  o.  14004  4-  0,134848«;  }         ^) 

y  =  8.44778  4-  9„o6o36tt? 

a:  =  8.  23547  4-  8„663i2WJ 

Die  erste  Columne  rechts  vom  Gleichheitszeichen  gibt  also  die  wahrschein- 

* 

liebsten  Correctionen  der  Elemente,  wenn  man  w  =  o  setzt;  substituirt  man  dem- 

Oppolxer,  BahnbAfitimninngeii.  U.  54 
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nach  die  Weidie  Ton  8  pag.  425}  in  die  Gleiclinngen  ß\  (pag.  423)  und  schafft  die 
Ton  w  anabhingigen  Correctionen  anf  die  linke  Seite  des  Gleichheitszeichens,  so 
erhah  man  als  neue  Redingongsgleichnngen  zur  Bestinmrang  von  w  sofort  (Co^- 
cienten  nicht  logarithmisch  : 


Bectascensionen . 
-^  0.4510  =  +  0.0061  w  , 
+  0.9636  =  —  0.0042  w  , 

—  0.0502  =  —  0.0079  «c  . 

—  0.21  II   =  —  0.0071  w  , 

—  0.1035  =  —  0.0046  w  . 

—  0.4406  =  H-  0.0007  ^  y 
+  0.1926  =  +  Ö.0195  w  , 


Declinationen. 

—  0.2318  =  +  0.0016  fO 
-f-  0.3249  =  +  0.0012  U) 

—  0.2180  =  —  0.0027  ^ 
+  0.3004  =  —  0.0031  w 

—  0.4396  =  ^—  0.0026  fO 
-|-  0.0064  =  —  0.0006  w 
+  0.1609  =  +  0.0077  w 


«) 


Die  Grossen  links  vom  Gleichheitszeichen  stellen  also  die  minimalen  Fehler  dar, 
wenn  man  «7  =  0  setzt ;  die  Summe  dieser  Fehlerquadrate  muss  daher  mit  dem  oben 
gefundenen  Werthe  y)  (pag.  425)  von  [i»f»5]  stimmen,  in  der  Thfit  ist: 

n  n]  =  \  .9368 . 

so  dass  die  Uebereinstimmung  zufällig  vollkommen  ist;  man  sieht  aus  den  Glei- 
chungen i]  sofort 9  dass  die  Bestimmung  von  w  sehr  unsicher  ausfallen  muss,  da 
alle  Coefficienten  dieser  Unbekannten  klein  sind,  doch  übersteigen  die  meisten  weit 
die  Unsicherheit  der  Rechnung;  vergleicht  man  also  dieses  Resultat  mit  dem  der 
obigen  Elimination,  so  sieht  man  sofort  ein,  dass  die  Zurückfuhrung  des  Zusammen- 
hanges der  unsicheren  Unbekannten  mit  den  Beobachtungen  auf  die  einfachste 
Form  in  der  That  ganz  wesentliche  Vortheile  bringt. 

Führt    man    nun    wieder,    um    die   Rechnung  einfacher    zu   gestalten    (loga- 
rithmisch.  : 

fo'  =  8.2900  w 

eiti.  so  erhält  man   durch   die  Anwendung   der  Methode   der  kleinsten  Quadrate  w' 
bestimmt  durch: 
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(o'o'j   ' 


es  ist  aber: 


[o'«']  =  +  0.0551 
[a'a]  =  +  1.7278  , 

also  log  fv'  =  8.5038 
log  w  =  0.2138  , 

substituirt  man  diesen  Werth  von  tc  in  die  Gleichungen  d)  (pag.  425),  so  resultirten 
aus  denselben  die  Werthe  der  Unbekannten,  die  mit  Rücksicht  auf  die  in  a)  (pag.  423) 
eingeführten  Homogenitätsfactoren  und  unter  Beachtung  des  Umstandes,  dass  die 
Unbekannten  dlog  q,  öT  und  d^  zunäclist  im  Bogenmaasse  erscheinen,  also  durch  die 


i2T 

Hnltiplication  mit  dem  Siiiiis  einer  HD^ensekimJe  auf  Einheiten  des  lUdius  zurück- 
[efiihrt  werden  miisscii,  iii  die  Aendeniagen  der  Elemenle  leicht  umgesetzt  werden 
können : 

log  «J  =^  0.2138  S  e  ^  +  0.0000603 

\og  u  =  o„5570  iiT  =    -  0.000737 

log  (    =  9.7062  Ö  log  q  ^  -^-  O.OOOOOIO 

log  z  =i  o„356o  Ö^'  ^  — ■  2"43 

logy  =q„204i  ha'  =  —  0  75 

log  3;    =  8„7643  ai'  =  — 0.15   . 

Substituirt    man    den    oben    gefundenen   Werth  von    w 
wandelt  alles  in  HogenmaasB  und  fiihrt  überdies  &tatt  t 
tgbäXt  man  nach   den  Differential forraelii   die   fulgemie  DarsteUung  der  Orte,  wobei 
iber  für  das  wahrscheinlichste  System  be=^o  zu  setzen  ist: 


}>„ 


-  3  93 


in   die   Cileichungeii  e)   ver- 
n  die  Unbekannte  he  ein,  so 


cos  d  da 


Dec.  22.5 

—  2  10  —  0  75  10 

.       27.0 

+  4.42   +0.52 

Jan.      4.0 

—  0.17  4-  o.gS 

9.0 

—  O.QI    +  0.88 

»        15.0 

—  0.44  +0.57 

.       22.0 

—  2.01  —  0.0g 

Febr.    5.0 

+  0.73  -  2.4t 

Die  verbesserten  Elemente  sei 

i>e 


dS 

—  i"o7  - 
+  1-47  - 

—  o  97  - 
+  1-39  - 

—  1 .98   +  o, 
+  0.03  +  o. 

+  0.67  - 

Ibst  werden  erlialteii 


■  o"20  10^  öe 


eh  die  Hinziifugung  der 


[!oiTeGti< 


T^i 


mittl.  Aequat. 
1866,0 


cf  I.  1866 
1866  Januar  1 1.170960  mittl.  Berl.  Zeit. 
'  =  342''28'2o"95 
['=  202''54'48"3i 
'  ^  I43"i9'35"g5 
log  y  ^  9.9896815 
«  =  0.9054272  . 
i  diesen  Elementen  die  Darst<dlung  der  t)rte  direet,  s«  tindet  man 
iDe  völlige  Liebereiiistirainniig  mit  den  Werthcn  in  ^')  innerhalb  der  Unsicherheit 
r  siebenstelligen  Itechnmig;  würden  aber  die  erforderlichen  Correetiunen  der  E1&- 
nte  wesentlich  grösser  sein  als  in  dem  vorliegenden  Falle,  8U  könnten  leieht 
erhebliche  Differenzen  zwischen  den  Kexultateii  der  directen  llechnung  und 
men  der  Differentialformelu  auftreten:  man  würde  in  einem  solchen  Falle  die  Auf- 
jqung  der  Nurmalgleichungen  zu  wiederhulen  haben;  hierbei  wird  es  aber,  wenn 
ioht  die  zu  Oruiide  gelegten  Elemente  allzu  fehlerhaft  waren ,  nur  nöthig  sein, 
3ie  mit  n  verbundenen  (_'ocfticienten ,  also  inN|,  [6n]. . .  jy'/i'  neu  zu  rechnen,  und 
demnach  bei  der  Auflösung  der  Normalgleiebuiigeu  nur  die  vorletzte  Ciihimne ,  die 
die  «-Wertho  enthält,   abzuändern.     Für  die  Werthe  von  «  müssen  natürlich  die  Ke- 

Ktate   der   directen  Vergleicbuiig  der   verbesserten  Elemente  mit  den  Normiilorten 
I 
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zu  Grunde  gelegt  werden.  Die  Gleichungen  C)  (pag.  427)  zeigen,  das«  man  woUie 
innerhalb  der  Grenzen  dz  0.003  abändern  darf,  ohne  gerade  mit  den  Beobachtangien 
in  Widerspruch  zu  gerathen ;  jede  Aenderung  von  d  e  bewirkt  aber  nach  den  Glei- 
chungen d]  (pag.  425)  eine  Aenderung  von  q,  man  erhält  aus  diesen  die  diesbezüg- 
liche Relation: 


h  log  q  =  8.3862  he  , 

also  sind  die  in  d  log  9^  bewirkten  Aenderungen  ±  0.000  0730,  wenn  man  Ö€  um 
zb  0.003  abändert.  Die  grosse  Achse  und  die  Umlaufszeit  in  siderischen  Jahren 
bestimmt  sich  nach : 

ist  also  nach  den  obigen  Elementen: 

loga=  1.0139152 

U  =  33.17973  sid.  Jahre. 

Macht  mau  aber  von  den  obigen  als  möglich  bezeichneten  Aenderungen  Gebrauch, 
so  findet  man  für :  , 

rf«  =  +  0.003  de  =  —  0.003 

dlogq  =  +  0.000  0730  dlogq  =-  —  0.0000730 

log  a  =  1.0279880  log  ö  =  1.0002797 

U  =  34  83  U  =  31.65  , 

d.  h.  die  Umlaufszeit  kann  zwischen  den  Grenzen  31.65  und  34.83  Jahren  ange- 
nommen werden,   ohne  mit  den  iieobachtungen  in  Widerspruch  zu  gerathen. 


§  7.    Bestimmung  der  Bahnelemente  eines  kleinen  Planeten  ans  den 

Beobachtungen  einer  Opposition. 

Die  Anwendung  der  in  dem  vorausgehenden  Paragraphen  entwickelten  Me- 
thoden auf  die  Bestimmung  der  Bahnelemente  eines  kleinen  Planeten  aus  den  Be- 
obachtungen einer  Opposition  scheint  auf  den  ersten  Blick  keinen  theoretischen 
Schwierigkeiten  unterworfen  zu  sein,  doch  wird  man  sich  derselben  sofort  bewasst 
werden,  wenn  man  erwägt,  dass  die  Bahnelemente  in  dem  vorliegenden  Falle  nie- 
mals  mit  einem  hohen  Grade  von  Genauigkeit  bestimmt  werden  können,  da  der  von 
den  Planeten  innerhalb  des  Zeitraumes  der  vorhandenen  Beobachtungen  zurück- 
gelegte heliocentrische  Bogen  ein  massiger  sein  wird ;  man  wird  deshalb  in  der  Lage 
sein,  die  Elemente  der  Planeten  innerhalb  verhältnissmässig  weiter  Grenzen  zu  var 
riiren,  ohne  auf  eine  gute  Darstellung  der  Beobachtungen  verzichten  zu  müssen. 
Sind  aber  die  an  die  Elemente  anzubringenden  Incremente  gross,  so  wird  man  nicht 
erwarten  dürfen,  dass  der  Zusammenhang  derselben  mit  den  Beobachtungen  ein  linearer 
bleibt;  genügen   aber   die  Bedingungsgleichungen  nicht   völlig  diesen  Bedingungen, 
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SO  wird  jede  auf  diese  Voraussetzung  begründete  Lösung  mit  Fehlem  behaftet  seih, 
die  unter  Umständen  ganz  beträchtlich  sein  können.  Der  durch  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  gestellten  Forderung  des  linearen  Zusammenhanges  wird  man 
aber  in  verchiedener  Weise  durch  entsprechende  Wahl  der  willkürlichen  Constanten 
des  Problemes  genügen  können,  und  in  der  That  lässt  sich  für  den  vorliegenden 
Fall  eine  Wahl  derselben  treffen,  die  in  viel  höherem  Maasse  der  gestellten  For- 
derung entspricht,  als  die  in  den  vorstehenden  Methoden  eingeführten  Elemente. 
Man  gelangt  dadurch  zu  einer  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe,  die  eine  sonst  mehr- 
fach zu  wiederholende  Aufstellung  der  Bedingungsgleichungen  in  kurzer  und  sicherer 
Weise  umgeht,  und  um  so  werthvoUer  wird,  wenn  man  sich  nicht  begnügt  die 
wahrscheinlichsten  Elemente  allein  zu  bestimmen,  sondern  auch  jene  Elemente  auf- 
sucht, die  die  Eigenschaft  haben,  noch  in  erträglicher  Weise  sich  den  Beobach- 
tungen anzuschliessen,  eine  Untersuchung,  die  insbesonders  bei  in  Verlust  gerathenen 
Planeten  oft  von  grosser  Bedeutung  sein  kann. 

Es  lässt  sich  nach  I  pag.  108  jede  heliocentrische  Coordinate  z^  y,  z  inner- 
halb massiger  Zeitgrenzen   mit  Vortheil  als  Funktion   der  Ausgangscoordinaten  x^^ 

yo,  «0  ^^d  deren  Geschwindigkeiten  -^  ,  -j^  ,  -^  darstellen;  nämlich: 


X  =  qxq  -f-  b 

y  =  ayo  +  * 

z  =  azo  +  Ä 


dxQ 
dt 

d9o 
dt 

dKo 


I) 


dt  * 

wo  a  und  b  für  jede  der  drei  Coordinaten  identische  Funktionen  der  Ausgangs- 
coordinaten, Geschwindigkeiten  und  der  Zwischenzeit  t  sind;  in  der  ersten  An- 
näherung kann  aber  a=  1  und  b  =  T  gesetzt  werden,  woraus  man  den  Schluss 
ziehen  kann,  dass  die  Variationen  der  Coordinaten  und  der  Geschwindigkeiten  für 
die  Ausgangsepoche  im  Allgemeinen  einen  geringen  Einfluss  auf  a  und  b  zeigen 
werden.  Hierbei  wird  die  Zeit  von  der  Epoche  der  Ausgangscoordinaten  gezählt 
gedacht,  ausgedrückt  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  multiplicirt  in  die 
Constante  des  Sonnensystems  k,  man  hat  also  die  ebenfalls  am  citirten  Orte  ange- 
führten Relationen : 

k  t  =  T  j     k  d  t  =  d  T  . 

Setzt  man  der  Kürze  halber : 

dxp    w         rfyo   ^         dxp    ^.  . 

so  wird  man  statt  1}  zu  schreiben  haben: 

X  =z  axQ  -i-  b  §0 

y  =  ayo  +  brj^  }  3) 

z  =  a  Zq  ^  b  Kq  . 


86tEt  man: 


^^  +  yo'-*  +  V  =  ro^  1 


^30 


also: 


«0  f  0  +  yo  ^0  +  «0  ?0  =  ^0    (^)  y 

80  hat  man  für  a  und  b  nach  I  pag.  109  die  Reihen: 


4) 


a  =  I 


5) 


welche  wohl  stets  innerhalb  der  hier  in  Aussicht  genommenen  Ausdehnung  aus- 
reichen werden.  Zur  Berechnung  von  \-p)  kann  man  wohl  die  Relation  4)  be- 
nützen, kürzer  wird  sich  aber  die  Rechnung  gestalten  (vergl.  pag.  89),  wenn  man 
berechnet : 


d  r©  sin  ^0  •***  ^'o 


6) 


WO  also  ^0}  Po  der  Excentricitätswinkel  und  der  Parameter  der  Ausgangselement^  ist 
und  die  aus  den  letzteren  folgende  wahre  Anomalie  zur  Zeit  der  Ausgangsepoche 
durch  Vq  bezeichnet  wird.  Die  nochmalige  Differentiation  nach  der  Zeit  gibt  in 
Verbindung  mit  der  bekannten  Relation  (vergl.  I  pag.  45]  : 

r^dv  =  Vp  (kdt) 

d^rp  sinyocogPo  ^ 

Durch  die  Gleichungen  6)  und  7)  werden  also  die  in  den  Gleichungen  5)  auftreten- 
den Differentialquotienten  leicht  berechnet  werden  können.    Setzt  man  also : 

^3  =  ^  (Ü)  =  T^5  (''Q   dl) 
^3  =  —  6^ 


8) 


SO  sind  die  in  8)  bestimmten  Coefficienten  in  einem  gegebenen  Falle  bestimmte 
numerische  Constanten  und  man  hat  zur  Berechnung  von  a  und  b  die  bequemen 
Formen : 


a  =  I  +  -^2  T^  +  -^3  r*  -j-  -^4  IT*  -f- . . . 

b  =  T  {l  +  B^  z'^  +  B^  T^  +.] .)    . 


} 


9) 


Es  sollen  nun  als  die  sechs  Constanten  des  Problemes  (Elemente)  die  Grössen 
^>  yo>  ^?  ^oj  '^o   ^^d  C„  gewählt  werden,    ohne   noch   vorerst    über  die  Lage  des 


*)  ^44  kann  noch  berechnet  werden  nach =-  g^  —  -r-^  1  -r^l s  .  welche  Transfdrmi- 

%ro^^        8ro^\rf?/  uro* 

tion  sich  leicht  aus  den  folgenden  Kntwickelungen  ergibt  (vgl.  Gleichung  14). 
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rdinatensystemes,  ausser  der  Bedingung,  dass  der  Anfangspunkt  in  den  Sonnen- 
«Ipunkt  gelegt  ist,  weitere  Hestimmungen  zu  treffen.  Es  wird  sich  also  mit 
iksicht  auf  die  Gleichung  3)  (pag.  429)  jede  Variation  einer  heliocentrii^chen 
rdinate  als  Variation  der  obigen  Elemente  darstellen  lassen  und  man  erhält,  in- 
i  man  die  Ermittelung  der  Variationen  der  Grössen  a  und  b  vorerst  symbolisch 
jtellt  und  deren  Entwickelung  auf  später  vorbehält,  das  folgende  System: 


b  X 

bx 

bxo 


^^  (fe)  +  ^« 

"  +  y»  (570)  "^  ''• 
y«  (li)  + 10 

(57«)  +  ^^ 


20 


=  «0 


dx 

dx 
5fo 

Äy 
öy 

bz 

dt 

dz 

5& 


=  a:, 


r  =  *o 


=  Vo 


*+y«fö 

(dfo) 


=       yo 


=  «0 


'0 


=  6  +  ^ 


+MJD 
+»(55) 


10) 


Die  nächste  Aufgabe  wird  nun  darin  bestehen,  die  Bedeutung  der  symbo- 
1  angezeigten  Differentialquotienten  näher  zu  entwickeln.  Beachtet  man  die 
drücke  5)  ipag.  430),  so  sieht  man  sofort,  dass  die  Differentiation  nach  jeder  Co- 
nate  und  deren  Geschwindigkeit  völlig  analoge  Ausdriicke  ergeben  muss;  da 
angeführten  Ausdrücke  die  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  nur  in  r©  und 
;n  Derivationen  enthalten,  die  selbst  völlig  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  letzteren 
lut  sind.  Es  wird  also  die  Durchführung  der  Differentiation  nach  Xq  und  ^  allein 
iigen,  um  die  analogen  Formen  für  die  Derivationen  von  y©?  '?ü>  ^  ^^d  ^q  ^^^" 
•eiben  zu  können ;  und  auch  diese  Operationen  lassen  sich  wesentlich  verein- 
ten, wenn  man  die  folgenden  Bemerkungen  beachtet. 

Zunächst  wird  man  berücksichtigen,  das  ist: 


^0 


ti'o 


■0 


t  man  weiter: 


("fe)='' . 


st  offenbar  nach  4)    (pag.  430] : 


bh' 

dXn 


=  1«, 


bh' 


12) 
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Um  für  die  zweiten  DiiSerentialquotienten  von  r»  die  entsprechendan 
rentiatioDen  ausfuhren  zu  können,  werde  ich  die  bei  der  Hansen-Tietjen'schen 
Methode  (pag.  142)  der  Stomngsrechnung  aufgestellte  Gleichung  heranziehen;  die* 
selbe  wurde  an  der  citirten  Stelle  gefunden: 


eßir) 
dfl 


-[r)(^y+^=^ir)SB-{r)2u>; 


bemerkt  man,    dass   für  die  ungestörte  Bewegung  der  Ausdruck  rechter  Hand  ver- 

dl      .^  dv 

dt  "^^^  irt 


j  7      J-. 

schwindet  und  (r)  mit  r  und  j-  mit  -^  identificirt  werden  darf,   so  wird  geschrieben 


werden  können: 


d^ro 
d 


Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch  das  Quadrat  der  Constante  des 
Sonnensystems,  sei  durch  g^  bezeichnet,  so  wird  g^  leicht  (vergl.  I  pag.  44)  be- 
rechnet werden  können  nach  : 


a^  = ; 


13) 


es  ist  aber  überdiess 


9^  =  S,-^  +  .y.-^  +  t„-^  =  (ro  ^-^f  +  [^^'  , 


man  wird  also  haben : 


=  ^o.-ro(^) 


Führt  man  diese  Relation  in  A4  8)   (pag.  430J  ein,  so  findet  sich: 
^^  =  1^.1-^-  '5^.(1?)' H-3r„,^j  =  -^^,-^,*''  +  ^i^'.     .4) 


wobei  ist: 


dxQ 


S-  =  o 


«5; 


es  wird  also: 

bxQ          2     rtf^    ^       b^o 

bAs 5^ldro\     .       lo 

bxQ              iro^\djj    '     2rQ^  ' 

0^3  _     X(i 

d  lo         2  ro^ 

bAi              '    '    1      35  läro\2 
bxo~     iro»    '    «roMrfT/ 

S     -2i  ^             5    /rfro 
8ro7  ^  )  5"         4roe\rfx 

bAi s^  ldro\    1       lo 

bBz          xq             bB^ 
bxo         ir^  '          d|o 

b  Bi               Saro/^ro\    .      lo 
bx^                4rüßWT/          4rü-»' 

^     16) 
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es  ist  aber  offenbar  nach  9)    (pag.  430] : 


bA2 


bAi 

hXQ 


bAi 


ÖXq  OXq  OXo 


ba  b  A2    ,,    .     d  «^s     ^    I     d  '^     i 


Wo~'^'^^'^T^''^'^   'STo 


bb_  _  d^    3  4.  *^^4 


d& 


bB, 


Siibstituirt  man  nun  in  diese  Ausdrücke  die  in    i6)    pag.  432)   gefundenen  Diffe- 
rentialquotienten und  setzt  abkürzend: 


welchen  Ausdrücken  man  auch  die  folgende  Gestalt  geben  kann: 

a  ^  a2T^  {i  +  a^T  -\-  04  r'^) 

y=Y4T* 
«4  = 


12  ro^  \ro 


'i+»rii'-5,'' 


I 


1^3  = 


»ro= 


^<  ^ro    \drl 


y*  —  4r«» 


17) 


SO  findet  sieh  leicht: 


ba 
bxQ 

ba 

ba 
bso 


ö  ^  +  /?  Co  J 


bxo 

= 

da 

bb 

— '■ 

da 

da 

ßvo  +  rvo  » 

/^  «0  +  y  Co  , 


d6 

y^o 

05 
ä«7o 

yyo 

d5 

— 

y  V 

18) 


Es  ist  somit  die  Möglichkeit  geboten,  die  Variationen  der  rechtwinkeligen 
heliocentrischen  Coordinaten  für  Zeiten,  die  nicht  zu  weit  von  der  Ausgangsepoche 
abstehen,  durch  die  Variationen  der  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  zur  Zeit  der 
Ausgangsepoche  darzustellen.  Die  Beschränkung,  dass  die  Zwischenzeiten  nicht  zu 
gross  sind,  kommt  für  kleine  Planeten,  die  nur  in  einer  Opposition  beobachtet 
wurden,  nicht  weiter  in  Jietracht,  da  in  der  That  für  diese  die  obigen  Formeln  eine 

Oppolzer,  BahnbeRtinunuiiKen.  11.  55 
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stets  ausreichende  Genauigkeit  liefern  werden,  um  so  mehr,  wenn  man  .als  Ausgangi- 
epoche  einen  Zeitpunkt  annimmt,  der  nahe  mit  der  Mitte  der  Zeiten  der  Normal- 
orte  zusammenfallt.  Uehrigens  kann  man  im  Falle  grosser  Zwischenzeiten  die  Ton 
Kühnert  Astr.  Nachr.  No.  2266  entwickelten  geschlossenen  Ausdrücke  benutzen. 
Die  Variationen  der  heliocentrischen  rechtwinkeligen  Coordinaten  können 
leicht  in  Variationen  der  geocentrischen  polaren  Coordinaten  übertragen  werden 
(vergl.  I  pag.  31)  durch: 

cos  pöl  = -j-  0  X  -\ -j  dy 

in  welchen  Ausdrücken  ^  die  geocentrische  Entfernung  darstellt,  k  und  ß  die  geo- 
centrischen polaren  Coordinaten  vorstellen  und  an  welche  blos  die  Bedingung  ge- 
knüpft ist,  dass  sie  sich  auf  dasselbe  Coordinatensystem  beziehen,  auf  welches  die 
Variationen  der  Coordinaten  bezogen  sind.  Da  aber  das  letztere  bezüglich  der  Rich- 
tungen der  Achsen  völlig  willkürlich  war,  so  wird  es  zweckmässig  erscheinen  für 
die  Lage  derselben  eine  solche  Wahl  zu  treffen,  dass  sich  einerseits  die  Rechnungen 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  möglichst  einfach  gestalten  und  anderer- 
seits, was  noch  wesentlicher  ist,  die  Unsicherheit  in  den  Elementen  so  weit  als 
thimlich  auf  zwei  Elemente  zuriickgedrängt  wird ;  es  sollen  für  diese  letzteren  Ele- 
mente die  Grrössen  Xq  und  ^0  gewählt  werden. 

Da  sich  die  scheinbare  Bahn  eines  kleinen  Planeten  in  einer  Opposition  nie 
allzuweit  von  einem  grössten  Kreise  entfernt,  so  wird  man  zweckmässig  den  grössten 
Kreis  als  Fundamentalebene  wählen,  der  sich  den  beobachteten  Orten  möglichst 
nahe  anschliesst,  und  als  Anfangspunkt  der  Zählung  in  diesem  grössten  Kreise  jenen 
Punkt  annehmen,  der  die  Quadratsumme  der  Entfernungen  der  Orte  von  demselben 
zu  einem  Minimum  macht.  Da  aber  die  Lage  des  Coordinatensystemes  nur  nähe- 
rungsweise diesen  Bedingungen  zu  entsprechen  braucht,  so  wird  es  genügen,  ein 
nahe  richtiges  Verfahren  einzuschlagen.  Die  hierfür  anzuwendenden  Formeln  werden 
sich  sehr  leicht  ergeben,  wenn  man  die  Sinus  aller  auftretenden  kleinen  Bogen  mit 
den  Bogen ,  die  Cosinus  mit  der  Einheit  vertauscht.  Seien  ax ,  «2,  «3  . . .  a^  und 
<^i»  <^2)  <^3  •  •  •  <5n  die  Rectasccnsionen  und  Declinationen  der  n  zu  Grunde  gelegten 
Beobachtungen,   so  bestimmt  man  zunächst : 

-4-  . . .  o-l  I 

20) 


1 

«m  —    „    («i  +  «2  +  «3  +  •  •  •  öfi) 

t 

<^m  =^    —    (dl   -1-  ^2  -f-  «^3  +   •  •  •   <5„) 

und  rechnet: 

/ 

^1  —  •>!  —  «m)  COS  d^  ,      y,  —  dl  - 
Xc^  —  [a<i       a^)  cos  d^^  ,     j/2  —  d2 

21) 

» 

^n  =  («n  —  «m)  ^os  6^  ,      f/n  =  ^n 
so   wird    a^  und   d^  nahe   jenem   Punkte  der   Fundamentalebene  entsprechen,  der 
als  Ausgangspunkt  der  Zählung    den  oliigen  Bedingungen  zufolge  gewählt  werden 


m 
m 

m 
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kann.  Bezeichnet  man  mit  s  den  Winkel,  den  der  gesuchte  grösste  Kreis  mit  dem 
durch  den  Punkt  (a,^,  d^)  gehenden  Parallelkreise  einschliesst,  so  wird  der  Abstand 
des  Normalortes  von  diesem  grössten  Kreise  (y  j  innerhalb  der  gestatteten  Annähe- 
rungen dargestellt  werden  durch: 

y'  =  y  cos  €   —    2?  sin  fi  , 

eine  solche  Gleichung  wird  jeder  Normalort  geben;  quadrirt  man  und  addirt,  so 
erhält  man: 

-  (y'a) 2  =  ^  (y«  cos  €)2  +  2  (xa  sin  e)^  —  2  [x^  y^  sin  2  e)  ,  22) 

wobei  sich,  das  Summenzeichen  auf  den  Index  a  von  x  und  y  bezieht  und  den 
Gleichungen  21)  entsprechend  der  Reihe  nach  für  a  die  Indices  i^  2  ..,  n  einzu- 
setzen sind. 

Statt  der  Relation  22 j  kann  noch  geschrieben  werden: 

Soll  nun  ^(y'g)2  ein  Minimum  werden,  so  erhält  man,  da  rechter  Hand  vom 
Gleichheitszeichen  nur  €  variabel  ist,  sofort  zur  Bestimmung  von  2  £  die  Gleichung ; 

o  =  (^  (a?J2  _  V  (yj2  j  sin  2  €—  2  2  (y^arj  cos  2  €  , 
daher 

Diese  Gleichung  gibt  für  21  zwei  um  180®  verschiedene  Winkel,  von  denen  die 
eine  Bestimmung  dem  hier  geforderten  Minimum,  die  andere  dem  Maximum  ent- 
spricht; man  wird  meist  leicht  auf  den  ersten  Blick  entscheiden  können,  welchen 
Quadranten  man  zu  wählen  hat,  jedenfalls  wird  man  also  denselben  so  zu  be- 
stimmen haben,  dass  der  Ausdruck: 

{2{Xa)^  —  2 (yJ2  }  cos  2  €  -f-  2  2  [Xaf/a)  sin  2  € 
positiv  wird.  Diese  Bedingung  kann  man  aber  einfach  dadurch  ausdrücken,  dass 
man  sagt,  dass  cos  2  6  das  Zeichen  des  Nenners  von  23),  siu2£  das  Zeichen 
des  Zählers  erhält ;  denn  dividirt  man  etwa  den  letzteren  Ausdruck  durch  den  Coefß- 
cienten  von  cos  2  €,  und  ersetzt  in  dem  Ausdrucke  den  so  entstandenen  ('oefficienten 
durch  die  Relation  23) ,  so  erhält  mau  den  Schluss,  dass  cos  2£+tg2esin2€==  sec  2  £ 
das  Zeichen  des  Nenners  von  23)  haben  muss. 

Ist  einmal  £  bestimmt,  so  folgt  leicht  aus  dem  in  Betracht  kommenden  recht- 
winkeligen  sphärischen  Dreiecke  für  die  Rectascension  des  aufsteigenden  Knotens 
n  und  die  Neigung  des  Aequators  /,  die  stets  kleiner  als  90^  angenommen  werden 
darf: 


tg/sin  {a^  —  n)  =tg<J^ 

tg  /cos  (a^  —  il)  =  tg  £  sec  (5^ 


}     24) 


Für  den  Abstand  (^)  des  Ausgangspunktes  der  Zählung  in  diesem  grössten 
Kreise  vom  aufsteigenden  Knoten  wird  man  aus  demselben  sphärischen  Dreiecke 
haben : 

tg^  =  tg  (a^— il)  sec/.  25) 

55* 
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Es  wird  zunächst  das  Hedürfniss  hervortreten,  die  Ueobachtongen  (er,  8)  und 
die  rechtwinkeligen  äquatorealen  Coordmaten  der  Sonne  X ,  Y  und  Z  auf  dieses 
neue  (Koordinatensystem  zu  beziehen;  man  wird  hierfür  leicht  aus  den  Gleichangen 
für  die  Transformation  der  Coordinaten  finden,  wenn  man  mit  l  und  ß  die  polaien 
Coordinaten  des  Normalortes,  mit  (X),  (Y)  und  [Z)  die  auf  dieses  Coordinaten- 
system  bezogenen  rechtwinkeligen  Coordinaten  der  Sonne  bezeichnet: 

cos  (i  cos  (X  +  ^)  =  cos  6  cos  (a  —  JI]  \ 

cos  ß  sin  (A  4-  ^  =  cos  d  sin  (a  —  JI]  cos  /  +  sui  8  sin  / 

sin  //  =  —  cos  ö  sin  (a — JI)  sin  J -{-  ein  ö  cos/ 

n  sin  N  =  sin  ^  cos  J  ,     m  sin  M  =  sin  ^i 

n  cos  iV  =  cos  ^  ,     m  cos  3f  =  cos  ^  cos  •/ 


} 


26) 


27) 


(X)  =ncos{N+n)'X  +  nsin(N+n}>'  F+sin^sin/.  2 
(F)  =— msinfJlf-f-JI)  •  X+mcos  (Jlf-f-il)-  Y+cos^cosZ-Z 
iZ)  =  sin/Isin/- X  —  cosJIsinJ- F-f-cos  J- Z  . 


28I 


> 


29) 


Schliesslich  wird  man  die  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Elemente ,  die 
ebenfalls  auf  den  Aequator  bezogen  angenommen  werden ,  auf  dieses  Coordinaten- 
System  zu  übertragen  haben.  Sei  q\  t,  ui  beziehungsweise  der  Knoten,  die  Neigung 
und  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  bezogen  auf  den  Aequator;  (Q),  (t;  und 
(cii)  die  analogen  Grössen  in  Bezug  auf  das  neue  Coordinatensystem,  so  wird  man 
haben : 

sin.|  (f)  sin  I  (a  +  o]  =  sin  ^  (ö' — JI]  sin  \  [x  +  /) 
sin  I  (f)  cos  i  (a  +  a']  =  cos  |  (q'  —  IT)  sin  -]^  (t"  —  /) 
cos  \  [i]  sin  I  (a  —  a]  =  sin  ^  [q'  —  IT)  cos  *  (t'  -j-  /) 
cos  \  [t]  cos  \  (o  —  a')  =  cos  ^  (q' —  JT)  cos  |  (t  —  /) 

(w)  =  w'  —  (f 
iQ)  =  a—A  . 

Zur  Berechnung  der  heliocentrischen  Coordinaten  hat  man  dann: 

1;  =  r  sin  a  sin  [A  +  v] 
y  ^=^  r  sin  b  sin  [B'  +  o) 
xr  =  r  sin  c  sin  (C  -f-  0)   , 

wobei  gesetzt  ist: 

sin  a  sin  -4  =  cos  (q)  ,  sin  b  %m  B  =  sin  (ö) 

sin  a  cos  A  =  —  cos  [%)  sin  [Q]  ,  sin  b  cos  B  =  cos  (Q)  cos  (t) 

^'  =  ^  +  (w)  ,                   C  =  (w) 

Ä'  =  Ä  +  (w)  .                sin  c  =  sin  (t), 

und  zur  Berechnung  der  geocentrischen  ('oordinaten  wird  sein : 


30) 


31) 


J  cos  k  cos  //  =  a:  +  (X) 
^  sin  X  cos  ß  =  y  +  (Y) 
J  %mß  =  X'^  [Z] 


32) 
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33j 


Man    wird    durch    Anwendung    vorBtehender    Formeln    zur    Kenntniss    der 
Fehler  gelangen,  die  das  der  Untersuchung  zu  Grunde  gelegte  Elementensystem  in 
den    Beobachtungen  übrig  lässt^    wobei   der  Strenge   halber   für  die  Fehler  in  X,  < 
cos  fib  l  zu    setzen    sein    wird ,     wenngleich   sich  cos  ß  der  getroffenen   Wahl   des 
Coordinatensystems  wegen  nicht  wesentlich  von  der  Einheit  unterscheiden  kann. 

Um  nun  alle  Bedingungsgleichungen  aufstellen  zu  können,  wird  es  nöthig 
sein,  die  Formeln  hinzuschreiben,  welche  die  Bestimmung  der  Grössen  Zq,  j/q^  Zq, 
^,  rjQ  und  Cq  für  die  gewählte  Ausgangsepoche  gestatten.  Für  die  Berechnung  der 
Coordinaten  sind  die  nöthigen  Formeln  bereits  oben  angeführt;  für  die  Berechnung 
der  Geschwindigkeiten  wird  man  haben  (vergl.  pag.  95] : 

y  sin  r  =  sin  Vq 

y  cos  r  =  cos  Tq  +  sin  ^0 

&  =  -^  sin  a  cos  (^'  +  rj 

ru  =  ---^  sin  h  cos  [B*  +  T) 

Co  =  -^  sin  c  cos  (C  +  T 

Hiermit  sind  alle  Hilfsmittel  zusammengestellt,  um  die  Bedingungsgleichungen 
zwischen  den  gewählten  Elementen  [Coordinaten  und  Geschwindigkeiten)  und  den 
geocentrischen  Orten  herzustellen;  die  Auflösung  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  wird  also  die  wahrscheinlichsten  Werthe  für  diese  Elemente  finden  lassen; 
es  seien  dieselben  x^^  y,,  «,,  f,,  iy,  und  t\.  Um  aus  diesen  Werthen  die  Elemente 
in  der  gewöhnlichen  Form  herzustellen,  eine  Form,  die  für  die  Bestimmung  der 
Coordinaten  für  eine  beliebige  Zeit  nöthig  wird,  muss  man  den  Uebergang  auf  die 
gewöhnlichen  Elemente  nach  den  folgenden  Formeln  ausführen  (vergl.  pag.  103), 
die  den  früher  gegebenen  Ausdrücken  für  den  Uebergang  auf  osculirende  Elemente 
bei  Encke's  Methode  der  Störungsrechnuug  völlig  entsprechen: 

^/p  cos  (f)  =  a?!  1^1  —  y,  §1 

Mp  sin  [i]  sin  (q)  =  yj  ti  —  Zx  r]^ 

Vp  sin  (f)  cos  (Q)  ==  J^i  Ci  —  z^  §t 

r  cos  tt  =  2?!  cos  (ö)  4-  yi  sin  (Q) 

r  sinu  =  —  x^  sin  (Q)  cos  (t)  +  yj  cos  (q)  cos  (t)  -f-  Zi  sin  (t) 

sin  y  sin  0  =  i^  {  a?!  §1  +  ffx  iji  +  «1  Si  }  \       34) 

sin  a>  CO«  t?  s^  £  —  i 

^  r 

tg\E  =  cot^  (45"  +  i  9>)  tg  I  c 


M=  E  — 


sin 


^  sin  £ 


8in  I 

(w)  =  tt  —  V 

(^)  =  [^)  +  (9) 


a=p  sec  g>' 
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Um  schliesslich  die   gefundenen  Elemente    auf    die  Fundamentaleb^e   des 
Aequators  zu  übertragen,  dienen  die  folgenden  Gleichimgen  : 

a  =  ^  +  (ö) 
cos  I  f'  sin  ^  (ö'  — JT+  o')  =  sin  |  a  cos  |  {  (t)  —  /} 
cos  {  t  cos  \  [q' — Jl+a')  =  cos  I  a  cos  \  {  (t)  +  /) 
sin  \  i  sin  |  (ö'  —  H — a')  =  sin  |  a  sin  |  {  (t)  —  /} 
,sin  \  \  cos  I  ^q'  —  Ti — &)  =  cos  ^  a  sin  |(  (t)  +  /} 

eil'  =  (ctf)  +  o'  . 


35) 


Ich  nehme  Umgang  von  einer  für  die  Anwendung  geordneten  Zujsammen- 
Stellung  der  Formeln,  indem  das  folgende  Heispiel  die  sichere  Leitung  bei  der  Bech- 
nung  gewähren  wird;  das  Beispiel  entlehne  ich  dem  Planeten  @  Hilda.  Es  wurden 
nach  den  Rechnungen  des  Herrn  Kühnert,  Assistenten  bei  der  k.  k.  Gradmessung, 
die  folgenden  Normalorte  imd  zugehörigen  Sonnencoordinaten,  die  sich  auf  den  mitt- 
leren Aequator  1875.0  beziehen,  angenommen: 

mittl.  Berl.  Zeit  a  d  log  X  log  Y         log  Z 

1.  1875  Nov.    4.500000   45°  2'i6"o6  +I7'*26'3i"59  9,^8661938  9n78537»2  9,^4227537 

2.  f>      22.517315    42  II  21.04  +16  1523.54  9ii6Ö94747  911S957301   9ii533i075 

3.  Dec.  19.441574    39  15  53.49  +14  51  4938  8n6o8556o  9ii9550i37  9ii5923907 

4.  »      30.335914    384959-06+1433    3-84  9-1743212  .9119501404  9115875199 

Die  nächste  Aufgabe  besteht  nun  darin,  die  Lage  des  zu  wählenden  Co- 
ordinatensystemes  zu  bestimmen,  hierzu  genügt  aber  eine  genäherte  Rechnung ;  nach 
20)    (pag.  434)  erhielt  man  für  a^n  und  d^^: 

a,^  =  4i°i9'9  *m=  +  15*'46'7  , 

nach  21)   (pag.  434)  wurde   erhalten,    wenn   man  als  Einheit  die  Bogenminute  ein- 
führt und  sich  mit  der  Mitnahme  der  Zehntheile  derselben  begnügt: 

log  x^  =  2.3305  log  yt  =  1.9991 

»    a:2  =1.6951  »    y2  =  1-4579 

»    3^  =  2,^0767  n    y^  =  i,|7396 

n    z^  =  2^1591  »    y4  =  I118ÖÖ9 

darnach  ist: 

^W      =  +  8.331 

-  {Va)^       =  +    1921 

-  (^dVt^    =  +  3-995 

Die  Bestimmung  des  Winkels  e  nach  23)  (pag.  435)  stellt  sich  unter  Beach- 
tung der  Hegel,  dass  der  Sinus  von  2€  das  Zeichen  von  2(Xf^yf^)  erhält^  wie  folgt: 

log  2  S  (Xatfa)  =  0.9025 
log{^W*-5(y«)*)  =  0.8069 

2c  =  5i°i5'4 
e  =  25°37.7   : 
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Für  J^  II  und  A  wird  nach  24J  und  25)   (pag.  435)  zu  rechnen  sein: 

tg£  =  9.6810  JT  =  ii*'47'2 

tg/sin  [oL^^  —  n]  =  9.451»  /=  29°49'o 

9.9395  cos  /  =  9.9384 

tg/cos  (a^-H)  =9.6977  tg  (a^  — ilj   =  9-7534 

(«„,-/!)  =  29«32'7  A  =  33^8'9 

Hiermit  erscheint  die  Lage  des  zu  wählenden  Coordinatensystems  bestimmt  und  von 
nun  ab  ist  die  Rechnung  absohit  streng  zu  fuhren,  wobei  also  die  für  JT,  J  und 
A  gefundenen  Werthe  als  völlig  genau  gegeben  zu  betrachten  sind.  Man  wird  zu- 
nächst mit  Hilfe  der  P'ormeln  26)  (pag.  436)  die  Normalorte  auf  dieses  Coordinaten- 
System  übertragen  und,  indem  man  annimmt: 


cos  J    9.9383300    cos  A 

9.9228592 

sin  n    9.3102009 

sin  J    9.6965541    sin  A 

9-7378352 

cos  n   9.9907449 

erhalten : 

I 

2 

3 

4 

a—n 

33"i5'  4"o6 

30^24'  9"o4 

27°28'4i"49 

27"  2'47"o6 

cos  (a  —U.) 

9.9223493 

9-9357548 

9.9480150 

9.9497015 

cos  i 

9-9795577 

9.9822793 

9.9852192 

9.9858413 

sin  (a — IT 

9.7390259 

9.7042120 

9.6640879 

96577364 

cos  d  sin  (a  —  TT) 

9.7185836 

9.6864913 

9.6493071 

9-6435777 

sin  6 

9-4767477 

9.4470628 

9.4091226 

9.40009J6 

cos  6  sin  (a  —  il)  cos  / 

9.6569136 

9.6248213 

9.5876371 

9.5819077 

sin  (J  sin  / 

9.1733018 

9.1436169 

9.1056767 

9.0966477 

Add. 

0.1233252 

0.1239215 

0.1237340 

0. 1229183 

— cos  d  sin  (a — 71)  sin  / 

9n4i5J377 

9113830454 

9^3458612 

9n340i3»8 

sin  d  cos  / 

9-4150777 

93853928 

9-3474526 

9.3384236 

Add. 

3.8595... 

2.26602. . 

2.43522.. 

2.40438.. 

cos /:f  sin  (l  +  A) 

9.7802388 

9.7487428 

9:7113711 

9.7048260 

9.9019069 

9.9180345 

99332343 

9-9355429 

cosßcoHll  +  A) 

9.9019070 

9.9180341 

9-9332342 

9-9355428 

sin  ß 

'  5n5556... 

7.11703-- 

1 

6.91064. . 

6n93404 . . 

k  +  A 

37°  4'38"oi 

34*^  6'i9"27 

30«57'46"52 

30^27'  o"37 

k 

3  55  44.01 

05725.27 

— 2  II  7.48 

-2  41  53.63 

ß 

7.41 

+  430.05 

+   247.91   - 

2  57.20 

nach  27)  (pag.  436)  wird  sein: 

n  sin 

N    9.6761652 

m  sin  M    9-737835^ 

9 

9-9395356 

9.9025181 

n  cos 

N    9.9228592 

mcosM    9.861 1892 

\ 

N    29^32' i5"ic 

) 

3f  36^58' i3"o8 

lo 

f?w  9.9833236 

log  m  9.9586711 
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Die  Herechnung  der  constanten  Coefificienten  in  28)   (pag.  436)  wird: 


N+n  4i«i9'27"i9 
sin  (iV+  77)  9-8197539 
cos  {N+  77)       9-8756313 


Jf4-77  48«45'25''o8 
sin  [M+n]  9.8761716 
cos  (Jf  +  71)       9.8190530 


damit  findet  sich  weiter: 


neos  :iV+  77)  =  (x'z) 

»  sin  (iV  +  71)  =  [z'  y) 

sin  ud  sinV  =  [x'  z) 

—  sin  {M+  IT)  =  {t/'z) 

m  cos  {M  +  n]  =  (y  y) 

cos  -^  sin  /  =  (y'  ar) 

sin  77  sin  J  =  (z'  a:) 

—  cos  71  sin  •/  =  [z'  y) 

cos  /  =  {z'  z) 


'■  9-8589549 
'•  9.8030775 

=  9.4343893 

:  9,8348427 
9.7777241 
:  9.6194133 
:  9.0067550 
=  9^6872990 

=   9.9383300 


man  erhält  also  für  die  Transfoimation  der  Ooordinaten: 


[x  y)  X 

(X) 

\y'x]  X 

[z'z]  Z 

[Y] 
[zx]  X 

[zy]  Y 

[z'z)  Z 
[Z) 


—  0.5310662 

—  0.3876579 

—  0.0719686 

—  0.9906927 
+  0.5023848 

—  0.3656750 

—  0.1101963 
+  0.0265135 

—  0.0746361 
+  0.2969410 

—  0.2296591 

—  0.0073542 


—  0.3535327 

—  0.4998131 

—  0.0927891 

—  0.9461349 
+  0.3344394 

—  0.4714701 

—  0.1420760 

—  0.2791067 

—  0.0496855 
+  0.3828504 

—  0.2960994 
+  0.0370655 


—  0.0293434 

—  0.5729163 

—  0.1063604 

—  0.7086201 
+  0.0277587 

—  0.5404280 

—  0.1628561 

—  0.6755254 

—  0.0041239 
+  0.4388466 

—  0.3394070 

4-  0.0953157 


+  0.1079633 

—  0.5665235 

—  0.1051742 

—  0.5637344 

—  0.1021325 

^—  0.5343977 

—  0.1610398 

—  0.7975690 
+  0.0151732 
+  0.4339497 

—  0.3356216 
+  0.1135013 


Stellt  man  also  die  bis  jetzt  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so  erhält  man 
als  Grundlage  für  die  weiteren  Rechnungen: 


mittl.  Berl.  Zdt  l 

1.  Nov.    4.500000  +3^55'44"oi 

2.  »     22.517315  +0  57  25.27 

3.  Dec.  IQ. 441574  —2  n    7.48 

4        "    30.335914  —2  41  53-63 


ß 

[X] 

{Y) 

[Z] 

-0    7"4i 

— 0.9906927 

+0.0265135 

—0.0073542 

+4  30.05 

— 0.9461 34Q 

— 0.2791067 

+0.0370655 

+247.91 

—0.7086201 

—0.6755254 

+0.0953157 

— 2  57.20 

0.5637344 

—0.7975690 

+0.1135013 
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AU  Ausgangselemente  wurden  angenommen ; 


@  Hilda 
Epoche  1875  Dec.  2.0  mittl.  Berl.  Zeit. 


M 

I07°45'i8"66 

7C' 

283  48  18.52 

Q' 

== 

341  503772 

i" 

= 

19    623.94 

9 

9231550 

f^ 

451 "9050 

1 
( 


mittl.  Aequator 
1875,0 


Die  Uebertragung  der  die  Hahnlage  bestimmenden  Elemente  auf  das  obige  Coordi- 
natensystem  ist  nach  29)  (pag.  436)  auszuführen;  die  Rechnung  hierfür  ge- 
staltet sich  wie  folgt: 


1»' 

9°33'ii"97 

sin  i  (t"  +  /) 

9.61 

70887 

{J 

14  54  30.00 

sin  \[Q'  —Jt] 

9.4I2I872 

4  («"  +  J) 

242741.97 

cos  1  (f'  +  J] 

9-9591552 

i  (.'-/) 

— 5  21  18.03 

sin  \  [f  —  J) 

8^9700050 

Q— TT 

330    32572 

cos  |(Q'  —  TT) 

9^9850017 

i  (Q'  -  il] 

165    I  42.86 

cos  \  [i  —  /) 

9.9981004 

sin|  (t)  sin  J^  (a  +  a') 

9.0292759 
9.8834598 

cos^  (tjsin|(ff- 

-ff') 

9^3713424 
9»9873943 

6in|  (t)  cos  i  (a  +  a') 

8.9550067 

COS^  (t)  C08|  (ff- 

-ff') 

9,9831021 

i  [o  +  o') 

49°52'3i"45 

i(ff- 

-&] 

i66°i5'42"85 

sin  \  (f ) 

9.1458161 

cos 

iW 

9.9957078 

i(»i 

8°  2'3i''3i 

« 

a 

216°  8'i4.3o 

M 

16      5'    2"62 

(Q) 

182  59  20.30 

w' 

301  57  40.80 

• 

(w) 

58  20  52.20 

ff' 

116  23  11.40 

[n] 

24I°20'l2''50 

Um  nun  die  Darstellung  der  obigen  Orte  nach  diesen  Elementen  zu  finden,  rechnet 
man  nach  31)   (pag.  436)  die  Hilfsgrössen : 


sin  (ö) 

8^7172022 

sin  e 

9.4425540 

cos  (t) 

9.9826584 

C 

58^20' 5  2"30 

cos  (Q) 

9n9994088 

sin  b  sin  B 

8^7172022 

• 

9n999454i 

9n9993597 

sin  a  COS  Ä 

8.6998606 

sin  b  cos  B 

9,19820672 

A 

272"52'l9"82 

B 

183"  6'37"8i 

sin  a 

9-9999547 

sin  6 

9.9827075 

Ä 

33i«i3'i2"o2 

B 

24i^27'3o"oi 

Oppolier,  Bahnbextiinmang^ii. 

II. 

56 
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Die  Rechnung  gestaltet  sich  nach  30)  und  32]   (pag.  436)  för  die  Vier  N'ormalorte 
wie  folgt: 


M 

I04°i8'ii"27 

io6°33'53"39 

i09®56'4o"59 

iii°i8'43"8o 

E 

112  54  41.48 

"5  157-54 

118  10  56.49 

119  27  0.85 

8in£ 

9.9643102 

9.9571602 

9.9451972 

9.9399100 

cos£ 

9^5902947 

9,16264786 

9116741990 

9,^6916715 

Add. 

o.i 519766 

r 
O.I4I6O26 

0.1 288431 

0.1244243 

cos  E  —  e 

9^74227 13 

9,17680812 

9^803042 I 

9,18160958 

r  sin  t? 

0-5550943 

0.5479443 

0.5359813 

0.5306941 

9.9317164 

9.9223192 

9.9071 117 

9.9005512 

r  cos  V 

o„3389iio 

0^3647209 

On39968i8 

On4i27355 

V 

i2i°i7'4o''2  5 

123°15'25"84 

126^  9'ii''43 

I27«i8'46''43 

logr 

0.6233779 

0.6256251 

0.6288696 

0.6301429 

Ä  +  v 

92°3o'52"27 

94°28'37''86 

97°22'23''45 

98«3i'58"45 

B'  +  v 

2  45  10.26 

44255.85 

7  3641.44 

8  46  16.44 

C  +  v 

179  3832.45 

181  36  18.04 

18430  3.63 

185  3938.63 

r  sin  a 

0.6233326 

0.6255798 

0.6288243 

0.6300976 

sin  [Ä  +  v] 

9.9995816 

9.9986727 

9.9963941 

9.9951659 

X 

+4.1967606 

+4.2097135 

+4.2190864 

+4.2195243 

X 

— 0.9906927 

— 0.9461349 

— 0.7086201 

—0.5637344 

r  sin  b 

0.6060854 

0.6083326 

0.6115771 

0.6128504 

sin  [B'  +  v) 

8.6814928 

8.9149160 

9.1 220701 

9.1832404 

y 

+0.1939002 

■+-0.3336173 

+0.5415607 

+0.6253034 

Y 

+0.0265135 

— 0.2791067 

0.6755254 

—0.7975690 

r  sin  c 

0.0659319 

0.0681791 

0.0714236 

0.0726969 

sin  [C  +  v) 

7-7953361 

8^4472986 

8118947404 

8n994043 I 

z 

+0.0072655 

— 0.0327701 

— 0.0925047 

— 0.1166111 

Z 

—0.0073542 

+0.0370655 

+0.0953157 

+0.  II 3501 3 

J  sin  X  cos  ß 

9-3432386 

8.7364809 

9^1269904 

9,12361986 

9.9989761 

9-9999394 

9.9996840 

9.9995184 

J  cos  A  cos  ß 

0.5059727 

0.5136941 

/  0.5453648 

0.5629812 

J  sin  ß 

5n94792 . . 

7.63300. . 

7.44886. . 

7n49273[-- 

J  co%  ß 

0.5069966 

0.5137547 

0.5456808 

0.5634628 

X 

3°55'58"20 

o°57'24"86 

— 2°ii'  7"56 

— 2°4l'52"28 

ß 

—   0  5.69 

+   431.44 

+   245.05 

255.27 

\ogJ 

0.50700 

0.51375 

0,54568 

0.56346 

cos  ß  h  k 

-    I4"i9 

+     o"4i 

+     o"o8 

i''35 

bß 

1.72 

1-39 

+     2.86 

—     1.93 

Um  nun  die  Difierentialquotienten  zur  Ausgleichung  der  Elemente  entwickeln 
zu  können,  wird  man  sich  vorerst  über  die  Ausgangsepöche  zu  entscheiden  haben; 


H3     

•    I 

da  das  Datum  1876  Dec.  2.0  der  Zeit  nach  nahe  in  die  Mitte  fällt,  so  wähle  ich 
diesen  Zeitpunkt  hierfür  und  es  wird  sich  daher  als  nächste  Aufgabe  stellen,  für 
diese  Epoche  die  Coordinaten  nach  30)  und  32)  (pag.  436)  und  die  Geschwindig- 
keiten  nach  33)   (pag.  437)  zu  berechnen;  man  erhält  darnach: 


Afo 

107^45' i8"66 

cost?o     9,^7507149 

^0 

116  8  40.80 

Add.     0.148  4870 

sin  Eq 

9-953   1237 

y  sin  r    9.917   1243 

cos  Eq 

9^644  0830 

9.954  2484 

Add. 

0.136  7757 

y  cos  r      9tfi02    22^^ 

cos  Eq — e 

9„78o  8587 

r     ii5°5o'25"24 

Tq  sin  f?o 

0.543  9078 

logy    9.962  8759 

9.917   1243 

Vpo    0.292  4642 

Vq  cos  Vq 

0.377  4984 

/  —  y-ypo  9.670  41 17 

^0 

I24^i6'55"52 

A'+r      87«  3'37"26 

log»-o 

0.626  7835 

B'  +  r  357 1755.25 

A'  +  Vq 

95^30'  7"54 

c  +  r  174  M  17.44 

^+fo 

5  4425.53 

cos  (-4'  +  r)     8.709  9824 

C  +  v, 

182  3747.72 

/  sin  a    9.670  3664 

sin  (A'  +  t?o) 

9.997  9944 

cos(B'  +  JT)     9.999  5 171 

r  sin  a 

0.626  7382 

/  sin  b    9.653  1192 

sin  (B'  +  t?o) 

9.000  0946 

cos  (C'  +  r)     9,^997  7619 

r  sin  b 

0.609  4910 

/  sin  c    9. 112  9657 

sin  (V  +  t?o) 

8,i66i  6678 

r  sine 

0.069  3375 

^0 

+4.214  3692 

So  +0.024  0076 

yo 

4-0.406  9918 

i?o  +0.449  4033 

«0 

— 0.053  8276 

Co  — 0.129  0410 

Jetzt  kann  au  die  Berechnung  der  Differentialquotienten  geschritten  werden, 
für  welche  eine  fünfstellige  Rechnung  mehr  als  ausreichend  ist.  Zunächst  findet 
sich  nach  6)   (pag.  430)  und  13)   (pag.  432) : 

sin  «0  sin  97     9.1 2961  2  :  Tq     9.67425 

Vp^    0.29246  i  :  a    9.40336 

log(dro:dT)     8.83715  Subtr.     9.93747 

log  (rfro  :  rfr)2     7.67430  log^r»    9.34083  ; 

ferner  erhält  man  nach  8)  (pag.  430)  mit  Rücksicht  auf  7)  (pag.  430)  oder  was  be- 
quemer ist,  durch  Anwendung  der  in  der  Anmerkung  angeföhrten  Form,  wobei  für  die 
Berechnung  von  A^  die  Zahlen  in  Einheiten  der  zehnten  Decimale  angesetzt  sind: 

logjr»  :  ro*    6.20691 

log  (Jj)*  :  ^0*    4.54038 

(i)     +201290 
66» 


I 

'fo 

9-373" 

I  : 

r„» 

8.74643 

I  : 

ro» 

8.1 1965 

I  :  ro* 

7.49287 

1  :  ro* 

6  86608 

1  :  ro» 

6.23930 

logAi 

7,^81862 

log-43 

6.02899 

iogB, 

7n34i50 

log^i 

5.72796 

fand  sich: 

log'aj 

7.04217 

loga. 

8^43222 

4 

9.97528 

» m 

9.21837 

Add. 

0.07004 

0.04532 

59' 

0.03980 

Subtr. 

8.10700 

loga4 

8.13680 

444 


(2) 

(3) 

A 

log -^4 


— 21690 

—144583 

+35017 
4.54428 


log  ft     6.56505 

log/1^4       8^60831 
log  ^4      6.26202 


Mit  Hilfe  dieser  Zahlen  stellt  sich  nun  die  Rechnung  von  a  und  b  nach  9] 
(pag.  430)  und  von  a,  ß  und  y  nach  17)  pag.  433)  wie  folgt,  wenn  man  beachtet, 
dass  T  =  kt  und  log  k  =  8.23558  anzunehmen  ist. 


t 

— 27.50000 

—9.48269 

+17-44157 

+28.33591 

log    t 

in43933 

On97693 

I. 24159 

1.45234 

log    T 

91167491 

9^21251 

9-47717 

9.68792 

log  T^ 

9.34982 

8.42502 

B.95434 

9-375B4 

log  T^ 

9n02473 

7n63753 

.8.43151 

9.06376 

log  T^ 

8.69964 

6.85004 

7.90868 

8.75168 

^2^^ 

—  0.00147 

— 0.00018 

— 0.00059 

— 0.00156 

^3^^ 

—               I 

0 

0 

+             I 

-44T* 

0 

0 

0 

0 

a 

+  0.99852 

+0.99982 

+0.99941 

+0.99845 

B,T^ 

—  0.00049 

— 0.00006 

— 0.00020 

— 0.00052 

B^T^ 

—               1 

0 

0 

+            I 

log( } 

9.99978 

9.99998 

9.99991 

9.99978 

logJ 

9^67469 

9^21249 

9.47708 

9.68770 

I 

• 
• 

2 

3 

4 

ffjT 

+0.01280 

+0.00441 

— 0.00812 

—0.01319 

«41:2 

+1 

0 

+1 

+  1 

log  { } 

0.00553 

^0.00191 

9.99646 

9.99424 

«2X2 

6.39199 

5.46719 

5.99651 

6.41801 

loga 

6.39752 

5.46910 

5-99297 

6.41225 

log(i+/?4r) 

0.00826 

0.00286 

9.99468 

9.99132 

ßz^' 

5n5B978 

4^20258 

4.99656 

5.62881 

log/? 

5n598o4 

4^20544 

4.99124 

5-62013 

logy        4.96366        3.11406        4.17270        5.01570. 

Nun  werden  die  Differentialquotienten  von  a  und  b  nach  den  gewählten  Ele- 
menten nach  18)  (pag.  433)  zu  entwickeln  sein;  schreibt  man  sich  für  die  folgende 
Rechnung  die  Logarithmen  der  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  für  die  4  Orte 
auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels,  so  erhält  man  leicht: 


I 

2 

3 

4 

axQ 

7.02225 

6.09383 

6.61770 

7.03698 

ßSo 

3n97B39 

2n5B579 

3.37159 

4.00048 

Add. 

9.99961 

9.99987 

0.00025 

0.00041 

ba  :  bxQ 

7.02186 

6.09370 

6.61795 

7.03739 

ayo 

6.00711 

5.07869 

5.60256 

6.02184 

ßVo 

5^25068 

3n858o8 

4.64388 

5.27277 

Add. 

9.91634 

997305 

0.04532 

0.07123 

ba  :  hj/Q 

5-92345 
5ni2853 

5.05174 

4l|200II 

5.64788 

6.09307 

azQ 

4n72398 

5ni4326 

ß^o 

4.70877 

3-31617 

4^10197 

4n73o86 

Add. 

9.79211 

9-93920 

0.09299 

0.14205 

ba  :  bz^ 

4^92064 

4ni393i 

41181697 

5f|2853i 

ß^o 

ty,222TJ 

4583017 

5.61597 

6.24486 

y& 

3-34401 

1. 49441 

2.55305 

3.39605 

Add. 

9-99943 

9.99980 

0.00038 

0.00062 

bb  :  bxQ 

6^22220 

4n82997 

5-61635 

6.24548  ba 

:d& 

ßyo 

5n20763 

3n8i503 

4.60083 

5.22972 

yvo 

4.61630 

2.76670 

3.82534 

4.66834 

Add. 

9.87142 

995930 

0.06733 

0.10536 

bb  :  byo 

5n07905 

3n77433 

4.66816 

5.33508  ba 

:  briQ 

ßzo 

4.32905 

2.93645 

3n72225 

4n35ii4 

yCo 

4n07439 

2^22479 

3n28343 

4ni2643 

Add. 

9. 901 71 

9.90621 

0. 13484 

0. 20305 

bb  :  bzQ 

3.97610 

2,84266 

3585709 

4n554i9  ba  : 

Ho 

I 

2 

u      

3                 4 

bb  :  b$. 

5-58839 

3- 73879 

4-79743     5- 64043 

bb  :  dijg 

4-57325 

2-72365 

3.78229     4.62529 

di:dCo 

3ii69;467 

1.84507 

2^9037»     3»7467» 

Indem  man  nun  die  hier  bestimmten  Differentialquotienten  zur  Erleichterung 
der  folgenden  Rechnungen  auf  den  unteren  Hand  eines  Zettels  schreibt,  erhält  man 
die  Aenderungen  der  Coordinaten  durch  die  Variationen  der  Elemente  nach  10) 
(pag-  431)  durch  die  folgenden  Zahlen: 


ZQ(ha  :  hx^) 

+0.00443 

+0.00052 

+0.00175 

+0.00459 

&  {H  :  ixo) 

.0 

P 

p 

0 

^^  :  hiPq 

+1.00295 

+  I  .00034 

+1.QOI16 

1  ■ 

+i.ooß04 

.log  [h;^  :  j>;ro) 

0.00128 

0.00015 

o.qqojp 

0.00132 

x^lha  :  byo) 

6.54818 

5.67647 

6.27261 

6.71780 

S)(öi  :  öyo) 

3n45940 

2^15468 

3.04851 

3-71543 

Add. 

9.99964 

9.99987 

0.00026 

0.00043 

\og^(hx:  ayo) 

6.547*2 

567634 

6.27287 

6.71823 

x^l^a:  hZü) 

5n545?7 

4n76494 

5^44170 

;5n9ioo4 

^ 

2.35645 

I. 22301 

2n23744 

2n93454 

Add. 

9.99972 

9.99988 

0.00027 

0.00046 

log  (da;  :  d^o) 

5n54509 

4n76392 

5n44i97 

5n9i050 

a^o  (b<f  :  J|o) 

— 0.00Q70 

— 0.00QO3 

+0.00017 

7fo.00P74 

!»{»*:  ^»fi,) 

0 

0 

0 

0 

iz  :  d.§o 

—0.47351 

1 

— 0.16314 

+Q.30014 

•:fT0.48793 

log(Äx:  J^l«) 

9n67533 

9^21256 

9-47733 

9.68836 

XQ{ha  :  dijo) 

5*70378 

4n399o6 

5.29289 

5.95981 

S)(^*  :  Äijo) 

2.95360 

1.JO400 

2.16264 

3.00564 

Add. 

9-99923 

9.99978 

0.09032 

0.00048 

log(d«:  ^lyo) 

5n7030i 

4n39884 

5^29321 

.5.96029 

^0(^0  :  äCo) 

4.60083 

3.46739 

4^48182 

51117892 

&(^J:no) 

2«07502 

0^22542 

I1128406 

2||I2706 

Add. 

9.99870 

9-99975 

0.00028 

0.00039 

log(öa:  :  h^^) 

4-59953 

3.46714- 

4^48210 

5n>793i 

yoi^,a:dXQ) 

.6.63145 

5.70329 

4 

6.22754 

«6.64698 

Voi^P'^^o) 

51187484 

4^48261 

5-,?6899 

^.89812 

Adfi. 

9.31638 

9^97305 

p.?4?33 

0,07125 

19g  (5y  :  hxo) 

.6.54783 

5.67634 

6.27287 

6.71823 

I 

2 

3 

4 

yo(^ö 

•■  Äyo) 

1 
+0.00003 

0.00000 

+0.00002 

+0.ÖÖ005 

ijo(ö* 

:*yo) 

— O.OOOOI 

0.00006 

0.00000 

+o'.oöooi 

log(J>y 

:  4yo) 

9-99937 

1^.99992 

9-99975 

9-99935 

Vo(^ä 

:8zo) 

4n5iÖ23 

3^74890 

4^42656 

41189490 

1/0  (ö  i 

:ÖZo) 
Add. 

3.62874 
9.94178 

2.49530 
9.97508 

3«50973 
0.04965 

4^20683 
0.08102 

log(dy 

:  dzo) 

4n4720i 

3«72398 

4^47621 

4n97592 

yo(^ö 

:öS)) 

5n83i79 

4n43956 

5.22594 

5.85507 

I/o  (öi 

:dS,) 

5.24103 

3.39143 

4.450Ö7 

5-29307 

Add. 

9.87123 

9.95927 

0.067^7 

0.10522 

log{dy 

:d|o) 

5n70302 

4n39883 

5-29321; 

5.9602J9 

yol^ö 

:  ^Vo) 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

+0.00001 

%{^* 

••  *»?o) 

0.00000 

d.  00000 

0.00000 

0.00000 

log(5y 

:  öijo) 

9^67469 

9n2i249 

9.47708 

9.6)0771 

yo(^öj: 

■  Ho) 

3.58569 

2.45225 

3^46668 

4ni6378 

i/o(J>i 

■•  Ho) 
Add. 

3n3473i 
9.8641 1 

in4977i 
9.94888 

2n55635 
0.05035 

3n39935 
0.06893 

log(dy 

:Ho) 

3-21142 

2.401 13 

3n5i703 

4*23271 

2o(ÄO 

:  hi^) 

5n75287 

4^82471 

5n34896 

5^76840 

ro(d4 

•■  öav,) 

5-33293 

3.94070 

4^72708 

5fi3562i 

Add. 

9.79222 

9.93921 

0.09302 

0.14210 

log  (d  z 

:öyo) 
:  Äyo) 

5n54509 

41.76392 

5m44i98 

5,91050 

2o(Ja 

4^65446 
4.18978 

3n78275 

2.88506 

4n37889 
5,^77889 

41182408 
4^44581 

Add. 

9.81755 

9.94123 

0.09732 

0.15184 

log  (dz 

:öyo) 

4«4720i 

3n72398 

4n4762i 
0.00000 

4n97592 

Zo(öo 

:  dzo) 

0.00000 

o.oooöö 

0  0000b 

?o(Ä6 

:  ÄZo) 

o.oobbo 

o.ooobb 

0.00000 

0.00000 

log  (02: 

:  Äzo) 

9.99936 

9.99992 

9.99974 

9,99932 

«o(öa 

4.95321 
4^69912 

3.56098 
2«84952 

4n34736 
3n9Ö8i6 

4n97649 
4«75ii6 

Add. 

9.90043 

9.90616 

0.13473 

0.20282 

log  (dz  : 

«&) 

4.59955 

3.46714 

4n4Ö209 

5ni793i 

* 

?o(Äi; 

3.81006 
3n68398 

2.50534 
in83438 

3n399i7 
2^8^302 

4ii666o9 
3n736o2 

Add. 

952743 

9.89580 

0.  II 786 

0.16663 

log  (^z  ; 

:  ö»?o) 

3.21141 

2.40114 

3n5i703 

4n23272 

« 

I 

2 

3 

4 

Zo(ha:  Ä^o) 

o.ooooo 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

?o(^*-.  Ho) 

o.ooooo 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

\og(hz:  ö^o) 

91167469 

9^21249 

9.47708 

9.68770 

ermittelt  man 

die  in  19)   (pag 

.  434J  auftretenden  Coefficienten  un 

I 

2 

3 

4 

sinil 

8.83581 

8.22278 

8n58i3i 

8^67279 

»mß 

Sn5556o 

7.11703 

6.91064 

6,»93404 

cos  iL 

9.99898 

9.99994 

9.99968 

9.99952 

COS/Öf 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

cos  l  sinß 

5n5545B 

7.11697 

6.91032 

6n93356 

sin>l  sin/^ 

4n39i4i 

5-33981 

5n49i95 

5.60683 

j 

0.50700 

0.51375 

0.54568 

0.56346 

cos/Cf  bX  :  hx 
cos/S?  bX  :  hy 


8n3288i 
9.49198 


7n70903 
9.48619 


8.03563 
9.45400 


8.10933 
9.43606 


bß  :  bx 
bß:  by 
bß  :  bz 


5.04758 
3.88441 
9.49300 


6^60322 
4,182606 
9.48625 


6^36464 
4.94627 

9.45432 


6.37010 

5n04337 
943654 


Ersetzt  man  nun  bx  durch: 

"  =  (^) '"  +  fö) '" + {ik) '"  +  (tJ  )  »&  +  (^)  '1-  +{-^)>^ 

und  analog  by  und  bz,  und  vereinigt  die  zu  der  gleichen  Variation  in  10)  (pag.  431) 
ermittelten  Coefficienten^  so  hat  man  schliesslich  noch  die  folgende  Operation  durch- 
zuführen, wobei  man  die  früher  ermittelten  Differentialquotienten  auf  den  unteren  Rand 
eines  Papieres  schreiben  wird ;  die  nöthigen  Multiplicationen  werden  dann  durch  ent- 
sprechendes Rücken  des  Zettels  sehr  übersichtlich  durchgeführt  werden  können: 


I 

2 

3 

4 

(cosjC^  bX  : 

;  bx)  (bx  :  bx^^) 

8n33009 

7n709i8 

8.03613 

8.1 1065 

(cos ß  bX  '. 

by)  [by  :  bx^) 

6.03981 

516253 

5.72687 

6.15429 

Add. 

9-99777 

9.99877 

0.00212 

0.00477 

cos/^  bX  :  bxQ 

8n3279 

7n7079 

8.0383 
4.30850 

8.1154 

cos ß  bX  : 

bx)  (bx  :  by^) 

41187663 

3n38537 

4.82756 

cos//  bX  : 

'  ^y)  {^y  •  öyo) 

949137 

9.48611 

9.45375 

9.43541 

Add. 

9.99999 

0.00000 

0.00000 

999999 

cos/^  bX  :  byQ 

9.4914 

9.4861 

9-4537 

9-4354 

(cos//  bX 

:  bx)  (bx  :  bzi^) 

3.87390 

2.47295 

3n4776o 

411O1983 

(cos//  bX  ; 

'  ^y)  m  '  ^«0) 

3»96399 

3n2I017 

3n9302 I 

4n4ii98 

Add. 

9.36272 

9.91215 

0.13120 

0.14779 

cos//  bX  :  bzQ 

3n2366 

3ni223 

4f|06i4 

4ii5598 

I 

tv     — — — 

2 

3 

4 

(cos/?  öil ; 

:ix)  (i«:>|o) 

8.00414 

6.92159 

7.51296 

7.79769 

(cosßbl 

:  Jy)  (iff  :  ö|o) 

5«i95<» 

3n88503 

4.74721 

5  3963 5 

Add. 

9-99933 

9.99960 

0.00074 

0.00172 

cos/?  iil  :  b|o 

8.0035 

^.9212 

7-5137 

7-7994! 

(cos/?  hl  ; 

:  ix)  (ix  :  bijj 

4.03182 

2.10787 

332884 

4.06962 

(cos/?  d>l  ; 

:  J>y)  (Äy  :  »W 

9„ 16667 

8„69868 

8.93108 

9-12377 

Add. 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

C08/?dil  :  di^o 

91.1667 

8*6987 

8.931 1 

9-1238 

(cos/?  ö>l  : 

:  ix)  (ix  :  J»?«) 

2n92834 

1*17617 

2*51773 

3*28864 

(cos/?  öi  ; 

:»y)  (dytJ>W 

2.70340 

1.88732 

2*97103 

3n66877 

Add. 

9.83160 

9.90608 

0.13102 

0.15133 

cos/9  d^  :  i^n 

2»5350 

1-7934 

3*1020 

3*8201 

(iß: 

ix)  (ix  :  ix^) 

5.04886 

6*60337 

6*36514 

6.37142 

(iß: 

iy)  (iy  :  ixo) 

0.43224 

0*50240 

1.21914 

i„76i6o 

(iß 

:  iz)  (iz  :  ixg) 

5«03809 

4*25017 

4*89630 

5*34704 

Add. 

0.00001 

0.00000 

0.00000 

9.99999 

{i  +  n} 

5.04887 

6*60337 

6*36514 

6.37141 

Add. 

8.40020 

0.00192 

0.0145 1 

9.95687 

iß:  ixo 

3-4383 

6*6053 

6*3796 

6.3283 

(iß: 

ix)  (ix  :  J>yo) 

1.59540 

2*27956 

2*6375» 

3.08833 

(iß: 

öy)  (*y :  öyo) 

388378 

4*82598 

4.94602 

5n0^2J2 

(iß: 

iz)  (iz  :  byo) 

3n9650i 

3*21023 

3*93053 

4^41246 

Add. 

0.00223 

0.00123 

9.99786 

9.99515 

{1  +  11} 

3.88601 

4*82721 

4.94388 

5n03787 

Add. 

9.29994 

0.01037 

9.95570 

0.09234 

M  :  ho 

3»i859 

4*8376 

4.8996 

5ni302 

(iß: 

ix)  (ix  :  dzo) 

0*59267 

I. 36714 

I. 80661 

2,|28o6l 

(iß: 

Äy)  (Jy  :  öz«) 

»•35642  •) 

8.55004 

9*42248 

0.01929 

(iß: 

:  dz]  (dz  :  dzo 

• 

9.49236 

9.48617 

9.45406 

9.43586 

Add. 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

iß:  izo 

9.4924 

9.4862 
5.81578 

9.4541 
5*84197 

9.4359 

(iß: 

i^)  {ix  :  ö|o) 

4»7229i 

6.05846. 

(iß: 

öy)  (öy:ö$o) 

9n58743 

9.22489 

0.23948 

1,100366 

(iß 

:  iz)  (iz  :  bg,) 

4.09255 

2.95339 

3*93641 

41161585 

Add. 

9.88410 

0.00060 

0.00536 

9.98404 

iß  :  dlo 

4*6070 

5.8164 

5*8473 

6.0425 

*)  Der  Strich  über  der  Charakteristik  zeigt  an,  das«  dieselbe  um  20  Einheiten  lu  ▼ermin- 
dem  ist,  während  die  übrigen  nur  um  10  Einheiten  Termindert  yerttanden  sind. 
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• 

1 

.1 

IV       ■  ■■ 

.2 

3 

4 

i^ß  :■ 

hx)  (bx  :  öijq) 

o»75059 

1.00206 

I165785 

2.33039 

ihß: 

hy)  (^y  :öijo) 

3n559io 

4.03855 

4-42335 

4i^73io8 

(bß: 

:  iz)  (hz  :  dijo) 

2.70441 

1.88739 

2n97i35 

3166926 

Add. 

0.00067 

0.00040 

9.99925 

9.99827 

{1  +  11} 

3n55977 

4.03895 

4.42260 

4i72935 

Add. 

9-93474 

0.00305 

9.98436 

0.03626 

bß  :  hrjQ 

3n4945 

4.0420 

4.4070 

417656 

[bß: 

:  bx)  [hx  :  ö^o) 

9.647  II 

0.07036 

0.84674 

I154941 

(hß: 

'  ^y)  (^y  :  ^Co) 

7.09583 

* 

7n227l9 

8146330 

9.27608 

{hß 

:ö;5)  (ii«:Ä^o) 

9^16769 

8169874 

8.93140 

9.12424 

hßlbCo 

9ni677    . 

816987 

8.9314 

9.1242  . 

Hiennit  ist  die  Rechnimg  der  Differentialquotienten  beendet ;  sie  fordert  zwar 
etwas  mehr  Mühe,  als  die  bei  den  früheren  Methoden  entwickelten  Ausdrücke,  doch 
macht  sich  die  Rechnung  wegen  der  zahlreichen  kleinen  Coefficienten  sehr  schnell 
und  einfach ;  letztere  veranlassen  es  auch,  dass  eine  ganz  wesentliche  Yereinfachuiig 
bei  der  Bildung  der  Normalgleichungen  eintritt,  welcher  Yortheil  die  etwas  müh- 
samere Rechnung  der  obigen  Coefficienten  mehr  als  aufwiegt.  Von  der  Richtigkeit 
der  entwickelten  Differentialformeln  kann  man  sich  leicht  durch  willkürliche  Yariatioii 
der  Elemente  und  Vergleichung  der  Resultate  der  directen  Rechnung  und  der  oben 
hingestellten  Differentialformeln  überzeugen. 

Um  diese  Control-Rechnungen  möglichst  einfach  zu  gestalten,  wird  man  x^^ 
yoi  ^1  &)  ^0  ^^^  ^0  willkürlich  variiren  und  zwar  um  solche  Beträge,  dass  wenn 
man  den  grössten  Coefficienten  der  eben  ermittelten  Differentialquotienten  einer  jeden 
Unbekannten  heraushebt,  das  Product  dieses  Coefficienten  in  die  zugehörige  willkni- 
liehe  Variation  für  alle  6  Grössen  nahe  gleich werthig  wird,  und  ausserdem  darauf 
achten,  dass  man  diese  Variationen  weder  zu  klein  noch  zu  gross  wählt;  meistens 
wird  es  genügen^  dieselben  so  zu  wählen,  dass  das  Product  aus  dieser  Variation  mit 
dem  zugehörigen  grössten  Coefficienten  in  dem  geocentrischen  Orte  eine  Aendening 

von  20 — 30"  bedingt.     Indem  man  nun  den  Werth  von  r©,   t^  und  g  nach 

^o^  =  V  +  yo^  +  V 
ro  (-^1  =  a^o &  +  yo»?o  +  «6^0 

ff*  =  &*  +  V  +  ?o^ 
ermittelt,  hat  die  Berechnung  der  A-  und  ^-Coefficienten  aus  8)  (pag.  430)  keine 
Schwierigkeit;  bestimmt  man  nach  9)  (pag.  430)  für  die  in  Betracht  kommenden  Orte 
die  Or  imd  ^-Coefficienten  und  rechnet  nach  3)  (pag.  429)  die  geocentrischen  Coordinaten, 
so  werden  dieselben  leicht  mit  Rücksicht  auf  32)  (pag.  436)  die  geocentrischen  polaren 
finden  lassen.  Die  durch  diese  Rechnung  erhaltenen  Aenderungen  in  den  geocen- 
trischen Orten  müssen  innerhalb'  der  Unsicherheit  der  Rechnung  mit  den  durch  die 
obigen  Differentialquotienten  gefundenen  stimmen. 


'  Sammelt  man  alle  gewoniieiien  Cocffiei eilten  und  Petzt  anch  die  früher  in  den 

Ortet!  gefundenen  Fehler  an,  so  erhiüt  man  die  folgenden  logarithmtsch  angesetzten 
Bedingungsgleichungen,    in    welchen    die  aus   dem   ersten   Orte   resiiltirenden   zwei 
Gleichungen   mit  der  Präcision   VJ  durch mnltiplicirt  erBcheinen ;  es  wurde  nämlich 
dem  ersten  Orte  als  Norm&lort  das  Gewicht  3  ertheilt. 
';  Uingen 

■*,jqo6  =  8„5665(tJ-|,  +  Q.730oayo  +  3n4752dra  +  8.242ia?u4-9„4053öiju  +  2„7736i>CB 


fl.6i28  =  7„7079 

9.4861 

1.9031  =  8.0383 

9-4537 

0^,1303  =  8.1154 

g-4354 

3fi"223 

4„o6i4 
4n5598 

I,  Breiten 

■o»474i=3-6769''^u  +  3n4245Si/(i+9-73"o<'zo- 
.0ftl430  =  6„6053  4..ß376  9-4862 

0.4564  =6„3796  4.8996  9-4541 

;c^2856  =  6.3283  5n>io2  9-4359 


6.9212 
7-5137 

7-7994 


8„6987 
8.9311 

9.1238 


1-7934 

3„1020 

3„820i 


■4„8456Sgi 
5  8164 
5n84?3 
6.0425 


io  +  3n73  3 1  Ö  "Ju  +  9^4063  Ö  C» 
4.0420  8^6987 

4.4070  8.9314 

4„7656  g.1242. 

'Vor  Allem  wird  man  diese  Coefficienten  dadurch  für  die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
''drate  vorbereiten,  dass  man  dieselhen  durch  Einfuhrung  anderer  Unbekannten  mög- 
lichst homogen  [pag.  318)  macht.     Setzt  man  also: 

0  =  8.566502:0     ,  d  =  8.242i&5o 

Ii  =  9.730ody„     ,  e=9.4053a(;u 

c  =  9.7310  izf,     ,  /  =  9-4063  aCo 

log  Fehlereinheit  ^  1 .3906  , 
■MO   erhält  man    zur   Bildung   der   Normalgleichungen    das   folgende   Schema   (vergl, 
«pag.  319),    in  welchem  bereits   die  Prüfungscoefficienten  s  ihre  Aufriahroe  gefunden 
bähen: 
log  Coeff. 


i 


a    o,iOooo 

9n'4i4 

9.4718 

9-  5489 

5-1104 

8„0388 

7.8.31 

7.;6.8 

i   0.0000 

5.7561 

9-7237 

9-7054 

3.6945 

5.1076 

5.1696 

5.4002 

«  3„7442 

3»39"3 

4n3304 

4„8288 

0.0000 

9-7552 

9.7231 

9-7049 

d  0.0000 

8.6791 

9.2716 

9-5573 

6.6035 

7-5743 

7.6052 

7.8004 

e    o^oooo 

%2t)U 

9,5258 

9.7.85 

4.3278 

4.6367 

5.0017 

5.3603 

/  3»36;3 

1.387. 

3n6957 

4.4.38 

o.oooo 

9.2924 

9-525. 

9-7179 

n  o„oooo 

8.2222 

7-5125 

8.7397 

9.0835 

8.7524 

9.0658 

8.8950 

"    o„oooo 

9.4768 

0.1307 

0.227g 

9.0850 

9.4904 

9.0865 

9-9835 

i  F.he  ich   an    die   Bildung    der  Normalgleichungen    gehe,    will   ich   noch  be- 

;  merken,  liass  die  Fehler  oben  in  Hogensekunden  angesetzt  sind,  während  der  Natur 
der  Sache  nach  die  Correctionen  der  Coordinaten  nnd  Geschwindigkeiten  in  Ein- 
heiten des  Radius  verstanden  werden ;  will  man  demnach  die  aus  den  folgenden  Auf- 
lösungen gefundenen  Werthe  der  Unbekannten  unmittelbar  zur  Bestimmung  der 
1;  GorrectioDen  der  Elemente  verwertheu,  so  muse  man  ausserdem,  da^s  man  jede  Un- 
I  bekannte  durch  den  Horaogenitatsfactor  dividirt,    und  dieselbe  mit  der  oben  ang»- 

l 


i 


452     

nommenen  Fehlereinheit  multiplicirt,  nooli  mit  dem  Sinus  einer  Bogensekunde  mul- 
tipliciren ;  man  wird  also  für  diesen  Uebergang  haben  (logarithmisch) : 

{hxo)  =  7.5097  a 
(byo)  =  6.3462  h 

(Ä2o)  =  6.3452  C 

{^S))  =  7-8341  rf 

(Öl^)   =  6.6709  € 

(Ko)=  6.6699/ 

welche  Coefficienten  ich  als  Uebertragiings-Coefficienten  bezeichnen  will. 

Ich  setze  die  Bildung  der  Normalgleichungen  hier  vollständig  an,  um  die 
grossen  Yortheile  anschaulich  zu  machen,  welche  diese  Methode  in  der  Anwendung 
gewahrt;  etwa  die  Hälfte  der  Coefficienten  verschwindet.     Man  erhält  so: 

aa  ab  ae  ad  ae  af  an  an  bb        he        bd 

-f-i.oooo  — i.oooo  o  — i.oooo  -f-i.oooo  o  -l-i.oooo  4~i-oooo  4~i-<)ooo    o  -)-x  0000 

-faox^i  ^-0.0790  o  — 0.0066  -f-0.0272  o  — 0.0023  — 0.0415  -^.1%$^    o  -f"-o.oa72 

4-0.0878  -I-0.1568  o  4-0.0554  -+-0.0994  o  -J-o.ooio  4-0-4004  4-0  2S01     o  4^*0989 

4-0.1253  4-0.1796  o  4-0.1277  4-0.1 851  o — 0.0194  4-0.5981  4-0.2575    o  4-0.1831 

0.0000  o  o  o  o  o  o  o  00  0 

4-1  o  —0.0062  o  o  4-0.0021  4-         ^  —        S4  ö    o  0 

o  o  — 0.0034  o  o  —0.0022  —         8  —       63  00  o 

o  o  -f-0.0029  o'  o  4-0.0030  —         5  4-        56  00  0 


+1 

.2323 

— 0.7426  — 0  0067  —0.8235  4- 

•1.3117  4-0 

.0029 

4-0.9786  4- 

*  95*9  4-"-*6*8     0     4-1.3092 

be 

*/ 

bn              bs 

cc 

cd 

ee 

0/ 

en 

es          dd         de 

—  I.oooo 

0 

— I.oooo  — I.oooo 

0 

0 

0 

0 

0 

0  4-I-0000 — I.oooo 

— 0.1121 

0 

4-0.0095  4-0,1710 

0 

0 

0 

0 

0 

0  4-0.0023  —0.0094 

4-0.1776 

0 

-t-0.0017  4-0.7152 

0 

0 

0 

0 

0 

0  -H>.oj49  4-00627 

4-0.2654 

0 

— 0.0279  4-0  8576 

0 

0 

0 

0 

0 

0  4-0.130» +0.1887 

0 

0 

0               0 

4-1  0000 

— 0.0004 

0 

— I. 

.0000 

— .01212  ^-0 

.1216                0            V 

0 

0 

0               0 

4-0.3*39 

4-0.0021 

0 

— 0. 

1116 

— 0.0322  4-0 

.1760               0            0 

0 

0 

0               0 

4-0  »794 

— 0.0021 

0 

4-0. 

1771 

4-0.0615  -f-o. 

5124               0            0 

0 

0 

0               0 

4-0.2569    -f-0.0032 

0 

4-0.2648 

— 0.0398  4-0.4880               0           0 

-0.6691  o        — 1.01674-0.74384-1.86024-0,0028        o         — 0.6697  —o.i  317  4-1.0548  4-1.1674 —0.7580 

df  dn  ds  ^  ee  ef        en  ee  ff  fn  /t  nn 

o  — I.oooo  — I.oooo  4-i-<^<>^  o     4-''Oooo  -f-i.oooo  o  ö  o  4-<'0000 

04-  8  4-0.0142  4-0-0386  o    —0.0033  —0.0589  0-00  4^0.0003 

o  4-  6  4-0.2525  4-0.1 126  o     4-0.001 1  4-0.4534  o  o  o      0.0000 

o  —00198  4-0.6099  4-o-»735  o    — 0.0287  4-0.8838  o  o  o  4-0.0030 

4-0.0004  O  O  00  O  O  4-*ÖOOO   4-0.X2I2    4-0.1216    4-0.0147 

>.oo07  —  24-1»  00  o  o  4-0.0384  4-O.OI11  —0.0606  4-0.0032 

.0013  —  5  —        39  00  o  o  4-0,1123  4-0.0390  4^.3248  4-0.01  S5 

4-0.0033  —  54-        61  00  o  o  4-0.2728  —0.04x0  4^.5028  4-0.0062 


-^0.00x7  — 1.0196  — 0.1200  4-1.4247     o    4-0.9691  4-»«*783  4-J-4*3S  "+-0.1303  -f-o.S886  4-1.0409 

Ordnet  man  nun  die  Unbekannten  nach  der  Reihe  ft,  c,  0,  f^  a  und  d^  so  gestaltet 
sich  die  Elimination  bis  /  inclusive  fortgeführt^  wie  folgt  (veigl.  pag%  340) : 
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h  c  e  y  a  d  n  s 

+1.8628        0.0000    — 0.6691         0.0000    — 0.7426     -I-1.3092     — 1.0167     +0.7436 
?.        0.27016  —         00      9„82549  —  00      91^87075       0.11701      0^00719      9.87134 

+i.86o2         0.0000    — 0.6697     — 0.0067     +0.0028"    — 0.13 17     +1.0549 

o  000000 

+1.8602         0.0000     — 0.6697     —0.0067     +0.0028    — o.  1317     +1.0549 
E,  0.26956  —  00      9„82588      7,182607       7.44716      9^11959      0.02321 

+1.4247         0.0000     +1.3117     — 0.7580     +0.9691     +2.2784 
+0.24034  o  +0.26674  — 0.47027  +0.36519  — 0.26710 

+1. 18436      0.00000  +1.04496  — 0.28773  +0.60391  +2.54550 
000000 
+1.18436      0.00000  +1.04496  — 0.28773  +0.60391  +2.54550 
E.         0.07348  —         00      0.01910      9^45898      9.78098      0.40577 

+1.4235     +0.0029     +0.0017     +0.1303     +0.8887 

o  0000 

+1.4235     +0.0029     +0.0017     +0.1303     +0.8887 
fii]     0.4860  +0.241 10  +0.00241  — o.ooioi  +0.04741  —0.37978 

fl2]       0.4767  +1. 18240    +0.00049    +0.00271    +0.08289    +1,26848 

«3]     0.1688  00  o  o  o 

«4]     0.1630  +1.18240  +0.0049     +0.00271  +0.08289  +1.26849 

E.  6.07276      6.69020      7.43297       8.91850      O.I0329, 

Man  wird  bemerken,  dass  auch  die  Auflösung  der  Normalgleichungen  wegen 
der  kleinen  Coefflcienten  sehr  merklich  erleichtert  erscheint.  Würde  es  sich  in  die- 
sem Falle  nur  um  die  Ermittelung  der  wahrscheinlichsten  Elemente  allein  handeln, 
und  sollte  hier  nicht  ein  Beispiel  durchgeführt  werden,  wo  zwei  Unbekaimte  einer 
besonderen  Unsicherheit  unterworfen  sind^  so  könnte  die  Elimination  zu  Ende 
gefuhrt  werden,  ohne  allzugrosse  Unsicherheit.  Diesen  Yortheil  verdankt  man  nur 
der  zweckmässigen  Wahl  der  Elemente. 

Bestimmt  man  sich  aus  der  letzten  mit  E  bezeichneten  Gleichung  die  Unbe- 
kannte /  als  Function  von  a,  d  und  den  Beobachtungsfehlem,  so  erhält  man  sofort 
{logarithmisch] : 

/=  8.84574  +  6^617440  +  7^36021  rf  ; 

fuhrt  man  diesen  Werth  in  der  vorletzten  obigen  Gleichung  J3  ein,  so  findet  man 
leicht : 

c  =  9.70750  +  9^94562  a +'9.38550^ 

und  so  weiter  durch  Bücksubstitution: 

c  =  8^65858  +  7-537980  +  7n36693  d 
*  =  9n55948  +  8.91239a  +  9^78927^  ; 

mit  Rücksicht  auf  die  Uebertragungscoeffictenten  (pag.  452)  erhält  man  als  Relationen 
zwischen  den  Elementen  (logarithmisch) : 


A) 
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^?o  =  5-5156  +  5n777(>^^  +  ^^i  960Ö0 

dijo  =  6.3784 +  %io68daro  +  8.2223^^0  I        j\ 

bzo  =  5n0038  +  6.3735Ö:co  +  5n878o^& 

^S^o  ==  5n9057  +  7-7489^^0  +  8n30i4Ö& 

Hiermit  sind  die  Formen  2]  (pag.  364)  erlangt.  Um  nun  den  Uebergang  auf 
4)  (P^*  365)  zu  machen,  hat  man  diese  Relationen  in  die  ursprünglichen  Bedingungs- 
gleichungen einzusetzen,  und  man  wird,  um  Alles  in  Bogensekunden  zu  erhalten, 
die  obigen  Coefficienten  vor  deren  Substitution  durch  sin  i"  dividiren ;  ausserdem 
habe  ich,  um  den  Zusammenhang  zwischen  den  Elementen  und  den  Orten  möglichst 
klar  zu  legen,  die  zwei  Gleichungen  für  den  ersten  Ort  ohne  Berücksichtigung  ihres 
Gewichtes  benützt;  man  erhält  so  die  neuen  Bedingungsgleichungen,  indem  man  die 
von  bzQ  und  d^o  freien  Glieder  mit  den  Fehlem  in  den  Orten  verbindet: 

l 

—  i"8o7  =  —  i57"5  hx^  -h    293"9  öfo 
+  7-957  =  + 619.5     »    —1264.4    » 
+  0.593  =  +  330-9     »    —    206.8    » 

—  3.382  =  — 502.2     »    +    632.4    » 

ß 

—  0.078  =  +  17.04  hxQ  —    0.91  ö|o 

—  0.415=  —  67.61     »    -f  10.40    » 
+  2.875  =  — 36.70    »    —21.73    » 

—  2.262  =  +  55.71    »    +14.22    »    ' 

welche  Gleichungen  nun  die  Form  der  Gleichungen  8)   (pag.  366)  haben. 

Hier  findet  nun  die  in  7)  (pag.  366]  angezeigte  Prüfung  statt.  Bildet  man  die 
Summe  der  Fehlerquadrate  (also  von  n')  und  addirt  dieselben,  nachdem  man  die  for 
den  ersten  Ort  geltenden  Quadrate ,  dem  Gewichte  entsprechend,  mit  3  multipKcirt 
hat,  so  erhält  man: 

[n'n']=98"4; 
oben  fand   sich  [nn^]  =0.1630,  was  in  Verbindung  mit  der  Fehlereinheit  eigibt: 

[nn4]  =  -9ß"5 

in  guter  Uebereinstimmung  mit  dem  obigen  Werthe.  Uebrigens  erscheinen  die  Coef- 
ficienten  von  ^Xq  und  d^o  durch  die  Controle  nicht  geprüft  und  müssen  besondeis 
revidirt  werden.  Die  obigen  Gleichungen  können  nun  zur  Bestimmung  von  hx^  und 
h^Q  verwerthet  werden,  da  in  der  That  die  Coefficienten  der  beiden  Unbekannten 
nicht  allzu  klein  sind  (vergl.  pag.  366) ;  gibt  man  wieder  dem  ersten  Orte  das  Ge- 
wicht 3  und  macht  die  Coefficienten  homogen  durch: 

2.792062:0  =J» 

3.ioi9Öfo  =  9 
log  Fehlereinheit  =a  0.9007 
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so  erhält  man  (logarithmiscli)  : 

9n5949  =  9n^439P  +  96049  q 
0.0000    =  0.0000  0,|0000 

8.8724   =  9.7277  9n2l37 

9^6285  =  9n9o89  9-6991 

8^2300  ==  8.6780  7f|0957 

8n7i73  =  9n038o  7.91 5 i 

9.5579  =  8^7727  8^2352 

9^4538  =  8.9540  8.0510  , 

aus  welchen  Gleichungen  sich  die  folgenden  Eliminationsgleichungen  ergeben : 

+  2.1625/1  —  1.6692  q  =  +  1.5157  1  X 

+  0.1511  q  =: —  0.2231  •  j 

Die  Summe  der  Fehlerquadrate  beträgt  in  der  hier  gewählten  Einheit  1.5555. 
Aus  der  ersteren  Gleichung  allein  leitet  man  ab  (logarithmisch) : 

p  =  9.8456  +  9-8875  y, 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  oben  eingeführten  Homogenitätsfactoren  (logarithmisch] : 

hzQ  =  7.9543  +  0.1974  b|o*)-  -B) 

Der  eben  gefundene  Werth  für  p  wäre  in  die  obigen  Gleichungen  einzuführen, 
worauf  man  leicht  die  Formen  18)  (pag.  368)  erhalten  würde,  doch  ist  die  Auflösung 
in  dem  vorliegenden  Falle  aus  den  letzteren  Eliminationsgleichungen  für  die  Be- 
stimmung der  Unbekannten  hinreichend  sicher;  man  erhält  so: 

log  q  =  0^1693 
oder 

log^fo  =  7n968i   .  C) 

Die  Summe  der  Fehlerquadrate  geht  herab  auf: 

[nn6]  =  0.1638  , 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  oben  eingeführte  Fehlereinheit: 

[nnö]  =  io"4  . 

Substituirt  man  den  Werth  von  Cj  in  B)  und  A)^  so  erhält  man  die  wahr- 
scheinlichsten Correctionen  der  angewandten  Elemente,  und  zwar: 

^  Xq  =  —  0.005  6375 
<^  yo  =  +  0.000  0739 
h  Zq  =  —  0.000  0107 
ö  f 0  =  —  0.009  2920 
ö  ijq  =  +  0.000  8050 
ö  Co  =  -h  0.000  0346. 


*)  Da  der  Coef6cient  von  d  lo  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  kann  man  daraus  den  Schluss  siehen, 
dass  es  etwas  zweckmässiger  gewesen  wäre,  d  j:^  als  die  letzte  Unbekannte  zu  wählen. 
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Die  Einfuhnmg  dieser  Correctionen  in  die  Bedingimgsgleickangeii  eigibt  als  übrige 
bleibende  minimale  Fehler: 


C08/?dil 

bß 

Grewicht 

I 

+  o"o4 

+  o"oi 

3 

2 

—  0.30 

—  0.70 

I 

3 

4-  0.54 

+  2.47 

I 

4 

0-34 

—  1.82 

I 

D] 


Die  Summe  der  Fehlerquadrate  ist  in  der  That  io"4,  wodurch  eine  sehr  gute  Con- 
trole  erreicht  ist. 

Bringt  man  die  hier  gefundenen  Correctionen   an   die  oben  (pag.  443)  ermit- 
telten Ausgangswerthe  an,  so  erhält  man: 

^1  =  +  4-208  7317  ,         li  =  +  0.014  7156 
y\  =  +  0.407  0657  ,         1^4  =  +  0.450  2083 
Zi  =  —  0.053  8383  ,         Ci  =  —  0.129  0064  ; 
aus  diesen  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  sind  die  osculirenden  Elemente  nach 
34J  (pag.  437)  abzuleiten;  die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 


logarj 
logyi 
log  24 

log^i 

logiji 

logCi 

^  Vi 

Vi  ?i 
Subtr. 

Vi  Ci 
Subtr. 

^i  f  i 
Subtr. 


0.624  1513 
9.609  6645 

8»73i  0913 
8.167  7780 

9-653  4135 
9^110  6113 

0.277  5648 

7-777  4425 
o  001  3752 

8n720  2758 

8n384  5048 
0.268  8634 

9n734  7626 
6n898  8693 
0.000  6341 


Vp  sin  (t)  sin  (Q) 


Vp  sin  (t)  cos  (q) 
Vp  sin  (•) 
Vpcos  [i) 


8^451  4142 
9n999  4101 
6»734  1285 
9.734  7184 
0.276  1896 

Vp   0,293  4265 
p    0.586  8530 

i      16°  2'io''o4 
(Q)     182  59    7  71 


Vi  Vi 
Add. 


8.791  9293 

9.263  0780 

0.126  4396 

{I  +11}    9.389  5176 

zx  Ci     7841  7026 
Add.     0.012  1308 

9.401  6484 


cos  (q) 

sin  (q) 

cos  (t) 

sin  (t) 

cos  (q)  cos  (t) 

—  sin  (q)  cos  (•) 

Vi  cos  (q)  cos  (•) 

—  Xi  sin  (q)  cos  {%) 

Add. 


9n999  4101 
8^716  6940 
9.982  7631 
9.441  2918 
9n982  1732 
8.699  4571 

9n59i  8377 
9.323  6084 


0.336  5119 

{I  +  n}   9^255  3258 

z^  sin  (•)     8^172  3831 
Add.     0.034  4739 


sin  q>  sm  V  —=^ 

Vp 


xx  cos  (Q) 

o«623  5614 

y,  sin  (Q) 

8n326  3585 

Add. 

O.CX>2    1852 

r  sin  t< 

9U  s 

9.289  7997 
9»999  5382 

sin 

9)  sine 

9.068  8665 
9.905  3147 

r  cos  u 

o„625  7466 

sin 

tp  cos  V 

8«937  6909 

u 

i82''38'29"78 

V 

i26°28'32"70 

r 

0.626  2084 

sin  q> 

9.163  5518 

r  :  p 

9.960  6446 

V 

8''22'46"59 

Vp  :  r 

9.667  2181 

45" 

+  \V 

49°ir23.29 

{V 

63°i4'i6.35 

(jj 

56°9'57"o8 

tgit' 

0.297  3051 

Tt 

239°9'  4"79 

cotg  (45°  +  i  V) 

9.936  2560 

cos  r/)2 

9.990  6774 

\E 

59°42'48"86 

• 

a 

0.596  1756 

E 

"9  25  37-73 

0 

Vä 

0.298  0878 

sin  E 

9.940  0086 

a\ 

0.894  2634 

sin  r/)  :  sin  i" 

e"  sin  £ 

M 

4.477  9769 

7°i6'2o"96 
112"  9'i6"77 

• 

log/t 

t 

2.655  7432 
452"6299 

womit  die  Rechnung  der  Elemente  vollendet  erscheint,  üeberträgt  man  weiter  die 
Elemente  nach  35)  (pag.  438)  auf  den  Aequator  als  Fundamentalebene ,  und  diese 
nach  den  im  ersten  Bande  des  Lehrbuches  angegebenen  Formeln  (I  pag.  i  ij  auf  die 
Ekliptik;  so  finden  sich  die  wahrscheinlichsten  Elemente  in  der  gewöhnlichen  Form : 

@)  Hüda. 

Epoche  1875  Dec.  2.0  mittl.  Berl.  Zeit. 

mittleres  Aequinoctium  1875.0 

L  34''58'54"95 

M        112    9  16.77 

jt        2S2  49  38.18 

Q  22%  20    0.73 

»  7  48    0.22 

(p  f    S  22  46.59 

fi  452"6299 

loga  0.596  1756  . 

■ 

Rechnet  man  nun  aus  diesen  Elementen  die  Darstellung  der  Orte  bezogen  auf  das 
früher  gewählte  Coordinatensystem,  so  ergibt  die  directe  siebenstellige  Rechnung  hierfür: 

cos/?dA  6/? 

1875  Nov.    4  +  o"o9  0.00 

•      22  —  0.32  -7-  0.71 

Dec.   19  +  0.57  +  2.55 

»      30  —  0.31  —  1.82  , 

welche  Werthe  mit  den  in  D)  (pag.  456)  angesetzten  in  befriedigender  Weise  stim- 
men, so  dass  die  bisherigen  Rechnungen  einer  sehr  scharfen  Controle  imterzogen 
erscheinen. 

Oppolzer,  B»hnb«KUniiinangen.  U.  ^3 
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Wenn  es  sich  blos  darum  handelt,  die  wahrscheinlichsten  Elemente  für  eiuen 
kleinen  Planeten  aus  den  Beobachtungen  einer  Opposition  zu  erhalten,  so  erscheinen 
hiermit  die  Rechnungen  vollendet ;  es  knüpft  sich  aber  häufig  genug  auch  die  Frage 
an  diese  Bestimmungen,  innerhalb  welcher  Grenzen  man  die  Elemente  varüren  darf, 
ohne  den  Beobachtungen  geradezu  zu  widersprechen,  und  zur  Erledigung  dieser 
Frage  eignet  sich  die  hier  aufgestellte  Methode  im  besonderen  Maasse,  da  in  der 
lliat  der  Zusammenhang  zwischen  den  Variationen  der  Elemente  und  den  Aende- 
rungen  in  den  geocentrischen  Orten,  innerhalb  der  in  Betracht  kommenden  Grenzen 
ein  fast  völlig  linearer  ist. 

Wir  nehmen  zu  diesem  Ende  die  Gleichung  B)  (pag.  455)  vor  und  substi- 
tuiren  dieselbe  einerseits  in  A^ )  und  A2) ;  denkt  man  sich  dann  unter  d  ^  die  Va- 
riation des  wahrscheinlichsten  Werthes  von  §q,  so  ist  es  klar,  dass  man  in  den 
Gleichungen  A^)  und  B)  (pag.  454,  455)  für  die  constanten  Coefficienten  Null  zu  setzen 
hat,  wenn  man  unter  öC,  brjj  hz^  öy  und  hx  die  Variationen  der  wahrscheinlichsten 
Elemente  verstehen  soll ,  bedingt  durch  die  Variationen  von  d  ^  und  ebenso  hat  man 
linker  Hand  in  A^)  statt  der  dort  angesetzten  Fehler  die  aus  D)  (pag.  456J  resul- 
tirenden  einzufügen;  man  findet  dann  logarithmisch: 

h  X  =  0.1974  h  ^ 

ö  y  =  8^0484  ö  i 

h  z  =  6.4725  ö  ^ 

h  rj  =  9^2666  ö  ^ 

5  ^  =  6„400i  b  §  . 

Beachtet  man,   dass   die  übrig  bleibenden  Fehler  in  D)   (pag.  456)  identisch 

sind  mit  t?i,  ©2  •  •  •   der  Formel  25)  (pag.  369)  und  bezeichnet  man  mit  ^i,  /j . . .  die 

Fehler,  welche  übrig  bleiben,    wenn  man  den  wahrscheinlichsten  Werth   von  |  um 

den  Betrag  b  §  variirt,  so  erhält  man  aus  der  Substitution  in  B)  leicht: 

/,  =  +  o"o4  -    45"8  ö?  ,        A  =  +  o"oi  -     25^9  H 

/2  =  —  0.30  +   288.4  ö?  ,        /e  =  —  0-70  4-     96.1  b§ 

fz  =  +  0-54  —  3H-5  ö|  ,        /:  =  +  2.47  +     79-5  ^^ 
/4  =  —  0.34  +  158"8  öf  ,        /g  =  —  1.82  —  102.0  d^  . 

Bedenkt   man  überdiess,    dass   der  wahrscheinlichste  Werth  von  z  ebenfalls 

stark  variirt  werden  kann,  ohne  den  Beobachtungen  zu  widersprechen,  und  versteht 

man    unter  hx   die  Variation   unter    der  Einschränkung,    dass   b§  =  o  gesetst  ist 

(pag.  368),    so  kann  man  zu  diesem  Zwecke  unmittelbar  die  Coefficienten  Ton  bz^ 

aus  Ai)  imd  A2)  hinschreiben,  wobei  nur  zu  beachten  ist,  dass  man  in  den  letzteren 

das  Zeichen  wegen  der  Umsetzung  auf  die   andere  Seite   des  Gleichheitszeichens  zu 

ändern  hat  und  erhält  so  ^logarithmisch] : 

bx  =  0.1974  b§ 

by  =  7.7489  bx  +  8^0484  b^ 

ö«  =  6.3735  da;  +  6.4725  d^  [  E) 

by  ==  9^1068  da;  +  9,|2666  b§ 

^C  =  5n7776d2:  +  6„400i  ö?, 
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und  auSBerdem  für  die  Fehler  in  den  Orten: 

coaßhi.    ■  bß 

/,  =  +  o"o4  +  i57"5  ix  —    45"8  ög  ,  /&  =  +  o"oi  —  i7"o  bx  —    25"9  J»| 

^2  =  —  030  —  619-5  ^^  +  288.4  ^S  j  ^6  =  —  0-70  +  ^7'5  ö:r  +     96.1  d§ 

/a  =  +  0.54  —  330-9  ^^  4-  314-5  ^S  1  /?  =  +  2.47  +  36.7  hx  +     79.5  ö^ 

/4  =  —  0.34  +  502.2  da:  +  158.8  d^  ,  /g  =  —  1.82  —  55.7  hx  —  102.0  öf 


i^) 


womit  also    die  durch  die  Gleichung  25)    (pag.  369)    verlangte  Form   hergestellt  er- 
scheint.    Die  Relation  26]    (pag.  369]  ergibt  also  mit  diesen  Zahlen: 


[ff]  =  io"4  +  5-9190  öa;2  +  5.3830  ö|2,  (?) 

wobei  die  Coefficienten  logarithmisch  verstanden  und  in  Bogensekunden  angesetzt 
sind;  sie  sind  also  in  der  That  nichts  anderes  als  die  entsprechenden  Quadrat- 
summen der  in  F)  enthaltenen  Zahlen^  wobei  jedoch  die  aus  den  Gleichungen  resul- 
tirenden  Werthe  von  f  und  f  dem  Gewichte  entsprechend  mit  3  multiplicirt  wurden. 
Die  Ermittelung  dieser  Coefficienten  kann  aber  viel  einfacher  aus  den  Zahlen  der 
Gleichung  a  (pag.  455)  erhalten  werden,  denn  der  Coefficient  von  p  in  der  ersten 
Gleichung  ist  einfach  mit  dem  Quadrate  des  Homogenitätsfactors  (der  Logarithmus 
des  Factors  ist  daselbst  angenommen  2.7920}  zu  multipliciren  und  gibt  den  obigen 
Coefficienten  von  hx^,  ebenso  ist  der  Factor  von  q  in  der  zweiten  Gleichung  zu 
behandeln  (log  Factor  3.1019),  der  dann  den  Factor  von  ö^^  finden  lässt;  es  wird 
der  Controle  halber  erwünscht  sein,  die  Coefficienten  der  Gleichung  G)  auf  beiden 
Wegen  zu  ermitteln. 

Man  wird  vorerst  sich  über  die  Grenzen,  über  die  man  bei  der  Bestim- 
mung der  Grenzelemente  wohl  nicht  hinauszugehen  braucht ,  zu  einigen  haben ; 
eine  Ansicht  der  Gleichungen  F)  zeigt  wohl,  dass  ein  Werth  von  [ff]j  der 
etwa  bei  100"  liegt,  keine  grosse  Wahrscheinlichkeit  für  sich  in  Anspruch  neh- 
men kann  ;  es  wird  also  eine  Vergrösserung  der  minimalen  Fehlerquadrate  (io"4) 
um  89"6  wenig  wahrscheinlich  sein;  um  aber  mit  einer  fast  an  die  Gewissheit 
grenzenden  Wahrscheinlichkeit  die  äussersten  Grenzelemente  zu  erhalten,  wollen 
wir  die  Vermehrung  um  den  vierfachen  Betrag  als  noch  möglich  in  Betracht  ziehen, 
daher  [fj]  die  Form  geben: 

[//]  =  io"4  +  358"4  »^  H) 

fiir  n  =  4,  wird  also  die  Summe   der  Fehlerquadrate  100",  für  «  =  i    erreicht  die- 
selbe den  Werth  368"8.     Setzt  man  nach  27)    (pag.  370) : 


V358.4  n  sin  N  =  2.9595  dx 
"K358.4  n  cos  N  =  2.6915  d§  , 

also: 


«  sin  iV=  1.6823  dx  . 


n  cos  N=  1.4143  rf? 

58* 
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und  führt  statt  der  beiden  Unbekannten  dS  und  dx  die  Unbekannten  n  und  N  d«r 
Gleichung  /]   entsprechend  ein,    so  ist  die  Summe    der  Fehlerquadrate  nach  G) 

(pag.  459) : 

[ff]  =  io"4  +  358"4  «»  • 

Für  gleiche  Werthe  von  n  wird  demnach  die  Summe  der  Fehlerquadrate  den  gleichen 
Werth  erhalten,  also,  da  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  Unbekannten  nur  von  der 
Fehlerquadratsumme  abhängig  sind  Systeme,  von  gleicher  Wahrscheinlichkeit  (vergl. 
pag.  370)  für  jeden  beliebigen  Werth  des  Winkels  iV  ergeben.  Nach  den  obigen  Be- 
trachtungen kann  man  wohl  als  die  obere  Grenze  für  n  die  Einheit  annehmen,  da  für 
diesen  Werth  die  Darstellung  der  Beobachtungen  ganz  unbefriedigend  ist;  der  Werth 
n  =  o  führt  auf  das  wahrscheinlichste  System.  Indem  für  den  Winkel  N  die  Pe- 
ripherie in  8  Theile  getheilt  wurde  und  für  n  einmal  der  Werth  ^  und  dann  i  sub- 
stituirt  wurde,  erhielt  man  aus  E)  (pag.  458]  16  verschiedene  Systeme  der  Coordinaten 
imd  Geschwindigkeiten,  aus  denen  nach  34]  (pag.  437)  die  Elemente  abgeleitet 
wurden.  Es  seien  die  für  8  Punkte  der  Peripherie  ermittelten  Werthe  einer  Funktion 
bezeichnet  durch  Yq,  Y^  . . .  1^,  so  wird  es  ein  leichtes  sein,  dieselben  numerisch 
in  eine  periodische  Funktion  zu  verwandeln ;  man  erhält  5  Cosinus-Coefficienten  und 
3  Sinus-Coefficienten,  die  der  vorgelegten  Funktion  die  Gestalt  geben: 

E  =  Cq  '\-  Ci  cos  iV-j-  C2  cos  2 -AT 4-  ^3  cos  3 iV-f-  ^4  cos  ^N 
-f  «1  sin  iV  +  «2  sin  2  iV  +  «3  sin  3  iVT. 

Seien  durch  die  obigen  Y-Funktionen  die  acht  Incremente  dai^estellt,  die 
unter  einer  bestimmten  Annahme  für  n  (hier  entweder  0.5  oder  i.o)  irgend  ein  Ele- 
ment gegen  den  wahrscheinlichsten  Werth  erfährt,  wenn  N  der  Reihe  nach  die 
Werthe  o,  45",  90"  ...  315®  annimmt,  und  bezeichnet  weiter  symbolisch: 

« 

(0.4)  =  Y,+  Y^        ii)  =  Y,-Yt 
(1.5)  =  y,  +  Ts        (i)  =  Yi-Y, 

(2.6)  =  yj+r,      (f)  =  r,-r, 

(3.7)  =  Y,+  Y,      (f)  =  y,  -  y, 

dann  ist  offenbar : 

4,Vo  +  C4)  =  (o.4)  +  (2.6),     2(c,+c,)  =  {i)  ,         2(*,-f^)={(|)-f(|)}J= 

4(^0  —  ^4)  «=-  (1.5)   +   (3.7)   J       2  (d  — C,)={(i)  — (I)}  -^  ,     2  («1— «3)  =(f) 

4^2=  (0.4)  —  (2.6)  ,  4 «2  =  (i. 5)  — (3.7)- 

Die  Anlage  der  Rechnung  stellt  sich  also  wie  folgt: 
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Y, 

Yi 

Yt       . 
Y, 

Y, 
Y^ 

(0.4) 
(2.6) 

(1-5) 
(3-7) 

(i)  -  (*) 
(i)  +  W 

log((i)-(|)} 
log{(i)  +  (4)} 

(0.4)  +  (2.6) 
(1-5)  +  (3-7) 

{ {*) + (1)  >;- 
(1) 

8  Co 
8C4 

4C, 
4*2 

4C, 

4*1 

4*3 

Man  erhält  so  für  n  =  \  und  indem  man  statt  (tt)  und  y  die  einen  lineareren  Cha- 
rakter aufweisenden  Elemente: 

[0]  =  4?^  sin  (/r) 
^    '  sin  i"  ^    ' 

(«Fi  =  ^,  cos  («) 

^  sm  i"  ^    ' 

einfuhrt,  die  folgenden  Zahlen  nach  34)    (pag.  437) : 

(o)                     (D-                    (1)                     (3)  (4)                     (5)                     (6)                    (7) 

-1-4.1390745  -1-4.2377345  -{-4.2191222  -{-4.1946232  4-4.1783888  -{-4.1799288  -{-4.1983412  -{-4.2228401 

-{-0.4068504  4-0.4069546  4-0-4071*40  4-0.4072591  4-0-4072810  4-0.4071767  4-0.4070074  4-0.4068722 

— 0.0538326  —0.0538325  —0.0538358  —0.0538406  —0.0538440   —0.0538441  —0.0538407  — 0.0538360 

4-0.0339747  4-0.0283338  4-0.0147156  4-0.0010973  —0.0045435  4-0.0010973  4-0.0147156  4-0.0283338 

4-0.4466499  4-0.4467525  4-0.4488795  -{-0.4517848  -{-0.4537666  -{-0.4536640  4-0.4515371   4-0.4486317 

— 0.1290112  —o.i  290102  — 0.1290070  —0.1290033  — 0.1290015  — 0.1290025  — 0.1290058  —0.1290094 


)  I82*»59'i4"i8 
;     i6«ii'33"52 

)  242^15'  7"95 
)  io»32'38"65 
}    —3  3404"  31 

0  —17573"»» 
.}  346°43'»8"34 
449"6879 


i82**59'i5"o5 
i6®io'43"86 

Ho**53'i7"39 
9"57'i4"7o 

— 3ii5o"50 

— I7346"58 

348*»  4'37"82 

45o"8328 


i82'59'ii"63 

16«  4'5i"7i 
238'*io'34"54 

8«27'  5"74 
— 25758^31 
— I5985"6i 

35i«i9'i7"69 
452"7368 


.O.^r    ä"* 


182*^59'  5"86  182^59'  i"i4  182^59'  o"25 


I5«57'3X"34 
»U''S6'I3"02 

6°55'38"73 
— 20363"i6 

— I 4291 "86 
354^32'  4"49 


IS'S»'S7"I2 

233°5o'48"53 
6'»i5'i9"24 

— i8i46"89 

— I3258"76 

3SSV34"Si 


I5**S3'44''97 
236^34'  2*'5I 

6*'48'58"73 

— 20430^18 

—1 3487"90 

354  V '""91 


i82'»59'  3"77 
I5*59'28"20 

240*»  8 '24"  19 

8"i8'37"47 
— 25854^90 

— X4843''i9 

35i'»i7'25"34 


453"6i52        4S3"6484         453^4862        4S2"5a79 


,82«59'  9"S3 
i6«  6'5i"33 

242**  5'37"i3 

9.5i'43"85 

— 3i22o"53 

-16534^85 

3480  3 '50^71 
450^6672 


Daraus  resultirt: 


n  =  i 


(L)  =35i^i8'2i"56 — 4o"o8 — i64i4"o8co8iV^— 4o"o5co82iV-|-i"oocos3iV— o"oocos4iV 

4-      56. 14  sin  iV — 16. 1 2  sin  2iV — 0.03  sin  3  iV 

(0)=  —  2 5866"5 3  + 1 5"44  —  762 8"8o  cosiV4- 1 5"5o cos 2  N+  o"o9  cos  3iV— o"oi  cos4iV 

4-     48.36  sin  iV-|-  o.76sin2iV4-o.07sin3iV 

(¥)  = — i54ii"5i —   i"74 — 2i57"25cosiV —  o"79C0S2-ZV-f-o"o2C08  3iV+o"o5C0S4iV 

—   57i.23siniV —  i.94sin2iNr — o.oi8in3iV 


- —   46a   — 

loöfi  =     45262"99' —  ly'gö —   i98"o3coßiV — 48^2 1  cos 2iV  +  o"oi  co83iV — o''oico84jV 

+     io.438m-^+   0.91  8in2-^ — o.oi8m3iV 

(q)  =  l82°59'7"7I —    0.03+       6"52C08JV —  0"02C08  2iY— o"ooco83JV— o''oooo64JV 

+      3.93  sin-^ —  0.02  sin  2  JV 
(t)  =  1 6°2'  I  o"o4  +  2''84  +  5  58^2 1  cosN+  2^43  cos  2  iV—  o"oi  cos  3iV^—  o"oo  cos  4N 

+  i62.25sinJV+  i.54  8in2iV+o.CK>sin3iV 

Führt  man  nun  dieselben  Rechnungen  aus  unter  der  Annahme  n  =  i,  so  findet  sich 
in  ganz  ähnlicher  Weise: 

«  =  I 
(i)=35iOi8'2i"56— i6o"2i— 328io''44cosiV— i59"94cos2iV+7"96cos3iV4-o''o8co84iV 

+    ii2.iisin-Ar —  64.42sin2iV — o.25sin3JV 
[0]  =  —  358o6"53+  6i"70 — i5255"83CosiV-|-  62"oocos2iV+o"65cos3iV— o"oocos4iV 

—  97.i6siniV4-     3.o5  8in2iV+o.58sin3iV 

(^F)  = — i54i3"5i_|-  6'98  —  43i4"o3cosiV—    3"o2cos2iV+o"i2C083iV-4-o"oico84JV 

—  ii42.36siniV —     7.77  8in2iV+o.  I7sin3  JV 

ioo^ei=    45262"99  —  i9i"66 —   395"66cosiV — i92"68cos2JV+o"22Cos3iV+o"o6cos4iV 

+      20.82  sihJV+    3.69  sin  2  JV — o.  11  sin  3-^ 
(q)  =^  i82°59'7"7i —  o"i2+     i3"o5cosiV —  o"o8cos2iV — o"oocos3iV4-o"ooco84A^ 

+       7.87siniV^ —   o.098in2iV^+o.oi  sin  3iV 
t)  =    i6"2'io"o4+ ii"47+iii6"65cosiV-|-  9"74co8  2iVH-o"o5co8  3iV4-o"ooco8  4A^ 

+  324.58siniV4-  6'.  18  sin 2  iV+ 0.07  sin  3  iV  . 
Rechnet  man  mit  irgend  einem  dieser  äussersten  Grenzsysteme  die  Darstellimg 
der  Orte  direct  siebenstellig,  so  wird  man  durchaus  eine  befriedigende  Ueber- 
cinstimmung  mit  der  aus  den  DiflFerentialformeln  abgeleiteten  aus  J]  und  F) 
(pag.  459)  erhalten,  welche  die  Unsicherheit  der  siebenstelligen  Rechnung  kaum  über- 
schreitet; man  leitet  daraus  den  Schluss  ab,  dass  in  der  That  die  hier  getroffene 
Wahl  der  Elemente  den  Forderungen  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  [linearer 
Zusammenhang)  in  fast  unerwartet  befriedigendem  Maasse  entspricht. 

Bedenkt  man,  dass  die  obigen  Formen  für  die  Elemente  nichts  anderes  sind, 
als  die  empirische  Entwickelung  derselben  nach  den  Potenzen  von  n  sin  N  und 
n  cos  N,  80  wird  man  sofort  einsehen^  dass  die  mit  geraden  Vielfachen  von  N  ver- 
bundenen Coeffioienten  nur  gerade  Potenzen  von  n,  die  mit  ungeraden  verbundenen 
nur  ungerade  enthalten  können;  die  niedrigste  Potenz  von  n  kann  aber  nicht 
kleiner  sein,  als  der  Factor  von  N,  Mit  Hilfe  dieser  Bemerkungen  sieht  man  daher 
sofort  ein,  dass  man  den  Elementen  demnach  die  folgende  Form  ertheilen  kann : 

@  Hilda. 
Epoche  1875  Dec.  2.0  mittl.  Berl.  Zeit. 

(L)  =35i°i8'2i"56+  (— i6o"387»2+o"i7«<)  +(— 32834"o8»  +2f6^n^  cosJV 

+  (-flI2"34»  — o"23«3)8iniV    +(—     i6o"26«2-H  0"32«^)C082iV 
^^(_  64"49»24-o"o8«^)8in2iV  +  7"96f|3  C0S3  iV 
-*-  o"25  n^  sin  3  iV  +  o"o8  n^  cos  4  N 
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(Ö))  =  —  258o6"53  +  (+  6i"77  n'^—o"oj  n^)  +  (— 1 5258"20«  +  2"^yn^)  cos  .V 

4-  (+  96"59  ti  +  o"57  n^)  sinN  +  (+     .  62"oi  n^ — o"oi  n^)  cos  2  iV 

+  (4-   3"o6/|2 — o"oi  n^)  sin  2  iV  +  o"65  n^  cos  3  JV 

+  o"58 n^  sin 3  iV  +  o'oo »*  cos 4  JV 

(y)  =  — i54i3"5i  +  (— 6"93n2— o"o5»4)  -f  {— 43i4"65»  +  o"62n3)  cosiV 

+  ( — ii42"5i»  +  o"i5«3)siniV  +  ( — 3"237»2 -|-o"2i  «^)  cos  zN 

+  ( —  7"7 7  /*2 _)_  o"oo »^)  sin  2  iV  +  o"i  2  t»^  cos  3  N 

+  o"i 7  »•*  sin  3  iV  -[-  o"oi  »*  cos  4  N 

looiii  =45262"99-f  ( — igi"Sgn^  +  o"2^7i^]  +  (— 396"i9w  +  o"53w^)  cosJV 

+  (+2o"87W— 6"o5w3)8iniV  +  (— 1 92^89  «24- o"2i  n*)  cos  2  N 

+  (+3"65  '**^  +  o"o4»*;  sin  zN  +  o"22  «^  cos  3  N 

—  o"  1 1  n^  sin  ^X  -{-  o"o6  »*  cos  4  iV 

(Q)  =i82"59'7"7i  +  (— o"i4/i2  4-o"o2/*<)  +  (+  ifo^n  +  o"oofi^)  cosN 

+  (+  7"86  n  +  o"oi  »3)  sin  N  +  (—  o"o8 «2  +  o"oo/»^)  cos  2  2V 

+  ( —  o"o9  »2  -j-  o"oo  »*)  sin  2  iV  +  o"ck>  »^  cos  3  iV 

+  o"oi  «3  sin  3  iV  +  o'oon^  cos  4  iV 

(i-)   =  i6«2'io"o4 +(+ii"33;j2_(.o"i4»4)  +  (+ 11  i6"34»  +  o"3i  »»)  cosiV 

+  (-f- 324^47  «  +  o"i  I  ;»3)  siniV      +  (4-9"73n2  +  o"oi  »*)  cos  2  iV 
+  (+  6"  1 5  «2  +  o"o3  «^)  sin  2  iV       +  0^05  n^  cos  3  N 
+  o"o7  w3  sin  3  iV  +  o"oo  n^  cos  4  N  . 

Die  Summe  der  Fehlerquadrate  ist  nach  H)   (pag.  459) : 

[ff]  =  io"4  +  358"4  ««  , 
die  Darstellung  der  Orte  (nach  /)  und  F)  pag.  459)  : 

cos/?  h  X 

4-  0.04    —     i"76  «  cos  N  +     3"27  n  sin  N 

—  0.30     +  ii.ii  «  cos  N  —  12.87  ^  sin  N 

—  12.12«  cos  iV  —     6.88  «  sin  iV 

4-    6.12»  cos  iV  +  10.44  n  sin -AT 

bß 

—  i"(X)  n  cos  N  —  0^35  n  sin  N 
+  3-70  n  cos  N  4-  1-41  ^*  sin  N 
4-  3.06  n  cos  N  4-  o«76  »  sin  JV 

—  3.93  n  cos  iV  —  1.16  «  sin  iV, 

wobei  zu  bemerken  ist^  dass  bei  dem  eminent  linearen  Charakter  der  eingeführten 
Funktionen  die  Uebereinstimmung  in  einer  der  siebenstelligen  Rechnung  nahe  adä- 
quaten Genauigkeit  bis  n  =  i  hervortreten  muss;  für  ein  gleiches  n  erhält  man  bei 
beliebiger  Wahl  von  N  Systeme  gleicher  Wahrscheinlichkeit,    für  n  =  o   das  wahr- 

« 

scheinlichste  System. 


1875 

Nov. 

4 

4-  0.04 

» 

22 

—  0.30 

Dec. 

19 

4-  0.54 

)) 

30 

0.34 

1875 

Nov. 

4 

4-  o"oi 

» 

22 

—  0  70 

Dec. 

19 

+  2.47 

» 

30 

—  1.82 
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0.   AnsohlasB  der  Elemente  an  die  Beobaohtongen  mit  genäherter  Berfieknohtigmig 

der  Frinoipien  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

§  1.   Die  Lambert'sehe  Olelehnng. 

Bevor  ich  an  die  Lösung  der  in  diesem  Abschnitte  gestellten  Angaben 
schreite,  muss  ich  vorerst  mehre  Entwickelungen  ausführen ,  die  für  die  folgenden 
Ableitungen  nöthig  sein  werden,  und  vor  Allem  nehme  ich  die  Lambert'sche 
Gleichung  vor,  die  eine  sehr  merkwürdige  und  wichtige  Relation  aufstellt,  welche 
zwischen  der  Sehne  s,  den  umschliessenden  Radienvectoren  r  und  r',  und  der 
grossen  Halbachse  a  einerseits  und  der  Zwischenzeit  [f  —  t)  andererseits  besteht 
und  von  der  ein  Specialfall  (a  =  oo)  bereits  im  ersten  Bande  (Euler 'sehe  Glei- 
chung  I  pag.  loi)  erhalten  wurde. 

Lässt  man  die  X  F- Ebene  eines  Coordinatensystemes  mit  der  Bahnebene 
zusammenfallen  und  verlej^t  den  Anfangspunkt  desselben  in  den  Sonnenmittelpunkt, 
so  ist  der  Abstand  zweier  Punkte  s,  deren  Coordinaten  x,  y,  und  z'  \f  sind,  be- 
stimmt durch: 

Legt  man  nun  die  positive  Achse  in  die  Richtimg  des  Perihels  und  gehören 
die  beiden  in  l^ctracht  gezogenen  Punkte  einer  bestimmten  Bahn  an,  so  kann  man 
auch  setzen: 

x-=T  cos  f?  ,     a:'  =  r'  cos  t> 
y  =  r  sin  t?  ,     y'  =^r'  sin  t? '  , 

wo  V  imd  «?'  die    zugehörigen  wahren  Anomalien    vorstellen.     Ich   werde    von    nun 
ab    die   Entwickelungen    mit   Relationen    durchführen,    die    für   die  Ellipse    reell 
sind,  für  die  Plyperbel  aber  imaginäre  Beziehungen  geben;    da  im  Schlussresultate 
das  Imaginäre   eliminirt   erscheint,    so  hat  man  unmittelbar  der  Rechnung  zugäng- 
liche Resultate  erhalten,  die   für  alle  Kegelschnitte  gleichmässige  Giltigkeit  haben, 
da  man  mit  dem   Imaginären  bekanntlich  alle  Operationen  mit  derselben  Berech- 
tigung durchführen  kann,  wie  mit  den  reellen  Grössen. 
Es  ist  nach  I  pag.  48 : 

r  cos  V  =  a  (cos  E — e)   ,     r  sin  v  =  a  cos  tp  sin  E  , 
wo  E  die  excentrische   Anomalie ,    0  =  sin  (jp   die  Excentricität  vorstellt ;   man  hat 
also  für  i] : 

s^  =  ö2  (cos  E'  —  cos  E]^  +  a^  cos  (p^  (sin  E'  —  sin  E]'^  . 
Setzt  man  also  (wie  I  pag.  218): 

SO  erhält  man  sofort: 

^2  =  ^cfi  sin  ^2  (i  — ß2  cos  G^)  .  2) 

Führt  man  nun  mittelst  der  Relation 

e  cos  G  =  cos  Ä 
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den  Hilfswinkel  h  ein,  so  kann  man  an  denselben  die  willkürliche,  aber  zulässige 
Bestimmung  knüpfen,  dass  derselbe  stets  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  zu 
nehmen  ist,  was  mit  der  Bedingung  zusammenfällt,  dass  sin  h  stets  positiv  wird; 
die  Gleichimg  2)  (pag.  464)  erhält  dadurch  die  einfachere  Gestalt : 

^  =  2  a  sin  ^  sin  A  ,  3) 

in  welcher  Gleichung  8  stets  positiv  angenommen  ist;  das  Product  a  sin  g  hat  auch 
in  der  That  dieses  Zeichen.  Für  die  Radienvectoren  (I  pag.  48)  kann  weiter  gesetzt 
werden : 

[r-\-r']  =  a[i  —  cosJB)  +  a'i  —  cos  JB'j  =  2a  (i  — cos^cosA)  ;  4) 

setzt  man  noch  überdicss: 

h-g=8  X       . 

SO  gehen  die  Gleichungen  3)  und  4)  über  in: 

8  =  —  a  cos  €  4-  a  cos  8 

r  +  ^'=       2a  —  a  cos  d  —  a  cos  £  , 

und  es  wird  demnach: 

r  +  r+«  =  2a(i  —  cos  «)  =  4  a  sin  \  e'^  \ 

\  6) 

r'\-r'^s  =  2a[i  —  cos  d)  =  4  a  sin  ^  d^  ; 

oder : 

8in  4  fe2  =  — ! !_ 

':  7) 

sin  l  d-^  =  -     .  ] 

Zählt   man   die   mittlere   Anomalie  M  von   der  Zeit  des  Perihels  aus.    so  bestehen 
bekanntlich,  weiui  die  Masse  vernachlässigt  wird,  die  Relationen: 


und  es  wird  somit: 

k{V—t 

oder: 


=  M'  —  J/=  E  —  e  sin  E'  —  E  +  e  sin  E  , 


— —  --  =  2g  —  2  sin  ^  cos  h  =  zg  —  sin  e  +  sin  8  8) 

Clf 

also  schliesslich: 

k  [t' — t)  =  «i  { (e  —  sin  c)  —  (d  —  sin  d)  }.  9, 

Die  Gleichung  9)  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  7)  enthält  die  Losung 
des  vorgelegten  Problemes;  da  aber  die  l^cstimmung  von  8  und  e  aus  den  Glei- 
chungen 7)  wegen  der  quadratischen  Form  derselben  in  doppelter  Weise  vorgenom- 
men werden  kann,  je  nachdem  man  dus  positive  oder  das  negative  Zeichen  wählt, 
so  könnte  auf  den  ersten  Blick  eine  vierfache  Lösung  möglich  erscheinen.  Allein 
nach  5)  ist  «  durch  die  Summe  zweier  Bogen  bestimmt^  die  einerseits  durch  die 
Voraussetzung  über  h.  andererseits  in  Folge  der  Annahme,  dass  der  Ilimmelsköq^cr 
nicht  mehr  als  einen  Umlauf  vollendet  hat,    niemals  grösser  als  180*^  angenommen 

()p  polier,  BaUab^Htimmungeu.  U.  5c) 
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werden  darf.  Es  wird  also  \€  stets  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  Hegen  mid 
demnach  für  sin^e  stets  der  positiTe  Werth  angenommen  werden  dürfen;  allerdings 
bleibt  die  Bestimmung  von  h  insoweit  zweifelhaft,  dass  noch  zn  unterscheiden  ist, 
ob  man  den  Bogen  h  oder  i8o — h  wählen  soll,  und  in  der  That  bedingt  dieser 
Umstand  eine  doppelte  Losung,  die  übrigens  für  die  hier  folgenden  Entwickelungen, 
bei  welchen  der  Werth  sin^e  unmittelbar  Verwendung  findet,  ohne  Bedeutung  ist. 
Man  hat  weiter  nach  (I  pag.  48)  : 

Vrsmj^v  =  Va(i+e)sm^E  ,      V?  sin  \v'  =  Va(i +e)sm\E' 

y'r  co8^t?=  l/a  (i — €)cos\E  ,     Vr'  cos^v  =Va{i — e)cos\E'  , 

woraus  durch  entsprechende  Multiplication  und  Addition  folgt: 

Vrrcos^iv — v)  =acos^(JB'  —  jB)  —  aecos\(E ■i'E)  =  a{cosg  —  cosA)  , 
oder  weiters* immittelbar  die  Gleichung: 

Vrr'  cos ^  (f?'  —  t?)  =  2  a  sin  ^  d  sin  ^  e  10) 

resultirt. 

Da  die  bisherigen  Entwickelungen   der  Bedeutung  der  Buchstaben   nach  für 

die  Ellipse  gelten,  also  a  positiv  ist,  da  femer  VrP  stets  positiv  vorausgesetzt  wird 
und  den  obigen  Bemerkungen  gemäss  auch  für  sin  ^  6  das  positive  Vorzeichen  in 
Anspruch  genommen  wird,  so  resultirt  aus  der  Gleichung  10),  dass  sin^d  stets  mit 
co8^(f?'  —  v)  dasselbe  Vorzeichen  haben  muss,  d.  h.  sin^d  ist  positiv  zu  nehmen, 
wenn  die  heliocentrische  Bewegung  kleiner  als  180°  ist,  dagegen  negativ,  wenn  die- 
selbe zwischen  die  Grenzen  180"  uud  360*^  fällt. 

So  vorbereitet  soll  die  Gleichung  9)  (pag.  463)  durch  Reihenentwickelungen 
der  Rechnung  zugänglicher  gemacht  werden ;  denn  da  in  den  hier  in  Betracht  kom- 
menden Fällen  €  und  d  fast  nothwendig  massig  grosse  Bogen  sein  werden,  so  wird 
die  Bestimmung  des  Ueberschusses  des  Bogens  über  den  Sinus  in  der  hier  hinge- 
schriebenen Form  ohne  weitere  Hilfsmittel,  als  die  gewöhnlichen  Logarithmentafehi, 
ziemlich  ipisslich  werden. 

Um  nun  diesen  Ueberschuss  zu  ermitteln,  so  soll  derselbe  in  eine  Reihe  ent- 
wickelt werden,  die  entsprechend  den  Ausdrücken  in  7)  (pag.  465)  nach  Potenzen 
von  sin^e  und  sin^d  geordnet  sein  soll;  naturgemäss  gestalten  sich  die  Entwicke- 
lungen für  beide  Bogen  ganz  gleichmässig ;  ich  werde  die  Entwickelung  deshalb- 
allgemein  für  den  Bogen  x  durchführen. 

Es  ist: 


sin  ;f  =  2  sin  J  x cos  ^ ;f  =  2  sin  J  ;f Vi  —  sin ^ ^^  ; 
setzt  man  also  zur  Abkürzung: 

a  =  sin\x  ,  ij) 

so  gibt  die  Entwickelung  von  sin;f  nach  Potenzen  von  a: 

Hinx=2a(i-  La^^l^a^— ..\  =  20-^0^--  y'-^'i'^^''^^^  (7«*»+'  ;         12) 

^  12  2.4  1  ^ämä  4.6. ..2n  *  ' 

andererseits  gibt  die  bekannte  Reihe  für  arc  sin  z : 
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arc  %vaz  =  X  A x^  A ^x^  A — =-r  «^  +•  •  • 

3       a  *     5      2.4        ^7      2.4.6 

Dieße  Reihe  gilt  nur,  wenn  %\vix  kleiner  als  die  Einheit,  somit  der  Itogen  im 
ersten  Quadranten  zu  nehmen  ist;  daraus  resultirt,  dass  die  unten  folgenden  Reihen 
nur  mit  der  einen  I>ösung  übereinkommen,  wo  sin  |^£  (vergl.  oben  pag.  466]  im 
ersten  Quadranten  genommen  wurde.     Es  ist  also: 


—  i=z  a  A —  a^  A o^  + 

2  '^  '32       «'5  2.4        ' 


oder 


n=x> 


'     X  '    .ämä  [inA-i 


1.5...(2n-i)     ^^,   . 


n=2 


(2n4-i)       4. 6... 2» 


13) 


die  Verbindung  der  Gleichungen  12)  und  13)  gibt  also: 


M=:uo 


4      1     I  VT        '  1.3. 5..  2» — 3        _., 

^  3  ^  ^i^    (2«-hij    2.4.6..{2n— 2)  ' 

•»=2 


14) 


führt  man  diese  Relation  in  9}   (pag.  465)  ein  und  beachtet,  dass  nach  7)  (pag.  465) : 

r  +  'P^-'t 


sin I  (J  =  ±  ||/^±^ 


ZU  setzen  ist,  wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung 
kleiner,  das  untere,  wenn  dieselbe  grösser  als  i8o°  ist,  so  folgt  sofort  die  Lam- 
bert'sehe  Gleichung: 


23 


7    a.4     **( 

^    9  a.4.6       2'    I 


a  '  a 


a3 


«3 


+ 

1  + 


15) 


in  welcher  Gleichung  für  jeden  Kegelschnitt  alle  Zahlen  reell  bleiben  ;  für  die  Ellipse 

wird  —  positiv,  für  die  Hyperbel  negativ,  für  die  Parabel  Null. 

Es  würde  höchst  unbequem  sein,  diese  Reihe  von  Fall  zu  Fall  direct  zu  be- 
rechnen,  besonders  wenn  der  grossen  Halbachse  a  kein  allzu  bedeutender  Werth 
*  zukömmt;    man   kann  die  Rechnung^  indess  leicht  bequemer  gestalten;    setzt  man 
nämlich : 


4« 


=  s, 


rA-r'  —  s 
4« 


=  D 


'        2  I  3    '     5      2       •    7     2.4        '9     2.4.6  J 

«  »(35»  *    7      1.4  9      »4.6  ) 


16) 


59* 
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so  geht  die  Gleichung  15)   (pag.  467)  über  in: 

k[(-i]  =  [r  +  r'+8]\  Q,  =p  [r  +  r—8)\  Q^.  17) 

Da  die  Reihen  fiir  Q^  und  Q^  vollkommen  gleich  gebaut  sind,  so  wird  sich  leicht 
eine  Tafel  rechnen  lassen,  aus  welcher  man,  mit  dem  Argumente  S  oder  D  ein- 
gehend, den  Werth  von  Q^  und  Q^  sofort  erhält.  Es  ist  klar,  dass  sich  die  Aus- 
drücke für  Q^  und  Q ^  auch  in  geschlossener  Form  darstellen  lassen ;  man  hat  näm- 
lich unter  l^erücksichtigung  der  früher  gegebenen  Relationen: 

^    c  —  sine  ^    (f  —  gin (f 

^«  ~    8  8m^£d     '      ^rf  ~    8sin|(f3    ' 

welche  Gleichungen  eine  interessante  lieziehung  auf  die  von  Gauss  aufgestellte  Glei- 
chung (I  pag.  191)  enthalten. 

Herr  F.  K.  Ginzel  hat  die  Logarithmen   der  Q-Funktionen  nach  der  oben 


gegebenen  Reihe  mit  dem  Argumente  A  =  ^        — *  sorgfältig  neunstellig  berechnet 


und  in  eine  Tafel  gebracht ;  diese  Tafel  findet  sich  auf  sieben  Stellen  abgekürzt  als 
Tafel  XVII  diesem  Werke   angehängt;    dieselbe  gibt  mit   dem  Argumente  —^ — ^-- 

den  Logarithmus  von  Q,,  und  mit   dem  Argumente  -— den  Logarithmus   von 

4a 

Q^  fdr  jeden  Tausendtheil  des  Argumentes.  Die  Grenzen  des  Argumentes  sind 
—  0.25  und» 0.2 5  und  zwar  gehören  die  negativen  Argumente  der  Hyperbel,  die  po- 
sitiven der  Parabel  an.  Die  Grenzen  der  Tafel  werden  wohl  selbst  für  die  Bahnen 
der  Kometen  von  kurzer  Umlaufszeit  kaum  jemals  überschritten   werden. 

Zu  der  Gleichung  17)  ist  zu  bemerken,    dass  dieselbe  bei  kurzen  Zwischen- 
zeiten sich  fiir  die  Rechnung  unbequem  gestaltet  (vergl.  1  pag.  loi  §  4) ;  doch  würde 
es  bei  dem  seltenen  Gebrauche,  den  man  bei  sehr  kurzen  Zwischenzeiten  von  diesen 
Formeln  machen  wird,  kaum  der  Mühe  lohnen,  entsprechende  Reihenentwickelungen 
vorzunehmen  und   die  für  solche  Fälle  nöthigen  ziemlich   ausgedehnten  Hilfstafeln 
zu  construiren;  doch  soll  hier  ein  Näherungsausdruck   aufgestellt  werden,   welcher 
sich  bei  grossen  Werthen  von  a  für  die  Rechnung  recht  bequem  gestaltet  und  blos 
Grössen  vernachlässigt  von  der  Ordnung:  »dritte  Potenz   der  Sehne  in   die  zweiten 
und  höheren  Potenzen  des  reciproken  Werthes  der  grossen  Achse« ;  derselbe  ist  also 
unabhängig  von   der  Annahme,    dass  s  klein   ist^    wird  aber,    da   man  von   diesem 
Ausdrucke  nur  Gebrauch  machen   wird,    wenn  8  einen  massigen  Werth  hat,  selbst 
bei  nicht  ganz  grossen   Werthen   von   a   eine    sehr    befriedigende  Annäherung  ge- 
währen.    Entwickelt  man,    um   diesen  Ausdruck   zu  erhalten,    die  Lamb  er  tische 
Gleichung  15)    (pag.  467),  indem  man  naturgemäss  nur   das   obere  Zeichen  berück- 
sichtigt, nach  Potenzen  von: 

so  erhält  man  leicht  die  folgenden  Reihen,  bei  welchen  ich,  um  das  Gesetz  des 
Fortschreitens  leichter  kenntlich  zu  machen,  jeden  einzelnen  Factor  mit  dem  Vor- 
zeichen eingeführt  habe. 
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+  ',-^'''t'''-ßU  +  'i^p  + 


3.+1.— I.— 3 


4.6    ^  4.6.8.10 

2.4   2^         a        '^   (       '      4.6    '^      '         4.6.8.10        ^      ' 

I  •    •    ■    • 

Ordnet  man  nach  Potenzen  von  ß  und  setzt  der  Kürze  halber: 

r  +  r' 


( 


+ 


y  = 


so  erhält  man: 


4« 


»9) 


20) 


zkU'  —  t)         ^  i       ,     ,        ,    1.3     o    I     >-3-5     Q    , 

__L^3J,_|y_itS.y,_...        j 

4.6.8.10'^     (  10  '      '  } 

4.6.8.10.12.14'^      (  ) 

Man  wird  leicht  bemerken,  class  der  Cocfficient  von  ß  mit  (i  — y)    i   identisch 
18t;  setzt  man  für  ß  den  Wcrth  aus  18)  ein,  so  kann  man,  nachdem  man  beiderseits 

mit  (i  —  y)^    multiplicirt  hat,  statt  der  Gleichung  20)  nahe  richtig  schreiben: 

hierbei  ist  also  der  Coefficient  von  ß  in  der  Gleichung  20)  vollständig  berücksich- 
tigt; für  den  Coefficienten  von  ß^  findet  das  mit  y  multiplicirte  Glied  noch  Berück- 
sichtigung, während  in  demselben  die  höheren  Potenzen  von  y  schon  andere  (/ocf- 
ücienten  erhalten ;  für  die  übrigen  Potenzen,  von  /?*  angefangen,  finden  nur  die  von 
y  freien  Glieder  vollständige  Berücksichtigung.  Der  Ausdruck  21)  schliesst  sich 
also  dem  wahren  Werthc  innerhalb  der  oben  bezeichneten  Vernachlässigungen  an. 
Für  die  Parabel  ist  y  ==  o ,  man  hat  daher  für  dieselbe  den  Ausdruck : 

2Ä  [i'—i) 


L  [-LA^  _      '35       /    i     \S  __ 

4.6  \r-l-W  4.6.8.10    \rH-r7 


12] 


so  dass  beide  Formelsysteme  identisch  werden,  wenn  man  nur  anstatt  (r  +  r')  in  der 

r  -4-  r' 
letzten   Formel       ___      setzt.     Eine  Reihe  von  der  Form  22)  ist,  wie  dies  Enckc  ge- 
zeigt hat  (vergl.  I  pag.  loi) ,  summirbar,  und  von  demselben  in  eine  Tafel  gebracht 
worden,  die  mit  dem  Argumente: 

17  = 

und  mit  Hilfe  der  /i-Tafel  (Band  I  Tafel  VIII  pag.  334)  fiir  «  den  Werth  gibt: 

S  =  ' 1  fl  . 


470     • 

Man  wird  also  die  von  Encke  gegel>encn  Hilfsmittel  hier  ohne  Weiteres  be- 
nützen dürfen  und  nur  zu  setzen  haben: 


(g  +  g')=        "Vir' 


8  = 


4« 

zkW  —  t) 

2  k  {f  —  fi 


23) 


Vq  +  q' 

womit  also  mit  meist  hinreichender  Näherung   die  Berechnung  der  Sehne  aus  der 
Lambert' sehen  Gleichung  mit   Bequemlichkeit  möglich  ist.     Der  Ausdrude  wird 

in  jenen  Fällen,    wo  gleichzeitig  8  und  -  klein   sind,    sehr  genaue  Werthe   geben. 

Man  könnte  durch  Einführung  weiterer  Transformationen,  ohne  allzusehr  an 
Bequemlichkeit  der  Rechnung  zu  verlieren,  die  Formeln  23)  noch  mehr  an  die  stren- 
gen Werthe  annähern,  doch  wird  in  jenen  Fällen,  wo  die  Formeln  23)  nicht  mehr 
ausreichen  sollten,  stets  die  Benützung  der  Formel  1 7)  hinreichend  bequem  und  sicher 
sein.  Wir  wollen  diese  Formeln  durch  ein  Beispiel  erläutern.  Es  sei  a  =  100, 
r  =  0.8950000,  /  =  0.9050000,  8  =  o.iooooooo;  dann  findet  sich  nach  17)  (pag.  468) 
nach  einer  strengen  9 stelligen  Rechnung: 

log  2k[t'  —  f)  =9.1285602  . 

Es  stellt  sieh  nun  die  Rechnung  nach  23]  wie  folgt: 

(r  +  r')  =0.2552725 

log  |i  _  r.±r!|  =  9.9980413 
^+p'  =  0.2572312 

y^p-f-p'  =  o.  1286156 

{Q  +  Q)i  =0.3858468 
1;=  0.055299 

/t  =  0.0000554      (Tafel  VIII  des  ersten  Bandes] 

2k{t'  —  t)  :  Vq  +  q'  —  9.9999446 

log  8  =  9.0000000 . 

Die  Uebcreinstimmung  mit  der  ursprünglichen  Annahme  ist  somit  eine  vollständige. 

Die  Lambert'sche  Gleichung  wird  in  der  Folge  noch  eine  wesentliche  Ver- 
wendung darin  finden ,  dass ,  wenn  die  Radienvectoren ,  die  Sehne  und  die  Zwischen- 
zeit g^eben  sind,  dieselbe  zur  Bestimmung  der  grossen  Achse  verwerthet  werden 
kann;  es  stellt  sich  nämlich  als  höchst  zweckmässig  heraus,  bei  nahezu  parabolischen 
Bahnen  dieses  Element  zuerst  zu  bestimmen;  in  diesem  Falle  wird  auch  die  Con- 
vergenz  der  Reihe  eine  so  bedeutende  scin^  dass  man  mit  den  vier  ersten  GUedem 
derselben  ausreicht;  setzt  man  der  Kürze  halber  die  nunmehr  völlig  bekannten 
Grössen : 
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=  A 


80  {k  [e—t)  -  i  [[r+r'  +  8)\  +  (r+  r'  -  »)!]} 
((r  +  Z  +  'l^  +  ir+r'-«)*}    ==  fi       > 

_i^  |(r+r'  +  »)5  +  (r+r'  -  ,)i  }  =  C 
l^sT  {('•  +  '■'  +  *)*  +  ('■  +  ^'  -«)*}=  ^ 

so  stellt  sich  die  Lambert' sehe  Gleichung,  wie  folgt: 

a  a^  a^     '  o* 


24) 


Setzt  man  also  weiter: 


A 


B  —  P  ^         B  ~y  '  B  ~ 


25) 


lind  kehrt  die  Keihe  um,  so  findet  man  sofort  für       den  Ausdruck : 

L  =  a  +  a^ß  +  a^2 ß^+y)  +  a^  {^ß^  +  ^  ßy  +  d)  +  . 


26) 


Hierbei  wird  man  beachten,  dass  eine  Lösung,  die  einen  genauen  Werth  für 
a  gibt,  in  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fallen  aus  leicht  begreiflichen  Gründen 
nicht  möglich  ist.  Sollte  dieser  Ausdruck  sich  als  nicht  ausreichend  erweisen, 
wenn  a  nicht  gross  ist,  so  wird  eine  mit  diesem  Näherungswerthe  ausgeführte  ver- 
suchsweise Lösung  mit  Hilfe  der  Gleichung  17)  alles  Erforderliche  erreichen  lassen. 

Schliesslich  muss  noch  erwähnt  werden,  dass  die  Differentiation  der  Lam- 
bert'sehen  Gleichung  nach  der  Zeit  auf  geschlossene,  für  die  Rechnung  bequeme 
Ausdrücke  hinführt,  die  in  der  Folge  Verwendung  finden. 

Differentiirt  man  die  Gleichung  9)  (pag.  465)  nach  den  mit  der  Zeit  veränder- 
lichen Grössen,  so  erhält  man : 

kdt  =  a'  {  (i  — cosejtfe  —  (i  — cosd)  dd) 

=  {a^  tangjfi  d{r  +  t'  +8)  —  \a^  tangjd  rf(r  +  r'  —  s) 

oder  mit  Benützung  der  in  16)  eingeführten  Symbole,  nämlich: 


4« 


4« 


wobei  die  Zeichenunsicherheit,  die  durch  die  Einführung  der  Wurzelgrössen  ent- 
steht, den  früheren  Auseinandersetzungen  gemäss  zu  beheben  ist.  In  dem  Ausdrucke 
27)  sind  alle  Wurzeln  ihrem  absoluten,  positiven  Werthe  nach  zu  nehmen;  das 
obere  Zeichen  gilt  für  heliocentrische  Bewegungen,  die  kleiner  sind  als  180°,  das 
untere  für  jene,  die  zwischen  180°  und  360®  liegen. 
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§  3.    Ableitong  der  Elemente  ans  zwei  lielloeentrisehen  Orten. 

Die  Ableitung  der  Elemente  aus  zwei  heliocentrischen  Orten  ist  der  Haupt- 
sache nach  bereits  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  (I  pag.  221  und  226)  erledigt 
worden,  nur  wird  der  Umstand,  dass  bei  der  hier  in  Frage  kommenden  Lösung 
häufig  sehr  grosse  heliocentrischc  l^ogen  in  l^etracht  kommen,  während  dort  haupt- 
sächlich die  Fälle  der  ersten  hahnbestimmung  mit  massigen  Bogen  berücksichtigt 
wurden,  gewisse  Aendeningen  bedingen;  ausserdem  werde  ich  hier  für  nahezu 
parabolische  Bahnen  völlig  andere  Vorschriften  angeben.  Obgleich  die  im  ersten 
l^ande  gegebenen  Methoden  auch  hier  in  der  Kegel  eine  sehr  bequeme  Anwendung 

gestatten,  da  selbst  bei  sehr  grossen  heliocentrischen  Bogen  die  Grösse  z  =  — ^  —  / 

klein  ^bleibt,  so  bedingt  doch  häufig  der  Umstand,  dass  die  zur  bequemen  Lösimg 
der  Aufgabe  nöthige  Tafel  IX  des  ersten  Bandes  oft  nicht  ausreicht,  den  Nachtheil, 
dass  die  cubischc  Gleichung: 

»?  +  4 

in  diesem  Falle  ohne  Zuhilfenahme  der  oben  genannten  Tafel  gelöst  werden  muss. 
Zunächst  wird  man  aus  den  beiden  heliocentrischen  Orten  die  Bahnlage  ab- 
leiten ;  sind  /  und  F  die  beiden  heliocentrischen  Längen,  b  und  6'  die  beiden  helio- 
centrischen Breiten,  so  ist  nach  den  bekannten  Formeln  (vergl.  I  pag.  142),  die 
Neigung  i  und  der  Knoten  Q  bestimmt  dutch : 

tangt  sin  (/ — Q]  =  tangb 

,j      _x         tanirC  —  lang  6  cos  f/' — /i 
tangt  cos  1/— Q)  =  —^ i^;r7F--rt— 


sin  (/'—/;. 


wobei  i  im  ersten  Quadranten  anzunehmen,  also  tangt  positiv  ist  bei  directer  Ik?- 
wegung,  im  zweiten  Quadranten  dagegen  (also  tangt  negativ)  bei  retrograder  Be- 
wegung. Die  Argumente  der  Breite  u  und  u'  finden  unter  allen  Umständen  eine 
sichere  Bestimmimg  durch: 

8in  (/—  Q)  CO81  -f-  tgÄ  sin  I  \ 


,        8in(/'  — Q;C08i-f-tg6' sini  f 


Der  Quadrant^  in  welchem  u  zu  nehmen  ist,  bestimmt  sich  leicht  nach  der  Regel, 
dass  der  Sinus  das  Zeichen  des  Zälilers,  der  ( -osiims  das  Zeichen  des  Nenners  hat. 
Die  Rechnung  nach  dieser  Formel  ist  in  der  That  nicht  unbequem,  da  der 
Additionslogarithmus  für  beide  Fälle  gleich  ist ;  es  ist  nämlich  das  Argument  für 
denselben  entweder  tangt'^  oder  cotgt'^.  Die  Bestimmung  der  Grösse  /  kann  zur 
(.ontrole  leicht  direct  aus  den  heliocentrischen  Coordinaten  erhalten  werden.  Aus 
der  Relation: 

cos  2/  =  sin  b  sin  6'  -f-  cos  b  cos  b'  cos  [F  —  /) 
ei^eben  sich  leicht  folgende  Ausdrücke  für  die  Berechnmig  von  /: 
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sin  \(r  —  /)  Vcos  b  cos  b'  ^=^  p  sin  P 

sin^(i  —  V)  =pcosP 

cos^  ij  —  l)  Vcos  *  cos  b'  =  y  sin  Q  l     IHa) 

sin^  (Ä'  +  6)  =  y  cos  Q 

tang/=±|-  . 

Bei  der  Ermittelung  von  Bahnen  mit  nahezu  parabolischem  Charakter  wird 
man  ausser  den  Radienvectoren  r  und  r'  auch  noch  den  Werth  der  Sehne  kennen, 
welche  die  Endpunkte  der  Radienvectoren  verbindet;  dann  wird  man  tangy  ein- 
facher rechnen  können  (vergl.  I  pag.  143)  nach: 


tang/=  ± 


(-i) 


i 


Ulaa) 


wobei  die  Formeln  so  angesetzt  sind,  dass  dieselben  sich  bei  der  Anwendung  von 
Subtractionslogarithmen  besonders  bequem  gestalten,  doch  ist  die  erste  Form  sicherer, 
wenn  2/  nahe  an  180°  liegt. 

Ist  (f — tj  die  Zwischenzeit  in  Sonnentagen ,  k  die  Constante  des  Sonnen- 
systemes  (I  pag.  45),  so  wird  sich  nunmehr  die  Rechnung  verschieden  gestalten,  je 
nach  dem  Charakter  der  Bahnen.     Für  Bahnen  mit  massiger  Excentricität  wird  man 


rechnen : 


m  = 


lYa] 


{icoB/yrr']^ 
.     tang  (45  +  w)  =  |/-^ 

cos/ 

Ist  nun  der  heliocentrische  Bogen  massig',  so  dass  die  Differenz  der  excentrischen 
Anomalien  (2^)  60°  nicht  wesentlich  überschreitet,  so  wird  man,  indem  f  aus  der 
Tafel  X  des  ersten  Bandes  mit  dem  aus  genäherten  Elementen  (sind  diese  nicht 
vorhanden,  so  wird  man  in  der  ersten  Näherung  $  =  o  nehmen]  abzuleitenden  Ar- 
gumente: 

X  =  sin|^^^ 
entlehnt  wird,  rechnen: 


h  =  : 


m 


:t+i+s 


m 


m^^  7 


sin -^^3  ^  X 


\a) 


wobei  logi}'  mit  dem  Argumente  h  aus  der  Tafel  IX  des  ersten  Bandes  (vergl.  I 
pag.  195)  zu  entnehmen  ist;  mit  dem  so  erhaltenen  Werthe  Ton  z  wird  nöthigenfalls 

Oppolser,  Baknb^ntimniQii^ii.  II.  00 
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die  Rechnung  zu  wiederholen  sein,  wenn  eine  Aendening  von  x  gegen  die  ursprüng- 
liche Annahme  eine  Aenderung  in  ^  bedingen  sollte. 

Ist  der  heliocentrische  Bogen  und  somit  in  dem  vorgelegten  Falle   auch  die 
Differenz   der  excentrischen  Anomalien   gross,    so  wird   man    mit  Hilfe  genäherter 

Werthe  von  g  (vergl.  I  pag.  191)  die  folgenden  Gleichungen  durch  Versuche  lösen: 

^g  —  Bin  2^ 


a 


sin^ 


Yaa) 


ist  der  Werth  von  ff  ermittelt,  welcher  der  dritten  Gleichung  völlig  genügt,  so  rechnet 
man  noch: 

rj  =  aß  +  i 
welche  Grösse  bei  den  folgenden  Rechnungen  als  Controle  benützt  werden  kann; 
die  eben  hingeschriebenen  Formeln  können  indess,  wenn  die  heliocentrische  Be- 
wegung nahe  1 80"  ist,  in  der  Anwendung  sehr  unsicher  werden.  Wenn  nun  dieser 
Fall  auch  in  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fällen  aus  anderen  Gründen  ausge- 
schlossen ist,  so  dürfte  es  doch  angenehm  sein,  hier  diejenigen  Abänderungen  kennen 
zu  lernen,  die  man  in  einem  solchen  Falle  eintreten  lassen  muss.  Die  Rechnung 
der  Grösse  a  bleibt  unverändert.  Multiplicirt  man  die  letzte  Gleichung  in  Vau)  beider- 
seits mit  cosf^j  so  erhält  man: 

mcosy*^=  [aß  cosy  +  cos/p  ßcosf; 
setzt  man  also,    wenn    man   auf  die  Bedeutung   der   Grössen  m  und  /  zurückgeht 
(vergl.  I  pag.  189)  : 

,  ___t2__ 
{2  Vr7}3 
ß'  =  sin^/^  -f-  tang 2 10^  -f-  sin^^*^  cosy* , 

so  wird  die  durch  Versuche  aufzulösende  Gleichung  die  Form  haben: 

m'=  [aß'  +  cosfi^ß' 
die  nunmehr  von  dem  bemerkten  Nachtheile  frei  ist.     Ist  also  ff  durch  eine  der  eben 
angeführten  Methoden  bekannt,    so  stellt  sich  die   weitere  Rechnung   der  Elemente 
wie  folgt  (vergl.  I  pag.  218  u.  f.  f.) : 

sin  ^  {F —  G)  cos^  9)  [y]^  =  cos^  ^/+5')  ^^^^ 2  w 

cos-J  [F —  G)  cos\ cp  (y)2  =  sin  \  {/+ff)  sec 2  (o 

sin  \  {F+  G)  sin  \ (p{y)^  =  cos \  (f—  ff)  tang 2 w  ^     yj^j 

cos^  (F+  G)  sin^  y  (y)2  =  sin  \  [f — g)  sec  2  w 

Probe  :  (y)^  =  ^I^ 

v'  =  F+f,        E  =  G\g 
r,  =F—f,        E  =-G  —  g 

7r=M-|-Q  —  V  =  u'  -\-  Q  —  v'  •  Vlla) 

Probe  :  tang^o  =  tang^E  tang(45°  +  \tp) 
tang  J  V  =  tang|JB'tang(45«  +  \ip] 
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Villa) 


e  =  sm  9  :  sin  i 
if  =  E'—e"BmE' 

ir—M 

« 

1        kr 

a*  =  — 
log*"  =  3.55ocx>66 
Probe  :  p  =  j^  J5i/)» 
r  a  =  p  sec^  q) 

wobei  aber  in  der  Regel  der  für  a  aus  der  Probe  erhaltene  Werth  minder  genau  ist. 

Für  nahezu  parabolische  Bahnen  setze  ich  vorerst  voraus,  dass  der  Werth  der 
halben  grossen  Achse  a  bekannt  sei,  eine  Annahme,  die  in  diesen  Fällen  erlaubt 
ist;  denn  entweder  ist  in  einer  der  folgenden  Methoden  schon  eine  Annahme  über 
diese  Ghrösse  gemacht,  oder  man  kann  dieselbe  leicht  durch  die  Gleichung  26)« 
(pag.  471)  erlangen;  es  stellt  sich  nunmehr  die  Aufgabe,  alle  Elemente  direct  aus 
den  beiden  heliocentrischen  Orten  und  dem  bekannten  Werthe  von  a  zu  ermitteln. 

Im  Bande  I  findet  sich  auf  pag.  190  eine   zwischen  den  Gleichungen  5]  und 
6]   stehende  Relation  angeführt,  die  nach  einer  einfachen  Umsetzung  lautet: 

2a  sin^^  =  r4-^'  —  2  cos^  cosy* Vr r'  ,  i) 

aus  dieser  Gleichung  kann  offenbar  sin^^  bestimmt  werden.     Setzt  man: 

zr=za%mg^^  2) 

80  wird  z  unter  allen  Umständen  eine  positive  Grösse  sein,  da  für  hyperbolische 
Bahnen  a  und  sin^^  gleichzeitig  negativ  sind.  Man  erhält  aus  i)  zunächst  durch 
Quadrirung: 

{2«— (r+r')p  =  4cos/2rr'  |i  — -^1 

oder 

zi—\r+r'  —  TJL^pf^  z  =  —  \{  (r+r')^  —  ^rr'  cos/i)  . 

Beachtet  man,  dass,  wenn  wie  oben  mit  s  die  Sehne  zwischen  den  beiden  helio- 
centrischen Orten  bezeichnet  wird,  der  Klammerausdruck  rechts  vom  Gleichheits- 
zeichen mit  8^  identisch  wird,  da  ja 

«^  ==  r^  4-  r'2  —  2  rr  cos  2/ 

ist,  so  gibt,  wenn  man  zur  Abkürzung 

C=(r+r) ^  3) 

setzt,  die  Lösung  der  quadratischen  Gleichung  für  z  sofort  den  Werth 

Vor  Allem  wird  man  bemerken,  dass  eine  doppelte  Lösung  für  z  stattfindet; 

das   obere   Zeichen  gilt,   wenn   die  heliocentrische   Bewegung  kleiner,  das  untere, 

wenn   dieselbe  grösser  als  180"  ist,    eine  Entscheidung,    die  sich   sofort  durch   die 

60» 
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Gleichung  i)  rechtfertigt,  unter  dem  Vorbehalte,  dass  cos^  als  eine  stets  positive 
Grösse  angesehen  wird,  was  in  den  hier  in  Betracht  kommenden  Fällen,  wo  g  stets 
ein  sehr  kleiner  Bogen  sein  wird ,  zutrifft.  Die  Berechnung  von  z  vereinfacht  sich 
sehr  durch  die  folgende  offenkundige  Transformation: 

rr  cos/' 


r={r  +  r')- 
y  =8ma 


.    IVJ) 


2/<  i8o°  2/>  i8o° 

z  =  ^sin^a^         z  =  ^cos^a^  . 


Diese  Formeln  können  in  jenen  Fällen,  wo^if  nahe  an  i8o°  liegt,  besondere 
unsicher  werden,  was  sich  durch  die  Einführung  der  Sehne  8  erklärt,  die  in  solchen 
Fällen  kein  sicheres  Maass  für  den  Winkel  2/  abgibt.  Wenn  auch,  wie  schon  oben 
bemerkt  wurde,  diese  Fälle  sich  aus  anderen  Gründen  von  der  Betrachtung  au»- 
schliessen,  so  wird  es  doch  erwünscht  sein,  sofort  jene  Abänderungen  angegeben  la 
'finden«  die  man  in  solchen  Fällen  eintreten  lassen  muss. 

Behält  man  den  Winkel  /,  der  aus  II)  und  III)  (pag.  472,  473)  stets  mit  ge- 
nügender Sicherheit  resultirt,  in  den  Gleichungen  bei,  so  findet  sich  leicht: 


=  iC-cos/ y;7\^  -^^+  r^^  j  ivM, 


wobei  der  Wurzelausdruck  stets  positiv  zu  nehmen  ist,  da  cos^  selbst  die  Entschei- 
dung ü^er  das  Zeichen  bringt ;  da  die  Berechnung  von  z  nach  dieser  zweiten  Form 
nicht  wesentlich  erschwert  ist,  so  dürfte  sich  die  Rechnung  nach  derselben  zur  Con- 
trole  empfehlen. 

Es  hätte  nun  keine  Schwierigkeit,  die  Grösse  :r  =»  sin  \ff^  als  Argument  für 
die  §-Tafel  direct  zu  erhalten,  und  von  da  ab  auf  die  Berechnung  der  Formeln  Va) 
einzugehen,  wenn  nicht  ein  anderer  Weg  den  Vorzug  verdienen-  würde;  ich  werde 
demnach  nur  kurz  auf  die  Ableitung  von  x  aus  z  hinweisen. 

Es  wird  sein: 

sin^*  =  4  sin  J^*  cos|^2  ; 

man  hat  also  mit  Eliminirung  des  Imaginären  sofort: 

z 


a 


=  4a;  (i  — x) 


wo  z  leicht  durch  eine  quadratische  Gleichung  aus  z  bestimmt  werden  könnte,  doch 
wird  die  indirecte  Lösung  in  der  Form : 


X 


4«  (i  — «) 

bei  der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  x  rascher  und  bequemer  das   Ziel   erreichen 
lassen. 

Ist  z  ermittelt,    so   kann   die  Bestimmung  der  übrigen  Elemente  in  der  fol- 
genden Weise  erlangt  werden.     Aus  den  Gleichungen  (I  pag.  48) : 
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l/Fsin^ü  =  Va  (i  4-ö)  8iu^£ 
1^008^©'=  Va(i— ö)  cos^Ä' 
Vr  8in|ü'  =  Va(i+e)  mi\E' 

folgt,  wenn  man  das  Product  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  von  dem  Producte 
der  ersten  und  vierten  abzieht,  und  wie  früher: 

2g=Ef  —  E 

setzt,  sofort: 

asin^  Vi — e^=  Vrr'  siny ;  6) 

berücksichtigt  man,  dass: 

p  =  a  cos  y*  =  ö  (i  —  e^) 

ist,  so  resultirt: 

rr'  sin/*  ^^-x 

/>  = ^  .  Vi) 

Auch  die  Bestimmung  der  Excentricität  ist  jetzt  unmittelbar  möglich;   denn 
man  erhält  leicht  aus  6) : 

a  positiv :  a  negativ : 


—  ,  '        =  smy  — -^^  ^       =  tan^y 

«=3cosy  ö  =  8ecy'  ' 

I  — e  =  2  sin^y^  e — 1=2  sin-^y'^  secy' 


7) 


wobei  die  Berechnung  des  Unterschiedes  von  e  gegen  die  Einheit  imd  des  Ausdruckes 
für  €  deshalb  besonders  angeführt  ist,  weil  die  genaue  Kenntniss  dieser  Werthe  bis- 
weilen erwünscht  sein  kann;  doch  werden  sich  leicht  Formeln  finden,  durch  welche 
die  Rechnung  noch  bequemer  gestaltet  wird. 

Nach  der  bekannten  Polargleichimg  der  Kegelschnitte  ist: 

_i_ I  +g  ooso 

^  ~       P 

1  1+0  008  o' 

V F-' 

I 

wenn  man  also  zur  Abkürzung: 

setzt,  so  erhält  man  durch  Addition  und  Subtraction: 

I  I         20    •    ^  •     z» 

^        r'        P       -^  ^8) 

h  T  = —  cos/  cos  F ; 

r         r.         P         P 
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ersetzt  man  den  Parameter  in  der  ersten  Gleichung  durch  den  Werth   aus  \b] ,  so 
findet  sich: 

2ezsinF=^(r'  —  r)  sin/;  9) 

multiplicirt  man  die  zweite  Gleichung  in  8)  beiderseits  mit  cos/,  so  wird  zunichst 

-3_-cos/= «^+- 


P 


P 


P 


üa/^  cobF; 


rr' 


ersetzt  man   im  letzten  Gliede    *"•'-    nach  der  Gleichung  Vi)  durch  -^  und  mul- 
tiplicirt beiderseits  mit  rr'^  so  findet  sich  weiter: 

„              /     ,     #\         ^   ,    2 (00«/ -f- «CO« -Fjrr' 
lez  cosF=^  —  (r  +  r)  cos/ H — ^ — '^-- —  ; 

nun  ist  aber  nach  I  pag.  188  Gleichung  2] : 

cos/  +  öCosl^=     ^L^  cos fl' ; 

yrr' 

wenn  man  also,  um  Imaginäres  zu  vermeiden 

cos^=l/i  — .— 

setzt,  so  erhalt  man  schliesslich: 

2ez  cos 


F=  2  Yrr'  (i—  -^)  —  (r+r)  cos/. 


10) 


Man  hat  demnach  zur  Berechnung  von  F  und  2ezy  welche  letztere  Grosse, 
da  sie  stets  positiv  ist,  die  Bestimmung  des  Quadranten  von  F  ermöglicht,  und  zu- 
dem, da  z  bekannt,  eine  Bestimmung  der  Grösse  e  ergibt,  die  folgenden  Gleichungen: 

2ez  8m^=  (r* — r)  sin/ 

2ezco8F=  2  y  rr'  ji ^j  —  [r+r')  cos/ 

v^F—f 


t>'  =  F+f 

*  I  +  e 

1-6=:   J- 


VK) 


7t 


U  +  Q  —  V  =  w'-f-Ö  —  ^' 


Aus  V  und  v'  kann  die  Perihelzeit  nach  irgend  einer  für  nahezu  parabolische 
Bahnen  (I  pag.  35  f.  f.)  geltenden  Methode  ermittelt  werden;  doch  werden  geeignet 
construirte  Hilfstafeln  die  Rechnung  wesentlich  erleichtem.  Führt  man  die  I  pag.  60 
angezeigte  Integration  durch  Reihen  aus,  so  erhält  man  sofort,  wenn  man: 


Ö  =  |^tangic2 


setzt,  und  die  Zeit  vom  Perihel  aus  zählt: 


2  a* 


=  tgi»  {i-iö+iö»-^ö34-..)+itgic»  {i— f  <?  4-  *e*-V  «'+•••) , 
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Diese  Reihen  können  mit  dem  Argumente  0  leicht  in  Tafeln  gehracht  werden. 
Herr  F.  K.  Ginzel  hat  eine  aolcha  Tafel  gorgfältig  neunstellig  herechnet,  und  ich 
theile  dieselbe   auf  7  Stellen  abgekürzt    als  Tafel  XVIII  mit;    diese  Tafel  gibt  mit 

dem  Argumente  0  die  Werthe  der  obigen  Keihen,  noch  mit  d^m  Factpr   ,,-    multi- 

plicirt,  so  dass 

-^J^  =  P,  tangi  ü  +  P3  tangl  ü3 

ist,  wobei  fiir  k  der  bekannte  Gauss 'sehe  Werth  benützt  wurde. 
Man  hat  daher  zur  Bestimmung  der  Perihelzeit  T  zunächst: 

e  =  -^  tang  i  fj2  ; 

zu  bestimmen  und  die  Tafel  XVIII  gibt  mit  6  als  Argument  die  Werthe  von  log  P^ 
und   log  P3;  dann  ist: 

T=t-  --d=(p,Umg\v  +  p.,Uinglv^\  .  \IU) 

Diese  Formel  muss,  wenn  dieselbe  auch  auf  v  angewendet  wird,  innerhalb  der  Un- 
sicherheit der  Rechnung  denselben  Werth  für  T  finden  lassen,  welche  werthvolle 
(/ontrole  auszuführen  niemals  unterlassen  werden  sollte. 

Man  wird  bemerken,  dass  man  die  eben  gegebenen  Formelsysteme  wohl  auch 

» 

für  die  Rechnung  parabolischer  Elemente  benützen  kann;  es  ergeben  sich  hierbei 
einige  interessante  Relationen.     Zunächst  ist  offenbar  (vergl.  i]  pag.  475) : 

2z  =  r-{'r'  —  2  Vrr'  cos^  , 

und  hiermit  der  Perihelabstand  und  das  Mittel  der  wahren  Anomalien : 

rr'sin/*' 

2  yrr'— (r-f-r')  cos/ 
wobei  der  Quadrant  von  F  wieder  so  zu  wählen   ist ,    dass  sin  F  das   Zeichen  des 
Zählers,  cos  F  das  Zeichen  des  Nenners   erhält.     Doch  wird  man  für   die  Parabel 
auch   die  in  I  pag.  143    angeführten  Methoden   zur  Ermittelung  der  Elemente  mit 
Vortheil  verwenden  können. 

Schliesslich  möge  noch  der  Zusammenhang  der  Grösse  z  mit  dem  in  den 
Gauss' sehen  Entwickelungen  eine  so  wichtige  Rolle  spielenden  Verhältnisse  des 
Sectors  zum  Dreiecke,  rj  angeführt  werden;  es  ist  nach  I  pag.  188: 

'^    ~  4(rr')«8in/«coB/*  ' 

fuhrt  man  für  den  Parameter  den  Werth  aus  \ b)  (pag.  477)  ein,  so  findet  sich 
sofort : 

1 
V  =  ;==  • 

icoB/yrr'z    • 
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§  8.  yarlatlon  der  Distanzen. 

Es  wird  nicht  immer  nöthig  sein,  die  in  dem  Abschnitte  B  vorgetnigenen 
Methoden,  die  den  Anschluss  der  Elemente  an  die  Beobachtungen  mit  strenger  Be- 
rücksichtigung der  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ermöglichen,  anzu- 
wenden.    Man  wird  sich  häufig  genug  mit  solchen  Elementen  begnügen  können, 

die  nur  näherungsweise  den  durch  die  Methode   der  kleinsten  Quadrate  gestellten 

• 

Forderungen  entsprechen.  Eine  derartige  Methode  ist  bereits  im  ersten  Bande 
(I  pag.  146  §  12)  erwähnt  worden;  ich  werde  mich  aber  darauf  beschranken,  nur 
wenige  Methoden  vorzunehmen,  die  als  sicher  und  bequem  empfohlen  werden  können 
und  die  sich  sowohl  vom  theoretischen,  als  auch  vom  practischen  Standpunkte  be- 
währt haben. 

Es  seien  die  vorhandenen  Beobachtungen  eines  Hinmielskörpers  in  eine  ent- 
sprechende Anzahl  von  Normalorten  zusammengefasst;  man  wähle  zwei  der  Normal- 
orte  unter  Berücksichtigung  gewisser  weiter  unten  näher  zu  erörternder  Umstände; 
diese  zwei  Orte  wird  man  durch  ein  System  von  Elementen  vollständig  darstellen, 
während  an  die  übrigen  Orte  nur  ein  Anschluss  nach  den  Principien  der  Wahr- 
scheinlichkeit erreicht  werden  soll.  Dieser  Forderung  wird  am  bequemsten  ent- 
sprochen werden,  wenn  man  Vorerst  ein  Elementensystem  herstellt,  welches  den 
zwei  gewählten  Orten  und  zugleich  denjenigen  geocentrischen  Distanzen  entspricht, 
die  sich  aus  den  besten  vorhandenen  Näherungselementen  für  diese  beiden  Orte 
ergeben.  Seien  diese  letzteren  q  und  ^',  so  wird  man  zunächst  die  geocentrischen 
Coordinaten  des  Himmelskörpers  rechnen  nach: 

J  =  ß  cos  X  cos  ß  ,  ^  =  q'  cos  X'  cos  ß* 
1}  =  ^  sin  il  cos  ß  j  rj'  =z  q'  sin  X'  cos  ß^ 
^  =  Q  sin  ß  ,         r  =  ß'  sin  /?  , 

wobei  es  dem  Ermesjsen  des  Rechners  überlassen  bleibt,  welches  Coordinatensystem 
er  der  Rechnung  zu  Grunde  legen  will;  es  wird  sich  wohl  empfehlen,  das  System 
des  Aequators  oder  der  Ekliptik  als  maassgebend  zu  betrachten,  imd  namentlich  wird 
das  erstere  den  Vorzug  verdienen,  insbesondere,  wenn  die  Anzahl  der  Normalorte 
gross  ist.  Nun  macht  man  den  Uebergang  auf  die  heliocentrichen  Orte  mittelst  der 
Formeln : 

r  cos  /  cos  Ä  =  5  —  X  ,      r'  cos  f  cos  V  =  ^  —  X' 
r  sin  /  cos  i  =  1;  —  F  ,      r'  sin  f  cos  i'  =  ij'  —  Y 
r  smi  =  e  —  Z   ,  /  sin  Ä'  =  ^  —  Z'  , 

in  welchen  Ausdrücken  die  grossen  römischen  Buchstaben  die  geocentrischen  Sonnen- 
coordinaten  bezogen  auf  die  gewählte  Fundamentalebene  vorstellen.  Man  erhält  so 
zwei  heliocentrische  Orte  imd  die  zugehörigen  Radienvectoren,  aus  welchen  in  Ver- 
bindung mit  der  bekannten  Zwischenzeit  nach  den  angegebenen  Methoden  leicht 
Elemente  ermittelt  werden  können.  Diese  so  erhaltenen  Elemente  haben  die  Eigen- 
schaft,   dass  dieselben  den  zwei  ausgewählten  Normalorten  völlig  genügen  und  es 
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sicli  stets  cni]ifelileii ,  zur  t^oiiliolo  der  durcli geführten  Ueclinungen  rlie 
Darstellunp  <ler  Orte  durch  die  gefnudeiien  Elemente  zu  rechnen ;  man  mtiss 
innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  die  der  Hcrechnwiig  zti  Grunde  ge^ 
l^ten  Wertho  g,  l,  (i  und  g',  X',  ^f  wieder  erhalten.  Ueberdiess  rechnet  man 
die  geocentrischcn  Orte,  welche  diese  Elemente  für  die  übrigen  Normalorte  finden 
lassen.  Es  werden  sich  im  Allgemeinen  Unterschiede  zwischen  den  Normalorten 
und  den  so  gerechneten  geocentrischcn  Orten  ergehen,  die  mit  Öi,,  hlq,  ...  bßi, 
ö/?j  ...  bezeichnet,  und  im  Sinne:  Beobachtung  —  Rechnung  angesetzt  werden  sollen; 
ausserdem  ist  zu  beachten,  dass  man  für  die  Rectascen sinnen,  eventuell  Langen,  die 
gefundenen  Untersebiede  durch  Multiplicution  mit  dem  Cosinus  der  Declination, 
eventuell  der  IJreite,  auf  den  Parallel  zu  reduciren  hätte.  Es  wird  übrigens  auf 
dienen  Umstand  später  gehörig  Rücksiebt  genommen  werden. 

Die  aus  diesen  Elementen  gefundenen  geocentrischcn  Coordinaten  selbst  aollen 
mit  -^i",  y/j",  . . .  By",  B^"  . . .  bezeichnet  werden,  wobei  ulso  der  untere  Index  anf 
ilen  Normalort,  der  obere  auf  die  Hypothese  hinweist,  wenn  man  die  zu  Grunde 
gelegten  gencentri schon  Distanzen  als  hypothetische  Annahmen  gelten  lässt,  was  sie 
tbatsäcblich  sind. 

Die  diesem  ersten  Elementensysteme  zu  Grunde  gelegten  geocentrischen  Ent- 
fernungen werden  von  dem  wahren  Werthe  mehr  oder  weniger  abweichen;  denkt 
man  sich  demnach  die  erste  Distanz  mit  einem  von  der  Einheit  wenig  verschiedenen 
Factor  multiplicivt,  so  wird  dies  bedingen,  das»  der  zn  Grunde  gelegte  Logarith- 
mus von  Q  einen  etwas  veränderten .  Werth  erhält;  man  wird  alsu  in  einer  zweiten 
Hyjiotbese  annehmen: 
iL  für  den  Logaritliinus  der  ersten  geocentrischcn  Entfernung  log  g  -\-iiX, 
^^  g       »  n  n     zweiten  «  o  log  g', 

Tt.  h.  für  p'  den  Wertb  der  ersten  Hypothese  verwenden.    Rechnet  man  unter  tiiesen 
Annahmen  wieder  ein  Elementen  System,  und  mit  diesem   die  Darstellung  der  OTti\ 
so  werden  sich  für  die  übrigen  Normalorte  die  geocentrisclien  ('oordinaten : 
~  ^,',  wij'  ...   5,',  fij»  ... 

[eben;   bildet  man  nun  die  Unterschiede 


S,i  — B," 


so  wird  man,    wenn  hx  nicht  allzu  gi*oss  geni>mmcn  wurde,   aunebmeu  dürfen,    dass 

fpielsweise  die  Grösse: 
yfl'  —  /fjO 

den  Differentiahpiotienten   der  ersten   geocentrischcn  Rectascension  [T^änge]    in  Be- 
zug auf  die  Variation   des   Logarithmus  der  ersten  geocentrischcn  Distanz  mit  ge- 

,  lluhnlifiliinraanlin.  U.  Gl 


k 
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nügender  Annäherung  darstellt,  wobei  als  Einheit  für  hz  die  oben  ang^iommeiie 
Aenderung  zu  betrachten  ist.  Man  hat  hiermit  auf  empirischem  Wege  die  Diffe- 
rentialquotienten zwischen  den  geocentrischen  polaren  Coordinaten  und  dem  Loga- 
rithmus der  ersten  geocentrischen  Distanz  hergestellt.  Es  soll  daher  mit  Rücksicht 
auf  die  angenommene  Einheit  geschrieben  werden: 


^.>-^,o_d^, 

fi.._5.«_^ 

^«'-^»«-11. 

^'-^«"-^ 

^a'-^a«-^, 

B,^-B,0-l^ 

^) 


Diese  empirische  Bestimmung  der  Differentialquotienten  weist  bereits  auf  die  noth- 
wendigen  Beschränkungen  hin,  die  man  bei  der  Wahl  von  hx  zu  beachten  hat. 
Wählt  man  h  x  sehr  klein,  so  wird  man  sich  allerdings  der  theoretischen  Forderung 
des  Differentialquotienten  sehr  annähern,  dagegen  werden  aber  die  Differenzen  für 
die  einzelnen  Orte  berechnet  nach  den  beiden  Systemen  sehr  gering  werden  und 
dieselben  werden  wesentlich  kleiner  ausfallen,  als  die  Variationen  der  Distanzen, 
namentlich  in  jenen  Fällen,  wo  man  diese  Methode  gewöhnlich  anwendet,  d.  h.  in 
den  Fällen  verhältnissmässig  kleiner  heliocentrischer  Bogen. 

Wählt  man  also  d  :r  zu  klein,  so  werden  diese  Differenzen  allzusehr  von  den 
unvermeidlichen  Fehlem  der  Rechnung  beeinflusst  erscheinen,  und  somit  können 
in  diesem  Falle  die  gefundenen  Werthe  der  Differentialquotienten  völlig  iUn'- 
sorisch  werden.  Nimmt  man  dagegen  für  hx  grosse  Werthe  an,  so  werden  die  da- 
durch bedixigten  Aenderungen  in  den  geocentrischen  Orten  im  Allgemeinen  betr&chtlicb 
werden ,  es  wird  daher  von  dieser  Seite  die  Sicherheit  der  Bestimmung  wenig  zn 
wünschen  übrig  lassen,  dagegen  entfernt  man  sich  beträchtlich  von  der  theoretischen 
Forderung  des  Differentialquotienten.  Man  kann  aber  in  Bezug  auf  die  obere  Grenie 
jedenfalls  sehr  weit  gehen,  ohne  die  letztere  Forderung  allzusehr  zu  schädigen.  Bei 
kleinen  Planeten  etwa,  für  welche  die  Elemente  aus  einer  Opposition  abgeleitet 
werden  sollen,  wird  man  ohne  Bedenken  für  ^x  eine,  ja  auch  zwei  Einheiten  der 
dritten  Decimale  des  log  q  annehmen  dürfen ,  ohne  den  vorausgesetzten  linearen 
Charakter  des  Differentialquotienten  allzusehr  zu  benachtheiligen.  Bei  Kometen,  die 
sehr  verschiedene  Verhältnisse  bieten,  lässt  sich  im  Allgemeinen  diesfalls  keine  be- 
stimmte Annahme  machen ;  nur  so  viel  kann  man  etwa  bemerken ,  dass  man  die 
Aenderungen  wohl  immer  grösser  annehmen  soll,  als  die  zu  erwartenden  Correcdonen 
voraussichtlich  betragen  werden;  doch  bedarf  es  zur  Abschätzung  der  letzteren  einer 
durch  zahlreiche  Erfahrungen  erlangten  Uebung,  die  unter  Umständen  wohl  auch 
nicht  immer  ausreicht.  Man  kann  als  allgemeine  Regel  indessen  festhalten,  die 
Aenderungen  lieber  zu  gross,  als  zu  klein  anzimehmen. 

Führt  man  nun  eine  dritte  Hypothese  durch,  indem  man: 
für  den  Logarithmus  der  ersten  geocentrischen  Entfernung  log  q 
»      »  »  »      zweiten  »  »  log  q'  +  Äy 


Riinininit,  wobei  für  Öy  dieselben  liemerkungen  wie  oben  gelt-eii 
2U  einem  dritten  Elementcusysteme,  welches  für  die  übrigen,  diese 
zu  Grunde  gelegten  Orte,  die  geoceutrischen  Coordiimten : 


EO  gelangt  man 
Kecliniing  nicht 


«nden  la.«cn 

wird 

man 

erhält  also  wie 

oben: 

A 

-.-H'> 

«,1  _  B, 

^, 

A, 

— ='-lt. 

B,>  -  B,' 

=  ^- 

m 

A,^ 

—."=!>'. 

Bt'  —  B, 

I  ujtd  hat  daher  für   die  Heslimmimg   der  Uiihekaiiiiten  Jz  und  Jy   aus  ^)  und  Jf] 
I  die  Itediiigungsgleichun^'U : 


ai,  = 


1^1 


z^ff 


in  welchen  Gleichungen  die  partiellen  Uifferentialquolienteu  mit  RiickBicht  auf  die 
Gleichunf^n  A]  unä-  B)  bekannte  Grössen  sind.  Ehe  man  diese  Gleichungen  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auflöst ,  wird  man  aber  die  ersteren  die  zu  den 
Hectascensionen  (längen]  gehören,  mit  denen  der  zweiten  Gnippe  homogen  machen, 
indem  man  dieselben  durch  die  MultipUcation  mit  dem  ('iisinus  der  Declination 
(Breite)  auf  den  l'arallel  rediicirt.  Haben  die  Gleichungen  selbst  verschiedene 
Gewichte,  so  wird  diese  MultipUcation  mit  der  Quadratwurzel  der  Gewichte  vereinigt 
durchgeführt  werden  können. 

Man  erlangt  dann  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  von  Jx  und  Jy,  welche  beziehungsweise  an  die  ursprünglichen  Werthe 
von  log  q  und  log  g'  angebracht,  die  nunmehr  definitiven  Werthe  von  log  p  und  log  p' 
geben.  Mit  Zugnindelegung  diospr  so  verbesserten  Distanzen  und  der  beiden  zugehö- 
rigen Normalorte  ist  es  nun  leicht,  die  definitiven  Elemente  zu  rechnen.  Uer  sonst 
lüufig  zu  findende  Vorschlag,  dieses  neue  Elementen  System  durch  Interpolation  zwischen 
den  vorigen  drei  Systemen  abzuleiten,  acheint  in  denjenigen  Fällen,  für  welche  diese 
Uethode  gewöhnlich  in  Anwendung  kommt,  aus  leiclit  hegreiflichen  Gründen  nicht 
ijifehlenswerth  zu  sein,  weil  die  Elemente  bei  kleinen  heliocentrischen  Bogen  viel- 
fach grössere  Aenderungen  erfahren,  als  die  eingeführten  Variationen  öi  und  fty, 
nnd   demnach   der  lineare  Charakter   leicht  verloren   geht ;   wendet   man  aber  diese 
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Methode  an,  wenn  grosse  heliocentriscbe  Bogen  zur  Verfügung  stehen  und  die  Aen- 
derungen  in  den  Elementen  gering  sind,  so  wird  man  wohl  das  letzt  erwähnte  Ver- 
fahren einschlagen  können.  Bezeichnet  man  etwa  mit  Eq,  Ei  ,  E^  die  beziehungs- 
weise in  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Hypothese  gefundenen  Werthe  für  irgend 
eines  der  Elemente,  so  wird  der  neue,  der  vierten  Hypothese  entsprechende  Werth 
E  dieses  Elementes  gegeben  sein  durch: 

E  =  Eo  +  [E^  —  E^)  J  X  +  {E2  -  Eo)  J^y  , 
wenn  man  durch  Jx  und  Jy  die  durch  die  obigen  Gleichungen  bestimmten  WerÜie 
in  Einheiten  der  angenommenen  Aenderungen  hx  und  by  darstellt. 

Bei  der  Auswahl  der  zwei  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legenden  Orte  mu88 
man  bedacht  sein,  dieselben  nicht  allzu  nahe  an  einander  zu  wählen,  da  sonst  die 
kleinen,  den  Orten  anhaftenden  Fehler  allzu  nachtheilig  hervortreten  würden.  Man 
wird  daher,  wenn  es  nur  irgend  möglich  ist,  die  äussersten  Orte  als  diejenigen 
annehmen,  welche  vollkommen  dargestellt  werden  sollen.  Doch  wird  man  bisweilen 
von  dieser  Bestimmung  absehen  müssen,  da  in  der  Regel  der  erste  und  letzte  Ort 
in  Folge  der  hierbei  obwaltenden  Beobachtungsverhältnisse  wesentlich  unsicherer 
sein  kann,  als  andere  Normalorte;  man  wird  indessen  von  dieser  Wahl  nur  dann 
abgehen,  wenn  die  vermuthete  Unsicherheit  eine  sehr  beträchtliche  ist. 

Die  Methode  wird  aber  auch  dann  unsichere  Resultate  gewähren,  wenn  die 
zu  den  beiden  geoccntrischen  Orten  gehörenden  hcUocentrischen  Orte  nahe  zusammen- 
treffen oder  um  180°  von  einander  abstehen.  Es  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  eine 
genaue  Bestimmung  der  Bahnlage  unthunlich  wird,  und  man  wird  demnach  bei  der  Aus- 
wahl der  Beobachtungen  auf  diesen  Umstand  möglichst  Rücksicht  nehmen ;  übrigens 
findet  derselbe  unter  den  hier  obwaltenden  Verhältnissen  gewöhnlich  schon  durch 
die  Wahl  der  äussersten  Orte  ausreichende  Berücksichtigung,  do,  der  Fall,  wo  die 
heliocentrische  Bewegung  nahezu  180^  oder  deren  Vielfache  beträgt,  bei  Anwendung 
dieser  Methode  selten  genug  auftreten  wird.  Indess  wird  man  sich  diese  Umstände 
bei  der  Wahl  der  Beobachtungen  doch  stets  gegenwärtig  halten  und  in  einem  der 
letzteren  Fälle  lieber  zwei  Orte  wählen  ^  deren  scheinbarer  heliocentrischer  Abstand 
etwa  90°  beträgt. 

Ich  will  die  vorstehende  Methode  durch  ein  Beispiel  erläutern  und  übrigens 
noch  bemerken,  dass  sich  später  im  §  5  des  vorliegenden  Abschnittes  (pag.  507  ff.) 
noch  ein  hierher  gehöriges  Beispiel  findet. 

Für   den    Planeten    Concordia   (ss)    waren    die    folgenden    auf   den   mittleren 
Aequator  bezogenen  gcocentrischen  Positionen  und  Sonnencoordinaten  angenommen 
worden : 
mittl.  Berl.  Zeit  ad  X  Y  Z 

1.  1860  März  24.5     i8o°28'i8"9  -f-2"5 1 '25"!  -f-o. 9948582  -f-o-0725i7o   +0.0314716 

2.  April  13.5     177"  i'32"5  +4"53'io"7   +0.9158787  +0.3776846   +0.1638895 

3.  »       25.5     i75"48'2o"8  +5^36'  9"2  +0.8154794  +0.5419252    +0.2351599 

4.  Mai     18.5     i75"52'2i'9  +5"43'42"8  +0.5341899  +0.7887986   +0.3422870 
Der  erste  Ort  beruht  auf  einer  einzigen  Beobachtung,    die  übrigen  Orte  sind 
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b  bestimmte  Normalorte;  es  wird  sich  daher  nicht  empfehlen»  den  ersten  Ort  als 

en  der  beiden  Orte  zu  wählen,  die  völlig  dargestellt  werden  sollen,    da  man  bei 

er  Einzelnbeobachtung,  abgesehen  von  dem  ihr  anhaftenden  unvermeidlichen  Be- 

ichtungsfehler,   nie  mit  Sicherheit  voraussetzen   kann,  dass  dieselbe  nicht  durch 

end  ein  Versehen  besonders   entstellt  ist.     Man  wird  deshalb  mit  Vortheil  wohl 

1  zweiten  und  vierten  Ort  als  diejenigen  annehmen,  die  völlig  dargestellt  werden 

len.     Nach  genäherten  Elementen  waren  als  geocentrische  Distanzen   für   diese 

te  angenommen  worden: 

log  Q  =  0,221  0390 

log  ß'  =  0.297  4^^o  ; 

hz  wurde  für  die  zweite  Hypothese  der  Werth  — 0.000 1 ,  und  ebenso  für  hy 
'  Werth  — o.oooi  angenommen.  Diese  Aenderungen  sind  wohl  etwas  zu  klein 
wühlt  imd  hätten  wohl  zehnmal  grösser  angenommen  werden  sollen;   doch  war 

hier  gemachte  Annahme  theilweise  gerechtfertigt,  weil,  wie  man  sieht,  das  System 
'  ersten  Hypothese  nur  ganz  unbedeutende  Fehler  in  der  Darstellung  der  Orte  übrig 
)S.  Die  Hauptmomente  der  Rechnung  finden  sich  für  die  einzelnen  Hypothesen 
abstehend  übersichtlich  neben  einander  gestellt.  Die  Epoche  der  Elemente  ist 
)0  April  13.5. 


Hypothese 

0 

I 

• 

2 

logQ 

0.2210390 

0.2209390 

0.2210390 

log  q' 

0.2974660 

0.2974660 

0.2973660 

/•)    • 

i86°28'24"o9 

i86°28'29"o8 

i86°28'24"o9 

r 

I94°29'i9"i5 

I94°29'i9''i5 

294"29'3o"73 

d**) 

— o°29'29"o3 

— o°29'3i''89 

— o°29'29"o3 

d! 

0 

-3°ii'4i"o3 

-3°ii'4i"o3 

-3°ii'46"57 

logr 

0.4128389 

0,4127756 

0.4128389 

logr' 

0.4131410 

0.4131410 

0.4130695 

M 

2°22'4l''l4 

3°47'i4"8o 

o°49'46"78 

n' 

,83°58'  7"58 

i82°26'3i"30 

i85°39'  5"34 

0' 

5°  I '3  2-67 

5°   l'28"62 

5°  i'33"57 

t' 

i8°45'  7"95 

i8°45'  o"48 

i8°45'i8"7i 

9 

2°2  2'23"36 

2°2o'46"3i 

2°24'  3''6o 

/* 

8oo"2500 

801*0869 

799"5989 

l 

177°  i'32"49 

177°  i'32"49 

177°  i'32"53 

X 

i75''52'2i"82 

i75°52'2i''86 

I75"52'2i''89 

ß 

+4°53'io"70 

+4°53'io''70 

+4°53'io''69 

(f 

+5°43'42"8i 

+5°43'42"85 

4-5°43'42"82 

^i 

i8o°28'i2"3j 

i8o°28'i6"85 

i8o°28'  9"63 

***\ 


*)  Heliocentrische  Rectascensionen. 
**)  Heliocentrische  Declinationen. 
**^)  Durch  diese  Zahlen  ist  die  Richtigkeit  der  Kechnnng  controlirt. 


n 


Hypothese 

o 

1 

I 

. 

2 

•      B, 

+2"^!': 

Ji''34 

+2°5l' 

28''66 

+2-5»'; 

J3"o4 

•Ai 

i75°48'; 

ii'ii 

i75°48' 

ro'öo 

175°48': 

ZI  "29 

Bt 

+5"36' 

7"63 

+5''36' 

7"97 

-5°36' 

7*49 

Mit  Rücksicht  auf  B)  pag.  483]  stellen  sich  die  Gleichungen  C)  wie  folgt: 

i)  +  6"57  =  +  ^"52  Jx  —  2^70  Jff 

2)  —  0.32  =  —  0.52  ^x  +  .0.17  ^y 

3)  —  6.24  =  —  2.68  Jx  +  1.70  Ay 

4)  +  1-57  =  +  0-34  ^«  —  0.14  Jff  . 

l!Kc  Kleinheit  der  Aenderungen  in  den  Orten  zeigt,  dass  es  zweckmässiger  gewesen 
würe,  hx  und  ^y  wesentlich  grösser  anzunehmen. 

Den  aus  dem  zweiten  Orte  folgenden  Bedingungsgleichungen  wird  das  Ge- 
wicht 4  ertheilt,  weil  dieser  Ort  ein  Normalort  ist,  während  der  erste  Ort  nur  auf 
einer  einzelnen  Beobachtung  beruht;  es  müssen  also  die  Gleichungen  2)  und  4] 
(pag.  314)  mit  2  durchmultiplicirt  werden,  bevor  die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate zur  Anwendung  kommt;  ausserdem  aber  sind  die  Gleichungen  i)  nnd  2) 
(pag.  483)  beziehimgsweise  mit  cos  B'  und  cos  JB"  zu  multipliciren,  um  die 
Bogengrössen  auf  den  Parallel  zu  beziehen.  Dadurch  nehmen  die  Bedingungs- 
gleichungen (logarithmisch]  die  folgende  Gestalt  an: 

0.81 71  =  o.bf^^bJx  -f-  0^4309  ^y 
9^8040  =  o,|Oi49  Jx  -f-  9.5293  Jy 
Ofi7952  =  0,14281  Jx  +  o.  2304  Jy 
0.4969  =  9.8325^^2;  -f-  9n447i  ^y    ' 

Macht  man  dieselben  homogen  (vergl.  pag.  318],  indem  man: 


X  =  0.6546  Jx 


y  =  0.4309  Jy 
log  der  Fehlereinheit  =  0.81 71 

annimmt,  so  stellen  sich  die  Gleichungen  wie  folgt: 

0.0000  =  0.0000  X  -f-  OjjOoooy 
8,^9869  =  9„36o3  X  -f-  9.0984  y 
9„978i  =  9^7735  x  +  9- 7995 y 
9.6798  =  9-1779^  +  9rfi^^2y 


und  mau  hat: 

an 

bn 

aa 

ab 

bb 

+    I.OOOO 

—    I.OOOO 

-f-    I.OOOO 

—    I.OOOO 

+    I.OOOO 

+  0.0222 

—  0.0122 

+  0.0525 

—  0.0288 

+  0.0157 

+  0.5644 

0.5992 

+  0.3524 

—  0.3741 

+  0.3972 

-f-  0.0721 

—  0.0497 

+  0.0327 

—  0.0156 

-f-  0.0108 

+  1.6587  .    —  I.66II      +  1.4276      —  I.4I85      +  1*4237  . 
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Die  Auflösiing  stellt  sich  nunmehr  in  folgender  Art: 


X 

V 

n 

+1.4276 

O.I546I 

—1.4185 
Oni5i83 

+1.6587 
0.21977 

9ii99722 

+14237 
+1.4095 

— 1.6611 
— 1.6481 

+0.0142 
8.15229 

—0.0130 

8«"  394 

und  es  folj^: 

« 

logy  =  9ii96i65 
log  X  =  9.40181  , 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Homogeuitätsfactoren  und  die  Einheit  für  z/^  und  z/y: 

Jx  ==  —  0.0000367 
Jy  =3  +  0.0002227  . 
I>ie  schliesslichen  Werthe  für  die  Logarithmen  der  geocentrischen  Distanzen  sind  also  : 

log  ^  =  0.221  0023 
logß'  =  0.297  6887  ,    ' 
und  die  Darstellung  der  Orte  nach  den  Differentialformeln  wird : 

coßdha  hä 

i)  —  i"i  —  i"5 

3)  +  0^2  +  i"i   . 

Rechnet  man  aus  den  so  gefundenen  Werthen  für  log  q  und  log  q'  die  Elemente 
und  aus  diesen  die  Darstellimg  der  Orte,  so  findet  sich  dieselbe: 


0 

3) 


n. 


—  »  3 

—  <f  1 


Jf 


—  I  4 
+  i''3 


genügend  mit  den  aus  den  Differentialformeln  abgeleiteten  Werthen  übereinstim- 
mend. Die  kleinen  Unterschiede  erklären  sich  völlig  durch  die  Unsicherheit  der 
siebenstelligen  Rechnung,  welche  natürlich  auch  auf  die  Genauigkeit  der  obigen 
Werthe  der  Differentialquotienten  Einfluss  nimmt. 


1*1  t 


§  4.    Yarlatioii  des  YerhUtalflses  der  Distanxeii. 


a.    Parabolische  Elemente. 

Benätzt  mab  die  Methode  der  Variation  des  Verhältnisses  der  Distanzen  zux 
Bahnverbesserung,  so  knüpft  sich  daran  unmittelbar  die  Bemerkung,   dads  aus  dem 
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angenommenen  Verhältnisse  der  Distanzen  allein  ohne  weitere  Voraassetzungen  noch 
kein  Schluss  auf  die  Kahn  selbst  gemacht  werden  kann.  In  der  That  vermittelt 
aber  die  Annahme  a  =  oo  eine  Lösung  und  ist  dieselbe  bereits,  wenn  auch  nur  an- 
deutungsweise,  im  ersten  Bande  (I  pag.  146)  behandelt  worden.  Es  soll  hier  auf 
diese  Lösung  nochmals  zurückgegangen  werden. 

Handelt  es  sich  um  die  Auswerthung  einer  parabolischen  Bahn  (a  =  cx>),  si 
wird  man  mit  der  besten  Annahme ,  die  man  über  das  Verhältniss  der  Distanzen  M 
für  zwei  Normalorte  (bei  deren  Auswahl  wird  man  dieselben  Yorsichtsmaassregeln  zu 
befolgen  haben,  wie  bei  der  Methode  der  Variation  der  Distanzen)  (vgl.  pag.  484)  machen 
kann,  parabolische  Elemente  berechnen,  die  in  den  übrigen  Orten  etwa  die  Fehler 
hXi,  5^2  . . .  d/^i,  d/?2  •  •  •  Übrig  lassen.  Die  durch  die  Elemente  selbst  berechneten 
Positionen  der  nicht  zu  Grunde  gelegten  Normalorte  seien  -^1®,  ^2^1  •  •  •  -^i^  ^•-  •• 
Hierauf  variirt  man  3f,  oder  was  noch  bequemer  ist  log  M  in  log  3f -|-  dx,  wobei 
bz  eine  den  Verhältnissen  entsprechende  Grösse  ist,  und  wiederholt  die  Rechnung. 
Diese  neuen  Elemente  werden  für  die  übrigen  Normalorte  die  Positionen  ^|^,  ^^^ 
...  Bi^j  £2^  •  •  •  ergeben.  Man  hat  also  ähnlich,  wie  bei  der  vorausgehenden  Me- 
thode die  empirische  Bestimmung  der  Differentialquotienten  zwischen  den  Coordi- 
naten  des  Normalortes  und  der  Variation  von  log  M  hergestellt  und  hat  hierfür : 


^,«-^,»  =  4^,    B,.-5,o  =  «A 


wobei  für  hz  als  Einheit  die  angenommene  Variation  von  log  M  zu  betrachten  ist. 
Man  erhält  also,  wenn  man  sofort  die  Reduction  auf  den  Parallel  ausführt,  als  ße- 
dingungsgleichungen,  die  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  leicht  aufgelöst 
werden  können: 


cos  ßihkx  =  i-j-^|cos/?|^a? 

cos  ß2  ÖA2  =  i-^\cosß2^z 

•  •  •  • 

.  •  •  • 


Multipliciit  man  jede  dieser  Bedingnngsglcichnngen  mit  der  Quadratwurzel 
ihres  Gewichtes,  und  bezeichnet  dann  der  Kürze  halber  die  links  vom  Gleichheits- 
zeichen stehenden  Werthe  mit  n^,  »2,  ^..m  ^^^  Coef&cienten  von  Jz  mit  Oi,  O), 
O)  . . . ,  80  wird  man  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  für  den  wahrschein- 
lichsten Werth  der  Unbekannten  haben: 


wobei  also  ^j:  in  Einheiten  von  Öx  ausgedrückt  erscheint. 

Man  kann  nun  mit  dem  Werthe  logAf+ÜJ-  nene  Elemente  ableiten,  oder 
^an  interjiülirt,  was  bei  dem  oft  grossen  helioceutrischen  Bogen  vortheiUiaf'ter  ist, 
unmittelbar  die  Elemente  aus  den  beiilen  vorher  ermittelten  Systemen,  Es  wird 
lieh: 

E  =  E^-ir  1-Bi  —  E^)Jt  . 

Wir  wollen  diese  Vorschriften  durch  ein  ausführliches  Beispiel  erläutern  iind 
gleichzeitig  die  Formeln  anführen,  deren  man  zur  Berechnung  der  auftretenden  Orös- 
sen  bedarf,  die  Ableitung  derselben  übergehe  ich  aber,  da  da»  Nüthige  bereits  im 
ersten  Bande  erläutert  ist. 

Ich  wähle  als  Beispiel  den  I.  Kometen  des  Jahres  1S47;  die  Mittheilung  der 
Normalorte  und  der  Sonn enco ordinalen  verdanke  ich  Ilerni  Professor  Hornstein, 
Director  der  Prager  Sternwarte.  Dieselben  sind  bezogen  auf  tlie  mittlere  Ekliptik 
1847,0,  wie  folgt: 


Mittl.  Berl.  Zeit. 

l 

ß 

L 

log£ 

I    1847  Febr.  18.0 

26''2ri6"43 

+62-44'  5"' 8 

329''i3'3i.o5 

9.9951324 

11                 "      26.0 

22  49    8.25 

+54  2931.07 

337  1624.50 

9-9959194 

m             Mar/     4.0 

20  5923-75 

+47  35  53-42 

343  17  '3-98 

g. 9965726 

r\'                 »       lo.o 

19  2022.28 

+39  53    7-72 

349  17    0.68 

9.9972759 

V                 -       16.0 

17  27  10.54 

+30  58  26.60 

355  ■545-52 

9.9980025 

VI                 »       20.0 

15  4738,06 

+24     138-24 

359  1416.82 

9.9984879 

•II             April  24.0 

44  'Ö  54-19 

+  1635    5-41 

333741-36 

0.0027526 

Als  völlig  darzustellende  Normalorte  werden  der  erste  und  der  letzte  Ort  gewählt, 
für  log  M  war  ans  genäherten  Annahmen  über  die  Elemente  der  Werth  0.2262773  ge- 
funden worden,  und  da  die  zu  Grmide  gelegten  Kiemente  schon  sehr  genau  waren,  in- 
dem eich  dieselben  nahezu  allen  Beobachtungen  recht  gut  anschliessen,  so  wurde 
'hx  Verhältnis smässig  klein  mit  +  0.000  3000  angenommen.  Es  sind  demnach  zwei 
Systeme  parabolischer  Elemente  abzuleiten,  die  den  obigen  äussersten  Normalorten 
genügen  und  für  welche  einmal  log,Ä/^log—  ^=  0.226  2773,  das  andere  Mal 
log  .Äf  =  log  j—j  =  0.226  5773  gesetzt  ist.  Ich  unterscheide  die  aus  der  zweiten 
Annahme  resultirenden  Werthe  dadurch,  dass  ich  die  analogen  Buchstaben  in  Klam- 
mem ansetze. 

Zuerst  wird  man  die  Bereclmung  jcnef  Werthe  vornehmen,  die  von  der  .An~ 
suhme  über  M  unabhängig  sind.     Man  hat  zu  rechnen : 

g  cos  {G-L\  =  R  coa  [V—  /,)  —  R 

y  sin  [G  —  L]  =  Ä"  sin  [V  —  L) 


I) 
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cos  ip  =  cos  (k — L)  cos  ß  ,  cos  ^'  =  cos  (l' —  L')  cos  ß' 

sin  ip  cos  P=  sin  {k  —  L)  cos  /?  ,  sin  ip'  cos  P'  =  sin  {l'  —  L')  cos/!?'     *  I) 

sin  1/;  sin  P  =  sin  /?  ,  ain  f/i'  sin  P  =  sin  /f ,  | 

wobei  ff,  sin  ip  und  sin  if/  stets  positiv  genommen  werden. 

Die  Rechnung  ergab:  * 

Cr  =  90°37'43"o8       Ä  sin  i/;  =  9.981  2753       JB'  sin  i/;'  :^  9.529  4070 
log  ff  =  0.026  6750       R  cos  (^  :=  9.390  6985       JHf  cos  1/;'  =  9.976  6998  . 

Jetzt  sind  jene  Hilfsgrössen  zu  rechnen,  welche  die  Darstellung  von  r,  r'  und  s 
(Sehne)  als  Funktionen  von  q  vermitteln ;  man  hat  de^mach  für  jede  der  Annahmen 
von  M  zu  rechnen : 


f  =:  B  cos  ip 


B  =  JR  sin  ip 

^        R'  aiy  y;^ 


h  cos  t  cos  [H — X]  =  3f  cos  ß^  — cos  [X' — X)  cos  ß 
h  cos  t  sin  [H—  i!)  =  sin  [X — X)  cos  /:? 

h  sin  ^  =  M  sin  //  —  sin  /? 
A  und  cos  t  stets  positiv 
cos  <jp  =  cog  t  cos  (C?— £f} 
sin  (p  cos  Q  =  cos  f  sin  (G — JET; 
sin  i]p  sin  Q  =  sin  C 
sin  f/)  stets  positiv. 

y  =  X  cos  y 
A  =  ^  sin  y 


n) 


Es  fanden  sich  aus  den  obigen  Zahlen: 


/ 

+0.2438660 

/' 

+0.5628887 

Yo^B 

9.9812793 

lo^fi' 

93031297 

H 

5iV»3"23 

.  cos  ^ 

9,9756926 

sin  ^ 

9n5i245i5 

logÄ 

0.0985225 

cos  fp 

9.8632350 

sin  </) 

9.8347822 

y 

+0.61859^6 

log^ 

9.7629347 

j  sin  r/) 

9.8614572 

(/■) 

+0.2458660 

(/) 

+0.5625000 

log(Ä) 

9.9812733 

logW 

9.3028297 

(Ä) 

3i°8'3o"i6 

C08(S) 

9-9757729. 

8in(C) 

9n5ii7733 

log  (A) 

0.0988473 

cos  (9)) 

9.8632954 

sin  (y) 

9.8347364 

(/) 

+0.6x81916 

log  (A) 

9.7625641 

{ff  sin  (p) 

9.8614114 

Nu^  ist  ^  so  zu  bestimvien,  dasa  d^  Eu  1er' sehen  Cüeichung: 


tk[e- 


I  =  Ir  +  r'  +a)S  zf.  {r  +  r' — sji  ,     log6i  ^  q 
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genügt  wird;  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  IJewegung  kleiner, 
das  untere,  wenn  dieselbe  grosser  alti  iSo"  ist;  das  letztere  ist  ira  rorliegen<len 
Beispiele  der  Fall.  ,  Da  bei  der  Anwendung  dieser  Methode  im  Allgemeinen 
grosse  heliocentrische  Bogeii  auftreten,  so  wird  die  Anweiidunj?  der  Eiicke' sehen 
_ft  Tafel  (Tafel  VIII  des  ersten  Handes)  nicht  empfohlen  werden  können;  vielmehr 
,n  von  einem  Werthe  von  g  ausgehen,  der  den  vorhandenen  nahe  richtigen 
Slementen  zu  entlehnen  ist.     Man  berechnet  also  unter  einer  Annahme  über  q  ; 


tagÖ  = 
lang  ff  = 


=  ^—  ,     r  ^=  R  sin  tp  mc  ö 

lang  tf  ^:      j      '     '  =  ff  sin  tp  sec  ff 

tk(^-l]  =  [r  +  r'+«]*  +  (r  +  r'-^s 


und  sieht  naeh.  wie  weit  der  letzteren  Helation  genügt  wird,  und  zwar  sei  J'der 
Fehler  ira  Logarithmus  von  bA(t'  —  (}  im  Sinne:  Wahrer  Wertli  —  Berechneter 
Werth. 

Es  wiijde  nicht  angemessen  sein,  durch  empirische  Variation  und  bachherigä 
Interpolation  den  wahre»  Werth  von  p  zu  ermitteln;  man  wird  vielmehr  die  noch 
HÖtliige  Correction  sofort  auf  diffcrenticllem  Wege  zu  ermitteln  trachten.  Mit  Riick- 
ncht  auf  Gleichung  27  [pag.  471)  und  den  I  pag.  127  aufgestellten  Differentialquo- 
Xienten  wird  man  leicht  die  folgende  Kelatiou   finden : 


HV+#1 


n  ff  +  Msm  ö'  +  A  sin  tf  t  : 


1  9  +  iK  sin  »'  —  /.  tiu  .■>) 


'«"(to)!''-')  ■»'•''■     '»«( 


.  9.1999 


IV| 


und  zwar  ist  in  dieser  Formel  für  den  gegenwärtigen  Fall  a  ^  00  zu  setzen. 

Man  wird  mit  dem  durch  diesen  Ausdruck  ermittelten  corrigirten  Werthe  von 
f  die  Rechnung  wiederholen,  um  sich  durch  die  Uebereiustimmung  der  \Verthe  die 
Üeberzeugiing  von  der  Richtigkeit  der  Rechnung  zu  verschafTen.  Es  wird  aber  auch 
für  die  zweite  Annahme  vun  M  die  entsprechende  Aenderung  von  q  sofort  auf  dif- 
lereotiellem  Wege  ermittelt  werden  können,  und  man  wird  auf  diese  Weise  den 
wahren  Werth  gleich  im  ersten  Versuche  mit  genügender  Annäherung  erhalten.  Mit 
itücksiclit  darauf,  dass  für  den  letzteren  Fall  auch  itf  variabel  ist,  werden  die  I  pag.  127 
aufgestellten  Ausdrücke  rfr,  dr'  und  äs  geschrieben  werden  müssen; 
dr  =  sin  6  d  g 

d  r'  ^=^  M  »In  6'  ä  ^  -\-  Q  sin  0'  ä  M 

ds  =  h  sin  »dQ  +   (j^)  d  M  : 
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um   den  in   dem  letzteren   Ausdrucke  vorkommenden   Differentialquotienten  zu  er- 
halten, nehme  ich  den  Ausdruck  [I  pag.  105) 

8^  =^  Q^  K^  +  g^  —  2Q  h  g  cos  f  cos  (G  —  H) 
vor  und  differentiire  denselben  nach  M.     Mit  Rücksicht  auf  die  erste  Gleichung  i) 
(I  pag.  105J   erhält  man,  wenn  für  ^,  und  ^„,  die  polaren  Coordinaten   mit  der  hier 
abgeänderten  Indexbezeichnung  eingeführt,  und  alle  Längen  vom  Punkte  G  aus  ge- 
zählt werden,  sofort : 

h  cos  ^  cos  [G  —  H)  =  Jf  cos  ß'  cos  (A'—  G)  —  cos  ß  cos  (A—  G]. 
Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  M  findet  sich: 

d  (AcosCcos  {O — Hl) 
dM 

hierdurch  wird : 


=  cos  ß'  cos  (G  —  i/) 


*  Ä=  ?*  *  (5^)  —Q9^^^  (G- A')  cos  ß'  ; 
aus  den  Gleichungen  3)    (I  pag.  106)   ergibt  sich  aber  auch: 


=  cos  C  cos  (JET — k')  cos  /f  +  sin  f  sin  /fi?'  , 


V) 


dM 

und  hiermit  stellt  sich,  wenn  man  beachtet,  dass  in  beiden  Liösungen  die  Zwischen- 
zeiten dargestellt  werden,  also:  ^ 

sein  muss,  die  Rechnung  wie  fol^: 

P  =  i|  ^rcos/J'  cos  (G—JC)  — ß  [Acos  fcos  (H—k')  cos/T  +  A  sinCsin/?']  | 

wobei  in  der  Formel  für  Q  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Be- 
wegung kleiner,  das  untere,  wenn  dieselbe  grösser  als  1 80°  ist,  und  wobei  N  seinem 
Werthe  nach  aus  IV)  (pag.  491)  zu  entnehmen  ist,  überdiess  aber  für  die  Parabel 
a=  00  gesetzt  werden  muss. 

Ich  werde,  um  die  obigen  Formeln  durch  Heispiele  zu  erläutern,  die  Ver- 
suche hier  ausführlich  durchführen,  dieselben  aber  der  Raumerspamiss  wegen, 
nicht  nach  einander,  wie  sie  thatsächlich  ausgeführt  wurden,  sondern  neben  einan- 
der ansetzen.  Der  erste  der  drei  Versuche  entspricht  dem  ersten  Werthe  von  M 
und  ist  mit  einer  genäherten  Annahme  über  ^,  welche  den  vorhandenen  Nähe- 
rungen entlehnt  wurde,  durchgeführt;  für  den  zweiten  Versuch  ist  der  durch  Anwen- 
dung der  Formeln  IV  verbesserte  Werth  von  q  benützt  und  die  Durchführung  des 
Versuches  zeigt,  dass  der  wahre  Werth  bereits  erreicht  ist.  Der  dritte  Versuch 
ist  für  die  zweite  Annahme  von  M  durchgeführt  und  dabei  nur  jener  Werth  von  q 
in  Anwendung  gezogen  worden,  der  sich  durch  die  Benützung  der  Formeln  V) 
ergibt. 


M 

^0     

(J£) 

Versuch 

I 

2 

I 

Q 

4-  1.0530000 

-f   1.0530458 

+      I.O5252I7 

log  [q     f] 

9.9069457 

9.9069703 

9.9066882 

log  [Q-f] 

9.6902947 

96903353 

9.6902153 

log  [q      y) 

9.6378932 

96379390 

9.6378199 

tang  6 

9.9256704 

9.9256950 

9.9254129 

tangtf' 

0.3871650 

0.3872056 

0.3873856 

tang  & 

9.8749585 

9.8750043 

9-8752558 

cos  0 

9.8834848 

9.8834746 

9.8835917 

C08Ö' 

9.5790876 

9.5790528 

9.5788987 

cos  ^ 

9.9031269 

9.9031105 

9.9030199 

r 

0.0977905 

0.0978007 

0.0976836 

r' 

9.9503194 

9-9503542 

9.9505083 

Add. 

0.2335241 

0.2335344 

0.2336472 

r+r' 

0.3313146 

0.3313351 

0.3313308 

8 

9-9583303 

9.9583467 

9-9583915 

Add. 

0.1534058 

0.1534045 

O.I534I9I 

Subtr. 

0.2393199 

0-2393169 

0.2393530 

[r+r'+s) 

0.4847204 

0.4847396 

0.4847499 

(r4-r'  +  «)l 

0.2423602 

0.2423698 

0.2423749 

[r+r'-8] 

0.0919947 

0.0920182 

0.0919778 

(r  +  r'  — «)i 

0.0459973 

0.0460091 

0.0459889 

[r+r'+8]\ 

0.7270806 

0.7271094 

0.7271248 

[r+r'-8)\ 

0.1379920 

0.1380273 

0.1379667 

Add. 

0.0995354 

0.0995368 

0.0995212 

log  [tkt] 

0.8266160 

0.8266462 

0.8266460 

Vergleicht  man  das  Resultat  des  ersten  Versuches  für  log  (6  k  t]  mit  dem 
treiigen  aus  den  Zwischenzeiten  abgeleiteten  Werthe,  nämlich  log  6^^^=0.8266461^ 
0  ergibt  sich  im  Sinne :  Strenger  Werth  —  Berechneter  Werth  ein  Fehler  J  =  +  301 
ünheiten  der  siebenten  Decimale.  Diese  Differenz  wird  verwerthet,  um  nach  den 
ormeln  IVj  (pag.  491)  den  definitiven  Werth  von  q  zu  erhalten.  Die  Rechnung 
teilt  sich  wie  folgt: 

8inö+  -Äfsinö'+Asin^    0.4706 
s  i  n  9  +  J/sin  0' —  A  sin^    o.  161 3 

log  I     0.7130 

log  n  0.2073 

Add.     0.1180 
log  iV    9.1690 


sin  0 

9.8092 

M  sin  ff 

0.1925 

Add. 

0.1504 

sinö+3fsinö' 

0.3429 

h  sin  & 

9.8766 

Add. 

0.1277 

Subtr. 

9.8184 
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Es  besteht  also  die  Relation  (logaritbmisch) : 


bQ  =  0.1818  J  , 

woraus  folgt,  dass  mit  dem  obigen  Werthe  von  z/  die  Correction  von  d  ^  =  +458 
Einheiten  der  siebenten  Decimale  beträgt;  mit  dem  so  resultirenden  Werthe  von 
e=  +  1.0530458  ist  der  zweite' Versuch  durchgeführt,  der  für  J  den  Werth  —  i 
finden  lässt,  also  eine  völlige  Uebereinstimmung  innerhalb  der  Unsicherheit  der 
logarithmischen  Rechnung.  Es  wurde  aber  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Kleinheit 
der  Aenderungen  die  Differentialformeln  fast  streng  erscheinen  lässt,  für  die  de- 
finitive Lösung  gleichsam  das  Mittel  der  beiden  Versuche  benützt  und  g  =  +  i  .0530457 
gesetzt. 

Um  nun  für  den  Werth  (M)  sofort  eine  hinreichende  Annäherung  einzuführen, 
wurde  nach  V)   (pag.  492)  gerechnet: 


G-l'    - 

-4601 8'8 

Subtr. 

0.1556 

coe  (G—l') 

98393 

Add. 

0.  I208 

g  cos  (f 

0.0082 

P    psinfl' 

O.I443 

h  cos  ^co8  [H —  X')  cosj*' 

0.0527 

P-f^  sin  ff 

9-7439 

Ä  sin  ^  sin  /^ 

9,0665 

log  {1} 

0,3867 

Add. 

99527 

log  {II) 

9.7899 

log[...] 

0.0054 

Add. 

0.0980 

logl 

9.8475 

lg  {i-n} 

O1.4847 

\ogq  [...] 

0.0278 

Q 

0,8469 

Subtr. 

9.7115 

N.M 

9-3953 

log{...) 

9n5590 

bq  :  d  log  Jf 

0,2422 

q  :  8 

0.0641 

hx  —  h  log  M 

3-4771 

P 

9ffi2ll 

bd 

—5240 

q  t,mff 

9.9887 

Es  war  also  für  die  zweite  Annahme  über  M  im  ersten  Versuche  zu  setzen: 

Q  =  1.0530457  — 0.0005240  , 

welcher  Werth^  wie  die  Zahlen  der  dritten  Columne  zeigen^  in  der  That  eine  £BSt 
völlige  Uebereinstimmung  ergab;  es  wurde  für  die  weitere  Rechnung  der  Elemente 
einem  Fehler  ^  =3  +  0.5  entsprechend 

(1=  1.0525217 

angenommen.  Der  Uebergang  auf  die  heliocentrischen  Orte  wsrde  ausgeführt  nach 
den  Formeln: 

r  cos  b  cos  (/ — L) = q  cos  (l — L)  cos  ß — R ,  r  cos  b'  cos  (?  — L')  =  ^'cos  ( jt' — Jt^cos//—  It 
r  cos  b  sin  (/ — L) = ß  sin  {A — L)  cos  (i    ,     r'  cos  b'  sin  (?  — L') = ß'sin  (A' — L')  cos  ff 
rsmbsssQsmß  ,  r'sinÄ'  =  ß'8in/f 

und  ergab  für  die  beiden  Annahmen  von  M  durchgeführt : 


VI) 


logr 

*2 

0.0978007 

log{r) 

0.0976836 

/ 

120**    S'SQ**!! 

{i] 

120°  6'38"47 

tangi 

0.0510135 

tmgib) 

0.0507892 

logr 

9-9503541 

tog(r') 

9.9505085 

r 

59^  2'  2^48 

(n 

59°  i'ag'Qö 

taikgb' 

9.8382382 

tang  (J') 

9.8381343 

Die  Uebereinstimmung  der  so  gefundenen  Radienvectoren  mit  den  Werthen, 
die  sich  aus  den  Versuchen  ergaben,  erweist  sich  als  genügend.  Nach  I) ,  II) 
(pag.  472)  und  III b)   (pag.  473)  findet  sich: 

Q 


!(«' 


u' 

■«) 


21^43  23  19 

48  3942.85 
95  33    4.ÄÖ 

49  5    5-6i 
15646   0.36 

156  46   0.31 


(Q) 
W 

[\{u'-u)) 
(/) 


2i°42'28"94 

48  38  58.33 
95  3425.72 

49  512.19 
1564523.23 
156  45  2322 


Nach  V)  und  VI)   (I  pag.  143  und  144)  ergab  sich: 


logy 

iO 
7t 


lo«  (?) 


M 
(4 


8.6287758 

-i58«45'4o''38 
1544620.35 
254  i8  45,.26 
276    2    8.45 

und  nach  VII)    (I  pag.  144) : 

1847  ^J^i^ 
Taust?     30.32270 
Taust?'     30.32273 
T    30.322715 

Man  hat  daher  die  zwei  Elementensysteme, 
sich  auf  den  Monat  März  1847  bezieht: 


8.6291866 

-I58«.P4'53"37 
15445  53.10 
254  19  19.09 
276    1 48.03 


1847  März 

(T)  aus  [v]  30.30868 

(T)  aus  [v]  30.30865 

(T)  30.308665 

bei  welchen  die   Perihelzeit  T 


System 
log  3f 
T 
logy 

7t 

% 


0.2262773 
30.322715 
8.6287758 
276°  2'  8"45 
21  4323.19 


0.2265773 
30.308665 
8.6291866 
276°  i'48''o3 
21  42  28.94 

48  38  58.33 


48  3942.85 

Rechnet  man  aus  diesen  Etementen   die  für  die  Zeiten   der  Normalorte  fol- 
genden geocentrischen  Positionen  nach  den  bekannten  Methoden,  so  erhält  man: 

^0  BP  A^  B^ 

i)   26°2i'i6"36     -^  62°44'  5"h  2:6«2i'i6"44   +  62V'  ^"»5 

2)  22  49  6.82     4^  54  2^41.57  22  4^844.68   +  54  29  23.06 

3)  20  59  14.40     +  47  36  8.49  20  58  38.95   +  47  35  32.39 
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4) 
5) 
6) 
7) 


19°20  22  25 
17  27   16.39 

15  4748.13 

44  18  54.20 


+  39°53'32"85 
+  3059  2.31 
+  24  2  23.20 
+  16  35    5.42 


I9°i9'33''25 
17  26  11.65 

15  4630.24 

44  18  54.20 


B^ 

+  39°52'35''23 
+  30  57  37-80 
+  24  036.72 
+  1635    5.42 


Die  Darstellung  der  beiden  äussersteu  Orte  durch  die  Elemente  ist  eine  be- 
friedigende. Es  sind  also  (vergl.  pag.  488)  die  Bedingungsgleichungen,  die  sich 
aus  den  übrigen  Nomalorten  ergaben: 

4-  i"43  cos/?2  =  —    22^14  C0S/!^2  ^^ 
+  9-35  cos  A  =  —    35-45  cos/l^j  Jx 

+    0.03  C08/i^4  = 49.00  C0S/:/4  J X 

—    5.85  C0S/!^5  =  64.74  C0S/I?5  Jx 

— 10.07  cos/?Q  =  —  77.89  cos/l^e  -^^ 

— io"50  =  —  18.51^1: 

— 15.07= —  }fo,\oJx 

— 25.13  =  —  57.62  z/a; 

—35-71  =—    84-51  ^^ 
— 44.96  =  —  106.48  Jx  . 

Setzt  man  diese  Gleichungen  logarithmisch  an  und  macht  die  auftretenden 
Coefficienten  dadurch  homogen,  dass  man  den  Logarithmus  der  Fehlereinheit  1.6528 
und  ausserdem: 

loga:  =5  2.0273  4-  \ogJx 

setzt,  so  erhält  man,  wenn  man  allen  Gleichungen  gleiches  Gewicht  gibt : 

Längen  Breiten 

8.2666  =:  9,|082oa?  9n3^84  =  9112401  x 

9.1469  =  9n35i2ar  9n5253  =  9n5302a: 

6. 7093  =  9n5479  ^  9n7474  =  9n7333  ^ 

9^0476  =  9n7 1 7 1  ^  9ii9000  =  9n8996  x 


9^3108  =  9^82473: 


0^0000  =  Ojiooooa: 


Da  demnach 


ist,  so  folgt: 


[an]  =  +  2.2480  ,         [aa]  =  +  2.9752 

loga:  =  9.8783 
log  Jx  =  9.5038  . 


Setzt  man  diesen  Werth  von  ^:r  in  die  obigen  Gleichimgen  ein,^  so  bleiben 
für  die  wahrscheinlichste  Parabel  die  folgenden  Fehler  in  den  Normalorten  übrig, 
wobei  cos/?  dA  angesetzt  erscheint,  um  sogleich  einen  Ueberblick  über  die  absolute 
Grösse  der  Fehler  zu  erlangen: 


4-  4-93 
+11-94 

+  12.02 

+  12.69 

+  13-49 

o.oo 


o  oo 

—  4.60 

—  3-55 

—  6-75 
-8.75 

—  10.99 

o.cx»  . 


Die  Fehler  zeigen,  dass  die  l'arahel  den  Tteohaclitimg:en  nicht  völlig  genügt, 
lohne  jedoch  vorerst  diese  unterschiede,  die  dnrch  die  Einführung  eines  Wer- 
Ithes  der  Excentricität ,  der  von  der  Einheit  verschieden  ist.  wesentlich  verkleinert 
I  werden  können,  weiter  zu  beachten ,  will  ich  die  wahrscheinlichsten  parabolischen 
I  Elemente  ableiten.     Die  Vergleichimg  der  beiden  Systeme  gibt' 


Ü--B. 

\E 

,-E,]Jx 

T    —14050 

—4481 

log}+  4108 

-1-1310 

71      —    20"42 

-6-5I 

a     —  54-25 

—17.31 

•    —  44-52 

—14.20  ; 

I  die  wahrscheinlichsten  parabolischen  Klemente  die  fulgendcn : 

(f 1 1847 

5r=März  30.318234  mittl.  Berl,  Zeit 

log  q  =  8.6289068 
n  =  276°  2'   i"94 


Q  = 


21  43    5-8 


mittl.  Acquinoct. 

1847.0  ■ 


i=^    483928.65 

Die  directe  Nachrechnung  der  Orte  mit  diesen  Elementen  zeigt  in  der  'ITiat 
innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Ecchnung  eine  völlige  Uebereinstim- 
.mung  mit  der  oben  aus  den  Differential  form  ein  angegebenen  Darstellung  der  Orte. 
Wenn  auch  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Parabel  den  üeobachtungcn  nicht  völlig 
'genügt,  so  entspricht  die  hier  durchgeführte  Rechnung  einem  geeigneten  Rechnungs- 
beispiele  und  es  können  die  hier  gegebenen  Methoden  aiif  jeden  Kometen  ohne  Ab- 
ftndemng  angewendet  werden. 

ß.  Bestimmte  Annahme  über  a. 
Die  Variation  des  Verhältnisses  der  Distanzen  wird  auch  noch  in  jenen  Fällen 
mit  Vortheil  angewendet  werden  können,  wo  man  eine  bestimmte  Annahme  über  a 
tu  machen  in  der  lÄge  ist ,  ein  Fall ,  der  dann  eintreten  wird ,  wenn  die  in  der 
«rsten  Näherung  abgeleiteten  parabolischen  Elemente  eine  auffallende  Aehnlichkeit 
mit  den  Elementen  eines  früliei  erschienenen  Kometen  zeigen.  Man  wird  sich  dann 
■jmiiächst  mit  Hilfe  dieser  ersten   parabolischen  Elemente  (vergl.  I  pag.  150),    wenn 

^K         Of iioliar,  lt*liot>«iliaiiaUBgea.  U.  gj 
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sonst  keine  besseren  Näherungen  bekannt  sind,  einen  möglicbst  genauen  Wertb  von 
M  verschaffen  iind  alle  Formeln  bis  zur  Auflösung  der  Laihbert' sehen  Oleichung 
eventuell  gleichzeitig  mit  einem  entsprechend  variirten  Werthe  von  M  durchrechnen. 
Hierbei  ist  wohl  zu  beachten,  dass  die  für  M  gemachten  Näherungsannahmen  von 
der  Natur  des  Kegelschnittes  unabhängig  sind ;  es  wird  also,  wenn  man  in  M  mu: 
die  aus  den  Zwischenzeiten  folgende  Näherung  einsetzt,  der  betreffende  Himmels- 
körper zur  Zeit  der  mittleren  Beobachtung  bis  auf  kleine  Grrössen  derselben  Ord- 
nung in  dem  gewählten  grössten  Kreise  stehen,  mag  man  über  die  grosse  Achse  der 
Bahn  eine  beliebige  Annahme  machen. 

Es  sei  die  gefundene  Perihelzeit  T,  die  dem  anderen  Kometen  mit  ähnlichen 
Elementen  angehörige  Perihelzeit  % ;  dann  kann  die  Umlaufszeit : 

T — T,  ,    ,    u.  s.  f. 

sein  und  demgemäss  wird  die  grosse  Halbachse,  wenn  man  den  so  gefundenen  Zeit- 
unterschied in  Einheiten  des  siderischen  Jahres  ansetzt,  sein  können: 


a=(7'-.)*,    (^)'.     (^)%.s.f. 


Man  wird  gewöhnlich  mit  dem  grössten  Werthe  von  a  beginnen,  ^  ent- 
sprechend der  Lamb  er  tischen  Gleichung  mit  Hilfe  der  sehr  bequemen  Kelation  17) 
(pag.  468J  und  unter  Benützung  der  Formel  IV  (pag.  491)  bestimmen,  dann  die 
Elemente  nach  den  obigen  Formeln  (§  2  pag.  472  ff.)  ableiten  und  die  Darstellung  des 
mittleren  Ortes  suchen.  Man  wird  wohl  bald  denjenigen  Werth  der  Halbachse  er- 
kennen, der  den  Beobachtungen  am  besten  zu  entsprechen  scheint.  Für  diesen 
Werth  wird  man  mit  dem  variirten  Werthe  von  M  die  Rechnung  wiedAholen,  um 
die  möglichst  beste  Darstellung  zu  erreichen.  Waren  aber  die  Zwischenzeiten  nicht 
gross,  so  dass  die  in  M  eingeführten  Näherungen  hinreichend  zutreffen ,  so  wird  man 
mit  Rücksicht  auf  die  oben  gemachte  Bemerkung,  dass  die  Richtigkeit  von  M  nicht 
durch  die  Wahl  von  a  beeinflusst  wird,  von  einer  Variation  von  3f  Abstand  nehmen 
können. 

Ich  gebe  für  diese  Methode  kein  Beispiel,  da  dieselbe  ganz  nach  den  für  die 
Parabel  geltenden  Vorschriften  durchgeführt  werden  kann^  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  man  statt  der  Eul  er' sehen  Gleichung  die  Lamb  er  tische  und  zwar 
in  der  Form  17)   (pag.  468)  anwendet. 

/.     Uebergang  von  der  Parabel  auf  nahezu  parabolische  Bahnen. 

(Hornstein's  Methode.) 

Zeigt  sich  bei  dem  Anschlüsse  parabolischer  Elemente  an  die  Beobachtungen, 
dass  die  Parabel  nicht  völlig  genügt,  so  kann  man  nach  Hornstein|s  Vorschlag« 
(Bestimmung  der  Bahn  des  ersten  Kometen  vom  Jahre  1847,  nebst  Bemerkungen 
über  den  Uebergang  von  der  Parabel  zur  Ellipse  oder  Hyperbel,  Märzheft  1854  der 
Sitzungsberichte  der  math.  -  naturw.  Classe  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften 
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in  eclir  bequemer  und  zweckmässiger  Weise  mit  Itenüt/.ung  der  vorhan- 
■denen  Rechnungeu  den  Uehergang  auf  den  wahrscheinlichsUiD  KegeUchnitt  aus- 
fuhren; ich  werde  übrigens  im  folgenden  Faiagraphen  (§  5  pag.  507)  noch  eine  an- 
liefe Meüiode  anführen,  die  bisweilen  in  mancher  lieziehung  noch  bequemer  erscheint. 
Macht  man  über  M  dieselbe  Annahme,  wie  in  der  ersten  Hyiiothese  hei  der 
"Ernnttehing  einer  parabolischen  liahu  und  iässt  an  die  Stelle  der  Enler'schen 
'Gleichung  die  Lambert'sche  (pag.  468)  treten,  so  wird  man  mit  Hilfe  derselben 
.'eine  Lösung  erhalten,  sobald  man  eine  bestimmte  Annahme  über  — •  ^  y  macht. 
JHan  wird  für  y  einen  kleinen  Werth,  etwa  0,01  oder  0,02  annehmen.  Die  Zahl 
der  Verbuche  bei  der  I,ösnog  der  Lamh er  tischen  Gleichung  kann  durch  Benützung 
der  Dilferentialfornieln  wieder  wesentlich  vermindert  werden.  \'ergleicht  man  näm- 
Hch  die  Euler'sche  und  I.arabert'sche  Gleichung: 

k[e~t)^\{r-\-r-  +  s]i^  Hr  +  r'-*)ä 
k[f-t]  =  [r  +  r'+*)iQ,=F  [r  +  r' - s) ' Q^ 


erhält  man  durch  Suhtraction  den  Unterschied : 


IVfi) 


.cwiecben  h{(  —  /),  der  sich  ergeben  würde,  wenn  man  in  der  KlHpse  die  für  die 
iParahel  geltenden  Werthe  einfiihrt.  Mit  Henütziing  der  Formeln  !V)  (pag.  491) 
oder  was  hier  bequenier  ist,  ohne  Anwendung  des  logaritb mischen  lucrenientea  er- 
hält man  alle  jene  Aendenmgen,  die  man  mit  Heibehaltung  des  Werthes  von  M,  an 
den  für  <lie  Parabel  gefundenen  Wertli  von  (j  anbringen  muss,  nm  der  bestimmten 
'Balbachse  zn  genügen.      Es  ist   (vergl.  27)   pag.  471): 


=^  fsinö  +  M  sin 


ae  =  4^iv. 

O  wieder  das  obere  Zeichen  iür  heliocentn.sclie  Uewegnngen.  die  kleiner,   das  un- 
tre Zeichen  für  solche,  die  grösser  als  180"  sind,  gilt. 

Diese  so  ermittelten  ("oefficicnten  wird  man  hei  allenfalls  auftretenden  Untcr- 
■chieden  auch  für  die  weiteren  Verbesserungen  benützen  dürfen.  Ist  dann  derjenige 
Werth  von  p  ermittelt,  der  einerseits  unter  Heuützung  des  angenommenen  Werthea 
TOD  —  =y  der  Lamhert'schcn  Gleichung,  andererseits  dem  zu  Grunde  gelegten 
]Wcrtho  von  .1/  genügt,  so  rechnet  man  au»  diesem  nach  <lcn  nhen  angeführten  Me- 
iden die  Elemente  und  mit  diesen  die  Darstellung  der  Orte.  Von  diesen  Orten 
IpÜBSen  die  der  Rechnung  ku  (jrnndo  gelegten  Normalorle  völlig  dargestellt  werden, 
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welcher  Umstand  eine  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Reohnung  abgibt.  Wenn 
dann  für  die  übrigen  nicht  völlig  dargestellten  Normaloite  A(^^  A^^  ...  JBi',  B^ .. 
die  aus  diesen  Elementen  folgenden  geocentrischen  Coordinaten  sind,  so  eihih  nun 
auf  empirischem  Wege  die  Differentialquotienten  der  Variationen  des  geocentmdwn 
Ortes  durch  die  Variation  dos  reciproken  Werthes  der  grossen  Halbachse  y  wie  folgt: 

^.'—^."  =  -17'     ^'-^.»  =  47 

•  •  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  • 

wobei  wieder  der  angenommene  Werth  von  y  als  Einheit  für  dy  gilt  Hit  Berück- 
sichtigung der  oben  (pag.  488)  für  eine  Variation  von  M  erhaltenen  Werthe  werden 
nunmehr  die  Bedingungsgleichungen  die  Form  haben: 

cos/?,  5A,  =  (-j^j  cosA  z/a:+  ("5^1  cosft  Jy 

C08/?2  J^Aj  =  (-r-^l   C08/?2  ^^  +  (~Ä~^)   ^^®Ä  ^y 


Aus  diesen  Gleichungen  leitet  man,  nachdem  man  dieselben  noch  vorher  mit 
den  Quadratwurzeln  ihrer  Gewichte  durchmultiplicirt  hat  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  die  wahrscheinlichsten  Werthe  für  Jx  und  ^y  ab;  ^x  gibt  die 
erforderliche  Aenderung  in  3f  in  Einheiten  der  angenommenen  Aenderung,  Jy  gibt 
den  reciproken  Werth  der  grossen  Halbachse  in  Einheiten  der  obigen  Annahme, 
wobei  man  auf  eine  Hyperbel  geführt  würde,  falls  Jy  negativ  gefunden  wird.  Man 
kann  nun  mit  den  Werthen: 

log  If  ^  log  Jl^  +  Jx 
—  =  -i y-  Jy 

neue  Elemente  ableiten,  oder  dieselben  auch  nach  der  oben  (pag.  484)  angegebenen 
nunmehr  auf  zwei  Variable  zu  erweiternden  Interpolationsmethode  erhalten,  welche 
in  den  meisten  Fällen,  besonders,  wenn  die  heliocentrischen  Bogen  gross  sind,  eben- 
falls genügend  genaue  Resultate  geben  wird.     Es  wird  für  jedes  Element 

ß  =  E^+  [E^  —  E^)Jx+  {E2—Eo)Jy. 

Ist  aber  die  Abweichung  von  der  Parabel  sehr  bedeutend,  so  wird  diese  Me- 
thode erst  nach  mehrfachen  Versuchen  zum  Ziele  führen;  indem  man  vorerst  einen 
Näherungswerth  von  a  erhält,  wird  man  diesen  benützen,  um  mit  zwei  Annahmen 
über  M  mit  Beibehaltung  des  Näherungswerthes  von  a  einerseits,  und  einem  abge- 
änderten Werthe  von  a  andererseits  das  Verfahren  fortzusetzen.     Indess  wird  les  sich 
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in  diesen  Fällen  der  stärkeren  Abweichung  mehr  emp^hlen,  direet  nach  einer  der 
im  ersten  Bande  entwickelten  Methoden  aus  den  3  am  Grande  gelegten  Orten  ge* 
näherte  Elemente  abzuleiten,  auf  welche  man  dann  die  in  dem  betreffenden  Falle 
geeignet  erscheinenden  Verbesserungsmethoden  anwendet. 

Es  soll  zunächst  Hornstein's  Methode  durch  ein  Heispiel  erläutert  werden, 
und  ich  wähle  das  früher  für  die  Parabel  durchgeführte  Beispiel  einer  Bahnver- 
besserung für  den  ersten  Cometen  des  Jahres  1847.  ^^^  ^^^  j^^^  leicht  einsehen, 
weshalb  ich  dort  ein  Beispiel  gewählt  habe,  welches  der  Parabel  nicht  völlig  genügt. 

Zunächst  kann  man  alle  Hilfsgrössen  benützen,  die  oben  für  die  Parabel  in 
der  ersten  Annahme  über  M  berechnet  wurden  und  hat  darauf  die  Lambert' sehe 
Gleichung : 

k[i!—i]  =  {r+r'+s)iQ,  q:  {r+r'—s)iQa 


Q,  aus  Tafel  XVIl  mit  dem  Argumente  ^ 
Qrf  aus  Tafel  XVII    »       »  » 


r+r^—8 


Vi) 


4« 
durch  Versuche  zu  lösen.     Für  die  Ermittelung  der  ersten  Näherung  von  q  wird 

man  die  Formeln  IVS)  und  IVc)   (pag.  499)  rechnen ;   nimmt  man  a  =  —  =   50, 
so  folgt: 


y 


r  +  r'  +  8        0.4847  I  —  ^'^.^"^-        9-9933 


4a        2.3010  i—^-^-r:: — '        9-9973 


4« 
4« 


r  +  r'—8        0.0920  /i-.*:±-!^j*     g.9966 

Arg.  für  Q,     +0.015266  /,  _!1±J^|*     9.9986 

Arg.  für  .Q^    +0.006180  Vr+r'-^-a        0.2424 

logQ,        9.2238496  Vr+r'---8        0.0460 

logQ^j        9.2226559  Zg  :  Ng        0.2458 

Sub,        2.3376  Z^xN^        0.0474 

Sub^        2.7312  Add.        0.21 31 

%(i— Qf)         6^8862  Subtr.        0.4357 

log(^— Qd)         6„49i5  (+)         0.4589 

I        7ii6U3  sinö+JCsinö'        0.3429 

n        6116295  (— )         9.8101 

Add.        0.0429  Asin^        9.8766 

J        7116562  >                              logl        0.8018 

4-^        8^2583  logn        9.6867 

N       9.1 661  Add.        0.0321 

Es  ist  somit  rfg  =  —  0.0026571,  also  q  =  1.0503887.  Die  Durchführung  der 
Hypothese  mit  diesem  Werthe  gibt  in  k{f — t)  den  Fehler  ^  =  —  75  Einheiten  der 
7.  Decimale.     Hieraus  ergibt  sich  in  Verbindung  mit  dem  Werthe  von  N  nach  der 
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Fonnel  df  =^'\JN  der  Werth  q  =  1.0503843,  welcher  Werth  bei  der  Losung  de 
Lambert' sehen  Gleichung  in  der  That  eine  völlige  Uebereinsdmmung  ergibt.  Di 
Rechnung  dieser  Versuche  stellt  sich  wie  folgt: 


a  =  50 


Versuch 


a 

-t- 1.0503887 

+1.0503843 

log  [Q-f] 

9.9055383 

99055359 

log  [q-f) 

9.6879746 

9.6879707 

log  {q      y) 

9.6352747 

9.6352703 

tangd 

9.9242630 

9.9242606 

tang^ 

0.3848449 

0.3848410 

tang^ 

9.8723400 

9.8723356 

CO8  0 

9.8840681 

9.8840691 

cosd* 

9.5810722 

9.5810756 

cos^ 

9.9040658 

9.9040673 

r 

0.0972072 

0.0972062 

r' 

9-9483348 

9.9483314 

Add. 

0.2329419 

0.2329409 

r+r' 

0.3301491 

0.3301471 

8 

9-95739M 

9.9573899 

Add. 

0.1534732 

0.1534734 

Subtr. 

0.2394866 

0.2394870 

r  +  r'+s 

0.4836223 

0.4836205 

(r  +  r'+*)i 

0.24181 II 

0.24 18 102 

1     t 
r+r  — s 

0.0906625 

0.0906601 

[r  +  r'      «)i 

0.0453312 

0.0453300 

S 

0.0152262  . 

0.0152262 

D 

0.0061607 

0.0061607 

[r  +  r'+s]\ 

0.7254334 

0.7254307 

Qs 

9.2238443 

9.2238443 

[r+r  -8)1 

0.1359937 

0.13 59901 

Od 

9.2226533 

9.2226533 

I 

+0.8897698 

+0.8897643 

IT 

+0.2283742 

+0.2283723 

k(t'^t) 

+1.1181440 

+1.1281366 

J 

-              75 

—                1 

Der  Uebergang  auf  die  heliocen irischen  Orte  mit  den  Werthen: 

log^  =  0.0213482 
log*'  =  0.2476255 


ergab  nach  den  bekannten  Formeln  : 

OVO        

/ 

i20°io'4o''6i 

f 

59    7  10.64 

tang& 

0.0498726 

tangb' 

9.8396016 

r 

0.0972062 

r' 

9.9483316  ; 

hiermit  fand  sich  nach 

1}  und  n)  pag.  472 : 

• 
% 

48^36' i4"o9 

Q 

21  3453-76 

u 

95  42  30.61 

u' 
f    i 

49  17    6.31 
15647  17.85  . 

Die  Probe  nach  III  6j  ergab  in  guter  Uebereinstimmung : 

/=i56°47'i7''83. 

Die  Rechnung  der  übrigen  Elemente  nach  den  Formeln  IV  b]  —  YII  b) 
(pag.  476  ff.)  setze  ich  als  die  erste  Anwendung  dieser  Formeln  hier  volhtandig  an. 
Nach  \y  b)  (pag.  476J  und  Vi)  (pag.  477)  fand  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  füra 
der  Vi^erth  50  angenommen  wurde: 


C08/2 

9.9266828 

a 

25°i9    2"34 

rr' 

0.0455378 

*« 

12  3931-17 

rr'  cosj^  :  a 

8.2732506 

cos^a^ 

9.9786263 

r  +  r' 

0.330147 I 

z 

0.3049469 

Subtr. 

0.0038265 

rr  sin/2 

9.2368162 

C 

0.3263206 

P 

8.9318693 

I'ormeln  VI  4)   (pag.  478)  ergaben 

sich  die  folgenden  Zahlen: 

Subtr. 

0.5372767 

lez  ^mF 

9n»555687 

r  — r 

9n5599295 

9.9997265 

z  :  a 

8.6059769 

lez  cosF 

0.6053319 

z 

1 

a 

9.9821073 

F 

-2-  i'59''47 

"■(■  :) 

0.0276451 

■ 

2ez 

0.6056054 

V''  (-i) 

0.0138225 

2Z 

0.6059769 

2|/rr(x-|) 

0.3148525 

e 

9.9996285 

(r  +  0  cos/ 

0^2934885 

i+e 

0.3008443 

SOi 


Add.        0.2904794 
V    —1 58^49' i7"32 

v'     +1544518.38 
276    641.69 


9 

I  —  e 

i  — e 


8.6310250 
6.9320550 

6.6312107 
7.7961 154 


TT         270    041.09  q^iVi-^e 

Nach  \llb)   (pag.  479]  stellt  sich  die  Rechnung  für  die  beiden  Orte  mit  Be- 
nützung der  Tafel  XVIII  wie  folgt: 


I. 


2. 


i» 

— 79°24'38''66 

+7f22's9"^9 

UiXig\v^ 

1.4565448 

1.2997450 

0 

4-0.0122393 

+0.0085301 

tang^o 

0^7282724 

0.6498725 

p, 

2.0619293 

2.0629908 

tang^o' 

2^1848172 

1. 94961 75 

A 

1.5819853 

1.5838996 

I 

2^7902017 

2.7128633 

u 

3^7668025 

3-5335171 

Add. 

0-0435727 

0.0611238 

(...) 

3fi8i03752 

3.5946409 

Jt 

+40.41016 

—24.58987 

r= 

März  30.41016 

30.41013 

T—  30.410145 

. 

Stellt  man  daher  die  gefundenen  Elemente  zusammen, 

so  erhält  man  da 

System : 

•* 

i 

T=  1847  M&rz  30.410145 

log?  =  8. 

6310250 

—  =  0.0200000 

mittl.  Aequin.   1847^0 


TT  =  276°  6'4i"69 

Q=    21  3453-76 

«  =    48  36  14.09 

und  die  geocentrischen  polaren  Coordinaten  für  die   Zeiten  der  obigen  Normalorte 
ergeben  sich  aus  diesen  Elementen  in  der  bekannten  Weise  wie  folgt: 


^ 

JB^ 

I) 

26°2ri6"29 

+62''44'  5"!  5 

2) 

22   51  48.16 

+54  30   3-o6 

3) 

21    3  29.55 

+47  37  «355 

4) 

19  25  56.16 

+395548-48 

5) 

«7  34    156 

+31    3    3-58 

6) 

15  5523.17 

+24    8   4.75 

7) 

44  1854-15 

+16  35    5.36  . 
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Die  Darstellung  der  beiden  äussersten  Orte  durch  die  obigen  Elemente  gibt 
eine  befriedigende  Controle  für  die  Richtigkeit  der  vorausgegangenen  Rechnungen. 
Bildet  man  nun  den  obigen  Entwickelungen  entsprechend  (pag.  500)  die  Diflferential- 
quotienten  für  Jy^  und  setzt  zugleich  die  bereits  oben  (pag.  496)  ermittelten,  für 
J  X  geltenden  Coefficienten  an,  so  erhält  man  nunmehr  die  Bedingungsgleichungen : 

für  die  Längen: 

+  i"43  008/^2  =  —  22"i4  C0S/J2  ^^  +  i6i"34  cos/Jj  Jy 
+  9-35  cos/?3  =  —  35.45  C0S//3  Jx  +  255.15  CO8//3  Jy 

m 

+  0.03  cosßj^  =  —  49.00  cos/!]?4  ^x  •+-  333.91  cos/?4  Jy 
—  5.85  cos/!]?5  =  ' —  64.74  CO8/J5  'Jx  +  405.17  cos/Jj  Jy 
— 10.07  cos/?e  =  —  77.89  co8/Jß  Jx  +  455.04  cos/?e  ^V 

für  die  Breiten: 

—  io"50  =  —  i8"5i  Jx  +  2i"49  Jy 
— 15.07= —  36.10  z/a;4-  65.06  z/y 
—25.13=—  57-62  z/ 2?  4- 135.63  z/y 
—35-71=—  84.51  z/a:  4- 241.27  ^y 
—44.96  =  —  106.48  Jx  +  341-55  ^y- 

Gibt  man  allen  diesen  Bedingungsgleichungen    gleiches  Gewicht  und  setzt 
man,  um  dieselben  möglichst  homogen  zu  gestalten,  wieder  wie  oben  (pag.  496) : 

log  Fehlereinheit  =  1.6528 

loga:  ==  2.0273  +  log  [J^) 

und  ausserdem: 

log!y  =  2.6186  +  log  (Jy) 

so  erhalten  die  Normalgleichungen  die  folgende  Gestalt: 

4-  2.9752a;  —  2. 9632y  =  + 2.2480 
—  2.9632a;  4-3-44ß5y  =  —  1-7654 

und  die  Auflösung  ergibt: 

\ogJx  =  9.8569  ,     log  Jy  =  9.0129  . 

Wollte  man  sowohl  die  Elemente  als  auch  die  Darstellung  der  Orte  als  Funk- 
tionen von  y  darstellen,  so  würde  man  die  erste  der  obigen  Normalgleichungen 
hierzu  benützen  können ;  doch  gehe  ich  auf  diese  Darstellung  nicht  ein,  weil  schon 
oben  für  dieses  Verfahren  hinreichend  erläuternde  Beispiele  angeführt  sind.  Durch 
Einführung  dieser  Werthe  der  Unbekannten  in  die  obigen  Bedingungsgleichungen 
erhält  man  die  folgende  Darstellung  der  Orte: 

OppoUer,  BahnbeiiiminnBgeii.  II.  64 


C0«/9ftA 

bß 

I. 

o"o 

o"o 

2. 

+0.4 

-1-0.6 

3- 

+5.8 

4-4.2 

4- 

+0.7 

+2-3 

5- 

— 0.9 

-Ho-2 

6. 

—0.9 

3-5 

7- 

0.0 

0.0 

Intcrpolirt  man  die  Elemente  nach  der  oben  (pag.  500)  angesetzten  Formel, 
80  findet  man  das  folgende,  nunmehr  als  definitiv  anzusehende  Elementensystem: 

<fi- 1847 

T=  März  30  32 16 16  mittl.  Herl.  Zeit, 
log  q  =  8.6293030 
log  a  =  2.686   1328     (0  =  485.437) 

7t  =  276®    2'2 l"9I        \ 

^    ,     „^       I     mittl.  Aeouinoct. 
Q  =    21^41  51  69     >  ^ 

Die  directe  Nachrechnung  der  Orte  aus  diesen  Elementen  gibt  gegen  die 
obige  aus  den  Differentialformeln  abgeleitete  Darstellung  derselben  eine  genügende 
üebereinstimmung.  Sollte  man,  wie  dies  bei  der  Rechnung  aus  kleinen  helio- 
centriscben  l^ogen  zu  befürchten  ist,  die  Interi^olation  zwischen  den  Elementen  selbst 
ihrer  Linearität  nach  fiir  nicht  genügend  gesichert  halten,  so  wird  man  die  Ele- 
mente aus  dem  verbesserten  Werthe  von  M  mit  Zugrundelegung  des  oben  gefun- 
denen Werthcs  von  a  direct  berechnen  und  dann  einen  viel  besseren  Anschluss  an 
die  Resultate  der  DifferenKalquotienten  erhalten.  Der  Grund  dieser  Bemerkung  ist 
nach  den  früher  gegebenen  Erklärungen  (pag.  483)  leicht  ersichtlich;  in  dem  hier 
gewählten  Beispiele  hätte  man  also  anzunehmen: 

log  M  =  0.2262773  -h  0.0003000  Jx  =  0.2264931   , 
0  =  485.437  ; 

doch  führen  diese  Zahlen  in  dem  vorliegenden  Falle  innerhalb  der  Unsicherheit  der 
logarithmischen  Rechnung  aus  leicht  begreiflichen  Gründen  auf  die  oben  •  dmrcb 
Interpolation  erhaltenen  Elemente. 


Variation  der  Distanzen  mit  Benutzung  der  Variatiou  des  TerhältuiHses 
der  Distanzen. 

Man  kann  das  durch  die  Variation  des  Verhältnissen  der  Distanzen  M 
erhaltene  Keflnltat  noch  in  anderer  Weise  zur  Ermittelung  des  wahr  schein  Hchsten 
Kegelsclmittps  verwerthen ,  und  zwar  bietet  das  hier  vorgeschlagene  Verfahren  in 
jenen  Fällen  besondere  Vortheile,  wo  durcli  die  Variation  Ton  M  die  beiden  geocen- 
trischen  Distanzen  beeinflusst  werden;  jene  Fälle,  in  denen  bei  der  Variation  von 
M  die  eine  geocentrische  Distanz  fast  unverändert  bleibt,  würde  sich  lur  die  An- 
wendung dieses  Verfahrens  nicht  eignen ;  man  wird  dies  leicht  durcli  die  vorhan- 
denen Bechuungcn  entscheiden  können. 

Es  wurde  oben   (]>ag.  493)  gefunden  für  die 

erste  Parabel  zweite  Parabel 

log  p  0.022  447z  0,022  2311 

log  ß'  0.248   7245  O.24S  8084; 

es  ändern  sich  also  die  beiden  geocenLnsclien  Distanzen  in  genügender  Weise.  Kechnct 
man  nun  ein  Elementen  System,  indem  man  den  Werth  von  q  ans  iler  zweiten ,  den 
Wcrth  von  g'  aus  der  ersten  parabolischen  Bahn  nimmt,  so  hat  diese  Bahn  aU 
Grundlage  die  Werthc: 

log  p  ^  0.022  2311 
löge'  =  0.248  7245  . 
Betrachtet  man  die  auf  diesem  Werthe  beruhenden  Elemente  als  Ausgangs- 
elemente,  so  hat  man  das  vorliegende  Problem  auf  die  Methode  der  Variation  der 
Distanzen  rediicirt,  die  in  §  3  jmg.  480  n.  fF.)  ausführlich  behandelt  wurde.  Das 
aus  diesen  letzteren  Distanzen  abgeleitete  System  idt  also  aln  Aa»  System  I,  die 
erste  Parabel  als  System  11,  die  zweite  I'andiel  als  System  III  zu  betrachten  und 
es  ist  weiter  mit  Ifeibclialtung  der  dort  gewählten  Itczeichnung  (pag.  481,  482): 

ä  T  =:  -1-  0.000  2i6i 

ö  y  =  +  0.000  0839  . 

Da  hiermit  Alles  auf  eine  bereits  bekannte  Methode  zurückgeführt  erscheint, 
so  ist  weiter  für  die  Durchführung  des  Beispieles  nichts  nii  bemerken  und  ich  will 
hier  nur  beifügen,  dass  die  Vi)riheile  dieser  Methode  gegen  die  in  §  4  psg-  +98  ff.) 
auseinandergesetzte  nicht  unerheblich  sind.  Man  hat  nämlich  vorerst  nicht  nöthig,  die 
heKocentrischen  Orte  von  Neuem  ans  den  geocen  tri  sehen  Distanzen  abzideit«n,  da 
die  heliocen  tri  sehen  Orte  unverändert  de?»  früheren  Kechnnngen  cutlehnt  werden 
können;  ausserdem  bat  mau  nicht  tiotbig,  die  Lambert'sche  tileichiing  durch 
Versuche,  bei  denen  r,  r'  und  «  variabel  nind,  zu  lösen,  sondern  man  gelangt  durch 
die  in  den  meisten  Fällen  völlig  ausreichende  Formel  26/  (pag.  47 1 )  direct  zur 
KenntnisB    des  Werthes   von   a,    woraus   die  übrigen  Elemente  mit  Hilfe   der  oben 
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gegebenen  Vorschriften  leicht  gefunden  werden  können.  Sollte  die  versuchsweise 
Lösung  dennoch  nothwendig  sein,  was  wohl  kaum  je  der  Fall  sein  wird,  so  wird 
die  UnVeränderlichkeit  der  Werthe  r,  r'  und  8  diese  Rechnungen  wesentlich  abkürzen. 
Ich  will  nun  das  Beispiel  des  Kometen  I  1847  nach  dieser  Methode  durchfuhren. 

Nach  pag.  495J  finden  sich  die  heliocentrischen  Orte,  und  zwar  der  erste 
Ort  nach  der  zweiten  Hypothese  über  Mj  der  zweite  nach  der  ersten  Hypothese  mit 
den  Annahmen: 

log  ^  =  0.022  231 1  ^^8  Q'  =  0.248  7243 

■ 

für  die  geocentrischen  Entfernungen  wie  folgt: 

logr    0.097  6836  logr'     9.950  3541 

/     I20%'38"47  r     59°2'2"48 

tang  *    0.050  7892  tang  6'     9.838  2382  , 

welche  Angaben  also  der  früheren  Kechnung  unverändert  entlehnt  sind. 
Es  sind  nach  Formel  I)  und  II)  (pag.  472} : 

Q     2i°42'i6"20  .  u    95°34'34"i4 

•    48°38'59"27  u'    49°  5'49''8i 

l(«'-u)=/=i56«45'37"835  , 
und  die   Controlrechnung  nach  Illa]   (pag.  473)  ergab  in  guter  Uebereinstinmiung : 

/  =  I56°45'37''83  • 
Bestimmt  man  die  Sehne  s  nach  der  Formel: 

# 

Ä^  =  r^  +  r'^  —  rr'  cos  2/  , 

so  erhält  man: 

log  8  =  9958  3262  . 

Mit  Benützung  der  Formeln  24)  und  25)   (pag.  471)  findet  man  weiter: 

log  a  =  7.04276 
log  ß  =  9n58644  ; 

die  Berechnung  von  y  erscheint  bereits  unnöthig ;  aus  den  letzteren  Werthen  erhält 
man  endlich: 

—  =  -f-  o.ooi   1029,9  ^^^  ^0?  ^  =  2.957  4284  , 

wobei  es  in  der  Natur  der  Sache  gelegen  ist^  dass  a  selbst  numerisch  nicht  genau 
zu  bestimmen  ist;  für  die  Darstellung  der  Beobachtungen  aber  ist  diese  Un- 
sicherheit unschädlich.  Die  Controlrechnung  mittelst  der  Lambert^  sehen  Glei- 
chung nach  17)  (pag.  468)  ergab  eine  vollständige  Bestätigung  für  die  Richtigkeit 
der  Bestimmung  von  a. 

Weiter  wurde  ermittelt  nach  IVb)  (pag.  476)  und  Vb)   (pag.  477): 

log  z  =  0.310  0819 
logp  =  8.930  2156 
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dann  nach  VIb)    (pag.x478) : 

F=—  i^59'4o"52  V  =~  I58°45'i8''35 

log  e  =  9.999  9795  V  =       i54''45'57"3» 

log  (i—e)  =  5.671   7674  (0  =       254°i9'52"50 

log  q  =  8.629  1958  7C  =        276°2'B"70  ; 

endlich  fand  sich  nach  VIIb)'(pag.  479)  die  Perihelzeit 

aus:  Vy     7'=  März  30,31734 
»     V  ,     r=März  30,31740 
also  im  Mittel:     5r=März  30,317370  , 

womit  die  Rechnung  der  Elemente,  die  nach  den  obigen  Vorschriften  als  Aus- 
gangselemente zu  betrachten  sind,  erledigt  ist.  Um  alles  übersichtlich  beisammen 
zu  haben,  stelle  ich  die  Elemente,  die  sich  aus  den  voranstehenden  und  den  oben 
fiir  die  beiden  Parabeln  (pag.  495  ff.]  gefundenen  Zahlen  ergeben,  vueben  einander : 


I 

U 

in 

T 

30.317370 

30.322715 

30.308665 

logq 

8.6291958 

8.6287758 

8.6291866 

I 

a 

o.ooi  1029.9 

0 

0 

7t 

276°  2'  8"70 

276°  2'  8"45 

276°  i'48"o3 

Q 

2I°42'l6"20 

2i°43'23"i9 

2i°42'28"94 

• 
% 

48«38'59"27 

48°39'42"85 

48^38'58"33 

Die  diesen  Elementen  fiir  die  Zeiten  der  Normalorte  entsprechenden  geo- 
centrischen  Coordinaten,  mit  Weglassung  der  äusseren  Orte ,  die  als  Grundlagen  der 
Rechnung  durch  alle  drei  Systeme  völlig  dargestellt  werden,  sind  : 


I 

n 

III 

^2 

22°48'59"67 

22°49'  6"82 

22°48'44"68 

-^3 

20  59    2.84 

20  59  14.40 

20  58  38.95 

A^ 

19  20   5.24 

19  2022.25 

19  »9  33-25 

^5 

17  2651.85 

17  2716.39 

17  26  11.65 

^6 

15  47  16.86 

154748.13 

15  46  30.24 

5, 

+  54  2929.42 

+  542941.57 

+  54  29  23.06 

B, 

+  47  354605 

+  47  36    8.49 

+  47353239 

Bx 

+  39  5258-78 

+  395332.85 

+  395235.23 

B, 

+  30  58  14.61 

+  3059    2.31 

+  305737-80 

B, 

+  24    125.21 

+  24    2  23.20 

+  24    036.72 

Mit  Rücksicht  auf  die  im  §  3  [pag.  480  ff.)  auseinandergesetzten  Vorschriften 
stellen  sich  die  Bedingungsgleichungen  zur  Ermittelung  der  Correctionen  der  Lo- 
garithmen der  geocentrischen  Distanzen  in  folgender  Weise: 
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'ur  die  Langen : 

+    8"58  =  +    7"i5  ^^  —  i4"99  ^9 
+  20.91  =  +  11.56  Jx  —  23.89  z/y 
+  17.04  =  +  17.01  Jx  —  31.99  ^9 
+  18.69  =*  +  24.54  ^^x  —  40.20  Jy 
+  21.20  =  4-  3127  z/a:  —  46.62  z/y 

Für  die  Breiten: 

4-    r65  =  4- I2"i5 -i/:r—    b^ieJy 
+    7-37  =  +  22.44  -'^  —  1366  Jy 

+  8.94  =  4- 34-07  ^^  —  23-55 -^y 

+  11.99  =  +  47-70  ^x  -—  36.81  J  y 
+  13.03  =  4-  57.99  Jx  —  48.49  Jy 

Die  Redin^ingsgleichungen  für  die  Längen  sind  mit  dem  Cosinus  der  Breite, 
und  ausserdem  wären  alle  Gleichungen  noch  mit  den  Quadratmirzeln  ihrer  zuge- 
hörigen Gewichte  durchzumultipliciren ;  letzteres  entfiel  hier,  da  alle  Normal- 
gleichungen gleiches  Gewicht  erhielten.  Führt  man,  um  diese  Gleichungen  homogen 
zu  machen  (vergl.  pag.  318),  die  Delationen  ein: 

Logarithmus  der  Fehlereinheit  =  1.2869 
log  X  =  log  Jx  4-  1.7633 
log  y  =  log  Jy  -f-  1^6856  , 

so  sind  nun  die  neuen,  logarithmisch  angesetzten  Bedingungsgleichungen : 

9.4107  =  8.8551  X  +  9.2543  y 
9.8623  =  9.1286  X  -|-  9.5215  y 

9.8295  =  9.3524  ^  +  9-7044  y 
9.9179  =  9-5598  ^  +  9-8518  y 

0.0000  =  9.6924  X  -f-  9.9436  y 
8.9306  =  9.3213  x+  9.ii79fy 
9.5806  =  9.5877  2:  4-  94498  y 
9.6644  =  9.7691  X  4-  9.6864'y 
9.7919  =  9.9152  X  -\-  g.SSoj^fy 
9.8280  =  0.0000  X  4-  0.0000  y , 

die  sich  in  die  folgenden  Normalgleichungen  vereinigen: 

4-  2.6639  X  4-  2.9084  y  =  4-  2.6801 

4- 2.9084 X  +  35843 y  =  +  35825  . 

Die  Auflösung  giht: 

log  a:  =  9^8731   ,     log  y  =  0.2056, 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Homogenitätsfactoren  folgt  hieraus : 

\o^Jx  =  9^3967  ,     log  z/y  =  9^8069  . 
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Wollte  man  nun  die  Distanzen  bestimmen,  die  man  der  Ermittelung  der 
neuen  Elemente  zu  Grunde  zu  legen  hätte,  so  wäre  zu  beachten,  dass  die  Werthe 
von  Jz  und  J^  in  Einheiten  der  gewählten  Aenderungen  zu  verstehen  sind;  letztere 
wurden  oben  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  beziehungsweise  +  2161  und 
+  ^39  gefunden;  die  Correctionen  für  die  Distanzen  würden  also  sein: 

für  log  ^  —  539 

für  log  d'  —  538  ; 
doch  wird   es  in   dem  vorliegenden  Falle  nicht  nöthig   sein^    die  Berechnung  der 
neuen  Elemente  aus  den  Distanzen  durchzuführen,  sondern  es  wird ,  da  die  Aende- 
rungen der  Elemente  hinreichend  klein  sind,    die  Interpolation  zwischen  den  Ele- 
mentne  zu  demselben  Resultate  führen. 

Ermittelt  man  vorerst  die  übrig  bleibenden  Fehler,  indem  man  die  obigen 
Werthe  von  ^2;  und  ^y  in  die  ursprünglichen  Hedingungsgleichungen  einsetzt,  so 
erhält  man  die  folgende  Darstellung  der  Orte: 


C06/}dl 

^ß 

1. 

o"o 

0.0 

2. 

+0.4 

H-0.6 

3- 

+  5.7 

4-4.2 

4. 

+  0.6 

4-23 

5. 

0.8 

+0.3 

ö. 

—0.8 

-3.6 

7- 

0.0 

0.0 

welche    mit  jener    nach  der  in   §  4   entwickelten   Methode  (vergl.  pag.  506)    ange- 
führten Darstellung  der  Orte  so  gut  wie  völlig  stimmt. 

Die  Interpolation  der  Elemente  (vergl.  pag.  500)  ergibt: 

(f  I  1847 
7'=  März  30.321618  mittl.  Kerl.  Zeit. 

log  q  =  8.629  3064 
loga  =  2.680  8752 

7t   =    276°    2'22"oi 

ü  =     2i°4i'5i"33    }    mittl.  Aeq.  1847.0 
t  =    48°38'49"oi 

Wie  man  sieht,  unterscheiden  sich  die  Elemente  um  geringe  Grössen  von 
den  auf  pag.  506  angeführten.  Der  Unterschied  in  a  ist  aber  beträchtlich,  doch 
erklärt  sich  derselbe  hinreichend  durch  die  Unsicherheit  der  siebenstelligen  Rech- 
nung ,  da  beide  Systeme  in  nahezu  völliger  Ucbereinstimmung  die  Beobachtungen 
darstellen.  Hätte  man  die  Elemente  als  Funktionen  der  Aenderungen  des  reci- 
proken  Werthes  der  grossen  Achse  dargestellt  (vergl.  die  Andeutung  pag.  505),  so 
würde  man  in  der  That  finden,  dass  die  Einführung  des  Unterschiedes  in  a  in  den 
beiden  Systemen  eine  völlige  Ucbereinstimmung  herstellen  würde. 
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Anhang. 
Am  Schlüsse  der  folgenden  Tafelsammlimg  habe  ich  eine  mir  von  Herrn 
B.  Schräm  freundlichst  zur  Verfügung  gestellte  Tafel  als  Tafel  XIX  aufgenommen. 
Dieselbe  hat  den  Zweck,  die  Verwandlung  grosser  Zwischenzeiten  in  Tage  zu  er- 
leichtem, indem  sie  die  vorgelegten  Daten  unmittelbar  in  Tage  der  julianischen  Pe- 
riode umzusetzen  gestattet,  ohne  dass  man  nöthig  hätte,  sich  um  die  Art  des  Jahres 
(ob  Schaltjahr  oder  nicht]  zu  bekümmern,  und  dürfte  insofern  einen  Vortheil  gegenüber 
den  ähnlichen  in  der  (Jonnaissance  und  im  englischen  Nautical-Almanac  enthaltenen 
Tafeln  bieten.  Die  Tafel  gibt  auf  der  rechten  Seite  die  Zahl  der  seit  dem  lieginne 
der  julianischen  Periode  verflossenen  Tage  für  den  Anfang  eines  jeden  Jahrhundertes 
sowohl  für  den  julianischen  als  für  den  gregorianischen  Kalender,  und  auf  der  linken 
Seite  die  Zahl  der  seit  dem  Anfange  des  Jahrhimdertes  bis  zum  Anfange  des  ge- 
gebenen Monates  verflossenen  Tage ;  die  Summe  dieser  zwei  Zahlen ,  mehr  dem  Mo- 
natsdatum gibt  die  verlangte  Tageszahl  der  julianischen  Periode;  negative  Jahreszahlen 
sind  im  Sinne  der  astronomischen  Zählweise  (Astr:  —  Hist:  =  -{-  i)  verstanden.  Es 
ist  noch  eine  Hilfstafel  beigefügt,  um  Stunden,  Minuten  und  Sekunden  in  Tagesbruch- 
theile  streng  zu  verwandeln.  Weiter  ist  zu  bemerken,  dass  in  der  Tafel  für  die  einzelnen 
Jahre  die  Anordnung  entsprechend  jener  der  Logarithmentafeln  so  getroffen  ist,  dass  der 
erste  Theil  der  Zahl  abgetrennt  und  durch  einen  Strich  über  der  ersten  Ziffer  des 
zweiten  Theiles  angezeigt  ist,  wann  der  Uebergang  auf  die  nächsthöheren  Anfangs- 
ziffem  stattfindet;  für  jene  Jahrhunderte,  welche  bei  der  gregorianischen  Zeitrechnung 
in  Klammem  gesetzt  sind^  ist  für  das  nullte  Jahr  des  betreffenden  Säculums  die  erste 
ober  dem  Striche  stehende  Zeile  auf  der  linken  Seite  zu  benützen.  Es  soll  nim  die 
Anwendung  der  Tafel  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden ;  man  hätte  die  Zwischen- 
zeit zwischen  —  399  Juni  21 ,  6^  9°  2 1*60  julianisch  und  1850  Januar  0,0^  o"  o* 
gregorianisch  zu  bestimmen.  Die  Bechnung  stellt  sich  wie  folgt,  wenn  man  be- 
achtet, dass  —  399  =  —  400  •+-  I  : 
Jahrhundert  — 400     .     .     1574957 


Jahr  I  und  Monat  Juni 
Monatstag  21 

6^0«    o". 
9"  21» 60 


517 
21 

0.25 
65 


1800        ....         2378495 
50  Januar       .     .  18263 

o  o 

i85oJan.  0,0^  o"o*oo  =  2396758.00 


—  399  Juni  21,  6^  9"  21"  60  =  1575495.2565 
also  die  Zwischenzeit  821262,7435.  Hansen  rechnet  die  Zwischenzeit  in  dem 
Supplemente  zu  seinen  Sonnentafeln  und  findet  sie  gleich  2248  julianischen  Jahren 
180,7435  Tagen,  was  mit  dieser  Bestimmung  identisch  ist.  Einige  der  Tafel  ange- 
hängte Bemerkungen  bedürfen  kaum  einer  Erläuterung;  so  fände  man  z.  B.  dass  der 
21.  Juni — 399  ein  Samstag  und  der  o.  Januar  1850  ein  Montag  war.  da  die  erste 
Tageszahl  (1575495)  durch  7  dividirt  den  Rest  5,  die  zweite  (2396758)  den  Rest  o 
gibt.  Bezüglich  der  das  Berliner  Jahrbuch  betreffenden  Bemerkung  ist  es  klar,  dass 
für  die  erstere  schon  die  drei  letzten,  für  die  folgende  aber  schon  die  zwei  letzten 
Ziffern  der  Zahl  genügen,  die  Entscheidung  zu  bringen. 
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7m507 
7m507 
7h5o8 
7,*5o8 

7«  509 
7«  509 
7w509 
7«5»o 
7„5»o 


7,i5»o 

7„5»i 
7„5»i 
7„5i» 
7;»5»2 
7,«5I2 
7„512 

7„5i3 
7„5»3 
7„5i3 


7„5i4 
7„5t4 
7,»5»4 
7„5i5 
7„5i5 
7,i5»6 
7„S»6 
7„5i6 
7„5»7 
7„5»7 


7„S»7 

7„5»8 

7„5»8 

7,.5»9 

7„5i9 

7„5i9 
7„520 

7n520 

7,i52o 

7„52i 


7„52i 
7„522 
7„522 
7„522 

7„523 
7„523 
7„523 
7„524 

7„524 
7„525 
7„S25 

73* 


294 

633 
974 
316 

659 

002 

347 
693 

040 

388 


737 
087 

438 
790 
142 
496 
851 
207 

563 
921 


279 
639 

999 
360 

722 

085 

449 
813 
»79 
545 


912 

280 

649 
018 

389 
760 

132 

505 
878 
252 


627 
003 

379 

757 

»35 

5»3 
892 

272 

653 

034 
416 


339 
34» 

34a 
343 
343 
345 
346 
347 
348 

349 

350 
351 
352 
352 
354 
355 
356 
356 
358 

358 

360 
360 
361 
362 

363 
364 

364 
366 

366 

367 

368 

369 
369 
37» 

37» 

372 

373 
373 

374 

375 

376 
376 
378 
378 
378 

379 

380 

381 
381 
382 


580 
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loK  {IV  {^y 


dem 


o.ooo 
o.ooi 

0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


o.oio 

O.OII 

0.012 
0.013 
0.014 
o.ois 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 

0.033 
0.034 

0.035 

0.036 

0.037! 

0.038 

0.039 


—  ^ 


7„277  904 
7„277  902 
7„277  894 
7„277  880 
7„277  861 
7^277  837 
7^277  808 
7„277  773 
7n277  733 
7„277  687 


0.040 
0.041 
0.042 
0.043 
0.044 
0.045 
0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


7w277 
7,|277 
7,|277 
7h277 
7«277 
7m277 
7«277 
7«277 

7n277 
7„276 


7,.276 
7«276 
7«276 
7«276 
7m276 
7i,276 
7i|276 
7»275 

7«275 
7ii27S 


7«27S 

7«275 

7„27S 

7  „2  74 
7„274 

7„274 

7,,274 

7«274 
7«274 

7/|273 


636 

579 
518 

451 
378 
300 
217 
128 
034 

935 


830 

719| 
604: 

483 
356 
224 
087 

944 
796 
643 


484 

319 
149 

974 

793 
607 

415 
218 

016 

808 


7«273 
7«273 

7,|273 

7||272 
7„272 

;7«272 

:7«272 

, 7„27i 

,7„27i 

7„27i 

7„27i 


594: 

375 
150 

920 

685 

444 
197 

945 
687 

424 
155 


2 
8 

14 
19 
24 
29 
35 
40 
46 

5> 

57 
61 

67 

73 
78 

83 
89 
94 
99 

105 

III 

"5 
121 

127 

U2 

137 

143 
148 

153 
159 

165 

170 

175 
181 

186 

192 

197 

202 

208 

214 

219 
225 
230 

235 
241 

247 
252 

258 
263 

269 


m 


0.050 

0.051 

0.052 

0.053 

0.054! 

0.055 

0.056 

0.057 
0.058 
0.059 

i 

o . 060 I 

0.061 

0.062 

0.063 

0.064 

0.065 

0.066 

0.067 

0.068 

0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 

0.077 
Ö.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


P 


-J 


m 


-^ 


090 
091 
092 
093 

094 
095 

0.096 
0.097 
0.098 
0.099 j 
o.  100 


7m27I 
7,1270 
7«270 
7«270 
7«270 
7,1269 
7„a69 
7,»269 
7„268 
7,»268 


7„268 

7m267 
7,»267 
7^267 
7„266 
7„266 
7m266 
7^265 
7„265 
7»264 


7,1264 
7,^264 
7„263 
7„263 
7„263 

7«262 

7«262 
7h26i 
7,|26i 
7,|26o 


7„26o 
7/t26o 

7,»259 
7,»259 

7»258 
7„258 
7«257 
7h257 
7^256 
7,4256 


155 
881 

601 

315 
024 

727 

425: 
117 

804 
484! 


160 
829 

493 

i5> 

804 

45» 
092 

727 

357 
981 


599, 
212; 

818, 

419! 
015' 
604 

187 
765 
337 
903 


463 
018 
566 
109 
645 
176 
700 
219 

732 
238 


7,,255 
7,»255 
7,i254 
7«254 
7«253 
7„253 

7«252 
7,»252 

7«25i 
7„250 
7,4250 


739 

234 

722! 

205; 
682; 

152. 
616 

074 
526 

972 
412 


274 
280 

286 

291 

297 

302 

308 

313 
320 

324 

331 
336 
342 
347 
353 
359 
365 
S70 
376 

382 

387 
394 
399 
404 
411 

417 
422 
428 

434 

440 

445 
452 

457 
464 

469 
476 
481 
487 

494 

499 

505 
512 

517 

523 

530 

536 

542 

548 

554 
560 


o . 100 ; 
0.101 

O. 102i 

I 

0.103, 

o. 104; 


0.105 

0.106 
0.107 
o.  108 
0.109 


7,»250 
7m249 
7,*249 

7,1248 
7,4248 
7,4247 
7,4246 
7,4246 
7,4245 
7,4245 


o.iio,7„244 
o.iii    7„243 


o 
o 
o 
o 
o 
o 


112 

"3 

114 

115 
116 

117 


7,4243 

7„242 

7,4241 
7,4241 

7„240 
7/,239 


o.ii8,7„239 
0.119  7„238 


o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 


120 
121 
122 
123 
124 

125 
126 

127 

128 

129 


0.130 
O.I3I 
0.132 

0.133 
0.134 

0.135 
0.136 

0.137 
0.138 

0.139 


0.140 
O.I4I 
0.142 

0.143 
0.144 
0.145 
0.146 
0.147 
0.148 
0.149 
0.150 


7,4237 
7,4237 
7,4236 

7,4235 
7,4235 
7,4234 

7,|233 
7„232 

7,|232 

7,4231 


7»2  30 
7,,229 

7„229 

7,4228 

7,4227 

7,|226 

7,4225 

7n225 
7,»224 

7,4223 


7n222 

7,4221 
7,4221 
7,4220 

7,4219 

7„2i8 

7,4217 
7,4216 

7,4215 
7,4214 
7,4214 


412 
846 

273 
694 

109 

517 
919 

315 

705 
088 


465 

836 

200 

557 
908 

253 

591 

923 
248 

567 


879. 
184 

483 

775 
061 

339 
611 

876 

135 
386 


631 
869 
100 

324 
542 
752 
955 
151 
340 
522 


697 
865 

025 

179 

325 
464 

595 
719 

836 

945 

047 


566 

573 

579 

585 
592 

598 

604 

610 

617 

623 

629 
636 

643 
649 

655 
662 

668 

675 

681 

688 

695 

701 

708 

714 

722 

728 

735 

741 
749 

755 

762 

769 

776 
782 
790 

797 
804 

811 

818 

825 

832 
840 
846 
854 
861 
869 
876 
883 
891 
898 


m 


—  J 


m 


-J 


o.  150 
o.  151 
0.152 

0.153 
0.154 

0.155 
0.156 

0.157 
0.158 

0.159 


0.160 

o.  161 

o.  162 

0.163 

0.164 

0.165 

0.166 

0.167' 

0.168 

0.169 


7n2l4 
7,4213 

7w2I2 

7,4211 

7«2lO 

7,4209 
7,4208 

7,4207 
7,4206 

7,4205 


047 

142 1 

229 
308 
380 

444 
501 
550 

591 
624 


7^204  650 

7„203  668 

7„202  678 

7f,20I  680 

7„2oo  674 

7„199  660 

7,4198  637 

7„i97  607 

7,4196  569 

7,4195  52^3 


o.  170 
o.  171 

0.172! 

0.173; 

0.174' 

o.i75i 
176' 

177; 
178, 
179 


7,4194 
7,4193 
7,4192 
7,4191 
7,4190 
7«i89 

7,|i87 
7,4186 

7m185 
7h184 


468. 

405 

334 

254 
166 

070 

965 
851 
730 
599 


0.180 
0.181 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 
0.186 
0.187 
0.188 
0.189 


7,4183  459 
7,4182  311 

7,4181   154 

|7,»i79  989 
7,4178  814 
7,4177  631 
7,4176  438 
7ni75  236 
7„i74  026 

, 7„i72  806 


0.190 

0.191 

0.1921 

o.  193 j 

0.194; 

0.195, 
0.196! 

0.197 

0.198 

0.199' 

o . 200 ' 


7,4171 
7,4170 

7»i69 

7,4167 
7,4166 

7„i65 
7„i64 
7,4162 

7,4161 
7,4 160 

7,4158 


577 
338 
091! 

8341 
567' 
291 
005 

710 

405: 

090 

766; 


905 

913 
921 
928 
936 
943 
951 
959 
967 

974 

982 
990 
998 
006 
014 
023 
030 
038 
046 

055 

063 
071 
080 
088 
096 
105 
114 
121 

13« 
140 

148 

157 

165 

175 
183 

193 

20  a 

210 
220 

229 

239 

247 
257 
267 
276 
286 

295 
305 
315 
324 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o, 
o. 
o. 


aoo 
aoi 
ao2 
203 
204 
205 
206 
207 
ao8 
ao9 


o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
o. 


210 
an 

212 

213 
214 

215 
216 


7n«58 
7«I57 
7«!  56 
7»!  54 
7«!  5  3 
7hI51 
7»150 

7«i49 

7»!  47 
7«I46 


766 

431 
087 

73» 
36«| 

993 
608 

213 

«07 
391 


7n»44 
7h143 
7*142 
7«I40 

7«  139 

7»!  37 
7,4136 


217.7,4134 


218 
ai9 


o.aao 
o.aai 
o.aaa 
o.2a3 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


7»!  33 
7,4131 


964 

527 
079 

611 

151 

670 

1791 
676 

163 

638 


7hI3o 
7„i28 
7«!  26 

7ni25 

7„123 
7n»22 

7„iao 

7h"9 
7hI17 
7h"  5 


tm 
1351 
lA 

ml 

m\ 

I40i 

14*71 

141?* 

144«; 

147«; 

i4i« 

I4fl 

im 

I5»5 

1537 : 


i$47 
i5<e 

15?« 
i5«l 
1594 
iM 
!i6i9 

,1630 


101 
554 
994 
4*4 
841 

247 
641 
oai 

750  i 

«•11« 

6« 


581 


Tafel  IX. 


log  {Pi^[m)}. 


:tm 


»,ooo 

b.oos 

O.oo6 
fc.oo7 

^.009 


I.OIO 
1.011 
^01» 

.013 
'•014 
I.0I5 

b.018 
»•019 


a.020 
D.OSI 

9*023 

¥•0*4 
^•025 
ijb.oaS 

35.027 

^.02S 
f  0.029 


6.578  934 
6.578  935 
6.578  938 
6.578  942 
6.578  949 
6.578  957 
6.578  966 
6.578  978 

6.578  993t 

6.579  007 


6.579  024 
6.579  043 
6.579  063 
6.579  08s 
6.579  110 

6.579  »36 

6.579  163 

6.579  193 

6.579  "4 

6.579  3157 


6.579  a9* 
6.579  3*8 
6.579  367 
6.579  407 
6.579  449 
6.579  493 
6.579  538 
6.579  585 
6-579  635 
6.579  685 


6.579  738 
6.579  79» 
6.579  848 
6.579  906 

6.579  966 

6.580  027 
6.580  090 
6.580  155 
6.580  222 
6.580  290 


^.040 
9.041 
^•04» 
^.043 


^0.045 

^.046 
Sto.047 
iie.o4S 

.049 
0.050 


i". 


6.580  360 
6.580  432 
6.580  506 
6.580  581 
6.580  658 
6.580  737 
6  580  818 
6.580  900 

6.580  984 

6.581  070 
6.581  158 


-f^ 


I 

3 
4 
7 
8 

9 
12 

14 
15 

17 

»9 
20 

22 

25 
26 

27 

30 

3« 
33 

35 

36 

39 
40 

4* 
44 
45 
47 
50 
50 

53 

54 
56 
58 
60 
61 

63 
65 
67 
68 

70 

72 

74 

75 

77 

79 
81 

82 

84 
86 

88 


±m 


-\-J   ±m 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
o  064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 

0.073 
0.074 

0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 

O.IOO 


6.581 
6.581 
6.581 
6.581 
6.581 
6.581 
6.581 
6.581 
6.581 
6.582 


158 

247 

338 

431 

5*5 
621 

719 

819 

920 

023 


6.582  128 

6.582  234 
6.582  342 

6.582  452 

6.582  563 
6.582  677 
6.582  791 

6.582  908 

6.583  026 
6.583  146 


6. 

6. 

6. 

6. 

6, 

6 

6, 

6 

6, 

6 


583  268 

583  391 
583  516 
583  642 
583  771 

583  900 

584  032 
584  165 
584  300 
584  436 


6.584  574 
6.584  714 
6.584  855 

6.584  998 

6.585  143 
6.585  289 

6.585  437 
6.585  586 

6.585  737 
6.585  890 


586 
586 
586 
586 
586 
586 

587 
587 
587 
587 
587 


044 
200 

357 
516 

677 

839 
003 

168 

335 
503 

673 


89 

91 

93 

94 
96 

98 
00 

Ol 

03 

05 

06 
08 
10 
II 

14 
14 
17 
18 
20 

22 

23 

25 
26 

29 

29 

32 
33 
35 
36 

38 

40 

41 

43 

45 
46 

48 

49 

51 

53 

54 

56 

57 

59 
61 

62 

64 

65 

67 

68 

70 


O.IOO 
O.IOI 

0.102 

0.103 

0.104 

0.105 

o.  106 
0.107 
0.108 
0.109 


O.  HO 
O.III 
O.II2 

"3 

114 

115 
116 

117 

118 

119 


o. 

o. 

o. 

o. 

o. 

o. 

o 

o, 

o 

o 


120 

121 
122 

123 
124 

125 

126 

127 
128 
129 


130 
131 
"32 

M3 
134 

0.135 
0.136 

0.137 
0.138 

0.139 


0.140 
o.  141 
o.  142 

0.143 
0.144 
0.145 

o.  146 

0.147 

0.148 

0.149 

0.150 


6.587  673 

6.587  845 

6.588  018 
6.588  192 
6.588  368 
6.588  546 
6.588  725 

6.588  906 

6.589  088 
6.589  271 


6.589  457 
6.589  643 

6.589  831 

6.590  021 
6.590  212 
6.590  405 

6.590  599 
6.590  795 

6.590  992 

6.591  190 


6.591  390 
6.591  591 

6.591  794 

6.591  998 

6.592  204 
6.592  411 
6.592  620 

6.592  830 

6.593  041 
6.593  254 

6.593  468 
6.593  684 

6.593  901 

6.594  119 

6.594  339 
6.594  560 

6.594  782 

6.595  006 
6.595  231 

6.595  457 


6  595  685 

6.595  9>4 

6.596  145 

6.596  377 
6.596  610 

6.596  844 

6.597  080 
6.597  317 
6.597  555 

6.597  795 

6.598  036 


+^ 


172 

173 

174 
176 

178 

179 
181 

182 

183 

186 

186 
188 
190 
191 

193 
194 

196 

197 
198 

200 

201 
203 
204 
206 
207 
209 
210 
211 

213 

214 

216 

217 
218 
220 
221 
222 
224 
225 
226 

228 

229 
231 
232 

233 
234 
236 

237 
238 
240 
241 


±m 


+^ 


dszm 


o.i 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 
0.1 


0.160 
0.161 
0.162 
0.163 
0.164 
0.165 
0.166 
o.  167 


0. 

168 

0. 

169 

0. 

170 

0. 

171 

0. 

172 

0. 

173 

0. 

174 

0. 

175 

0. 

176 

0. 

177 

0. 

178 

0. 

179 

0. 

180 

0. 

181 

0. 

182 

0. 

183 

0. 

184 

0. 

185 

0. 

186 

0. 

187 

0. 

188 

0. 

189 

0, 

190 

0. 

191 

0. 

192 

0. 

193 

0, 

194 

0. 

195 

0. 

196 

0 

197 

0 

198 

0. 

199 

0 

,200 

6.598  036 

6.598  278 

6.598  521 

6.598  766 

6.599  012 

6.599  259 
6.599  507 

6.599  757 

6.600  008 

6.600  260 


6.600  513 

6.600  768 

6.601  024 
6.601  28.1 
6.601  539 

6.601  798 
6.60a  059 

6.602  320 
6.602  583 
6.602  847 


6.603  113 
6.603  379 
6.603  646 

6.603  915 

6.604  184 
6.604  455 

6.604  727 

6.605  000 
6.605  274 
6.605  549 


6.605  826 

6.606  103 
6.606  381 
6.606  661 

6.606  941 

6.607  223 
6.607  506 

6.607  789 

6.608  074 
6.608  360 


6.608  646 

6.608  934 

6.609  223 
6.609  513 

6.609  803 

6.610  095 
6.610  388 
6.610  681 

6.610  976 

6.611  271 
6.611  568 


242 

243 

245 
246 

247 
248 
250 

251 
252 
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—  0.025  0000 

0.505  026 

9  — 

101.7 

0.020  0000 

0.499  320 
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9 

1 

log/ 

1 

Diff. 

P. 

/»• 

n 

'   log/ 



Diflf. 

0.020  OOOO  1 

1 

0.499  3»o 

1 

—  I 

14 

114 

—  0.015  0000 

0.493  678 

—  113 

■^ 

1  

11 .4 

0.019  9000 

0.019  8000 

0.019  7000 

0.499  206 

0.499  093 

0.498  980 

[13 
113 
[14 
[13 

2  

3  — 

22.8 
34.2 

—  0.014  9000 

—  0.014  8000 

—  0.014  7000  . 

0.493  565 

0.493  453 
0.493  341 

—  112 

—  112 

0.019  6000 

!  0.498  866 

4  — 

45-6 

—  0.014  6000  j 

1  0.493  »29 

—  112 

0.019  5000  1 

0.019  4000 

0.019  3000 

0.019  2000 

0.019  1000 

0.019  0000 

0.498  753 
0.498  639 
0.498  526 
0.498  413 
0.498  300 
0.498  186 

, 

[14 

[13 
113 
L13 

[14 

[13 

5  — 
6 

7  — 

8  — 

9 

57.0 
68.4 

79.8 

91.2 

102.6 

—  0.014  5000  1 

—  0.014  4000  i 

—  0.014  3000  ! 

—  0.014  2000 

—  0.014  1000 

—  0.014  0000  ! 

0.493  117 
0.493  005 
0.49a  893 
0.492  781 
0.492  669 

■    0.49»  557 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

—  112 

0.018  9000 

0.498  073 

[13 
113 
[13 
113 
114 
113 

V  V  «% 

—  0.013  9000 

0.492  445 

V  V  «% 

0.018  8000 

0.018  7000 

0.018  6000 

0.018  5000 

0.018  4000 

0.497  960 

0.497  847 

0.497  734 
0.497  621 

0.497  507 

113 

—  0.013  8000  , 

—  0.013  7000  ' 

—  0.013  6000 

—  0.013  5000 

—  0.013  4000  1 

0.49»  333 
0.492  221 

0.492  109 

0.491  997 

0.491  885 

112 

112 

112 

112 

112 

III 

1  — 

2  — 

3  — 

11.3 

22.6 

33-9 

0.018  3000 

0.018  2000 

0.497  394 
0.497  281 

1 

13 
113 
[13 

4  — 

45.2 

—  0.013  3000 

—  0.013  2000 

0.491  774 
0.491  662 

112 

—  0.018  lOOO 

—  0.018  0000 

0.497  168 
0.497  055 

5 
6  — 

56.5 

67.8 

—  0.013  1000 

—  0.013  0000 

1  0.491  550 
0.491  438 

112 

112 

113 

III 

• 

—  0.017  9000 

—  0.017  8000 

—  0.017  7000 

0.496  942 
0.496  829 
0.496  717 

13 
12 

7  — 

8  — 

9 

79.1 

90.4 

101.7 

—  0.012  9000  : 

—  0.012  8000 

—  0.012  7000 

1  0.491  327 

'  0.491  215 

0.491  103 

112 

112 

13 
13 
13 
13 
13 
112 
L13 

III 

—  0.017  6000 

0.496  604 

—  0.012  6000 

0.490  992 

—  0.017  5000 

—  0.017  4000 

0.496  491 
0.496  378 

—  1 

112 

—  0.012  5000 

—  0.012  4000 

0.490  880 
;  0.490  768 

112 

112 

«  w  « 

—  0.017  3000 

—  0.017  2000 

—  0.017  1000 

—  0.017  0000 

0.496  265 
0.496  152 
0.496  040 
0.495  927 

—  0.012  3000 

—  0.012  2000 

—  0.012  1000 

—  0.012  0000 

0.490  657 

0.490  545 

!  0.490  434 

0.490  322 

—  III 

—  112 

—  III 

—  112 

1  — 

2  — 

3  — 

11 .2 
22.4 
33.6 

^ 

113 

4  — 

44.8 

III 

—  0.016  9000 

—  0.016  8000 

—  0.016  7000 

0.495  814 
0.495  702 
0.495  589 

[12 
[I3 
[I3 
[12 
[I3 
113 
[12 

ti3 

[12 
[12 

5  — 

6  — 

56.0 
67.2 

—  0.011  9000  , 

—  o.oii  8000  ' 

—  o.oii  7000  • 

0.490  211 
0.490  099 
0.489  988 

112 

III 

III 

112 

III 

-  III 

112 

III 

III 

-  III 

—  0.016  6000 

—  0.016  5000 

—  0.016  4000 

—  0.016  3000 

—  0.016  2000 

—  0.016  1000 

—  0.016  0000 

0.49s  476 
0.495  364 
0.495  iSi 
0.495  138 
0.495  026 
0.494  913 
0.494  ^01 

—  1 

7  — 

8  — 

9 

78.4 

89.6 

100.8 

—  O.OII  6000 

—  O.OII  5000 

—  O.OII  4000 

—  O.OII  3000 

—  O.OII  2000 

—  O.OII  1000 

—  O.OII  0000 

0.489  877 
0.489  765 
0.489  654 
0.489  543 
0.489  431 
0.489  320 
0.489  209 

III 

1  — 

ll.J 

—  0.015  9000 

0.494  689 

H3 

[12 

113 
[12 

[12 

113 
1  12 

2  — 

22.2 

—  o.oio  9000  1 

0.489  098 

-  112 

III 

-  III 

-  III 

III 

III 

III 

—  0.015  8000 

—  0.015  7000 

0.494  576 
0.494  464 

3  — 

33.3 

—  0.010  8000 

—  0.010  7000 

0.488  986 
0.488  875 

—  0.015  6000 

—  0.015  5000 

—  0.015  4000 

—  0.015  3000 

0.494  351 
0.494  239 

0.494  i»7 
0.494  014 

4 

5 
6  — 

44.4 

55-5 
66.6 

—  O.OIO  6000 

—  0.010  5000 

—  0.010  4000 

—  0.010  3000 

0.488  764 
0.488  653 
0.488  542 
0.488  431 

—  0.015  2000 

—  0.015  1000 

—  0.015  0000 

0.493  902 
0.493  790 
0.493  678 

112 
112 

7  — 

8  — 

9  — 

77.7 
88.8 

99-9 

—  0.010  2000 

—  O.OIO  1000 

—  O.OIO  0000 

0.488  320 
0.488  209 
0.488  098 

1 

III 

III 
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7 

1 

1       loK/ 

Diff. 

P. 

JP- 

9 

L__. 

IHff. 

—  O.OIO  oooo 

0.488  098 

—  III 

II  I 

—  0.005  0000 

0.482  580 

1 

—    HO 

I    

11. 1 

—  0.009  9000 

—  0.009  8000 

0.487  987 
0.487  876 

-  III 
III 

2   

3  — 

22.2 
33-3 

—  0.004  9000 

—  0.004  8000 

■   0.482  470 
.   0.482  360 

HO 

'               HO 

—  0.009  7000 

—  0.009  6000 

—  0.009  5000 

0.487  765 
0.487  654 

0.487  543 

ABl 

III 

III 

III 

4 
5  — 

t0  90      90 

44.4 
55.5 

—  0.004  7000 

—  0.004  6000 

—  0.004  5000 

0.482  250 
0.482  141 
0.482  031 

1 IV 

'  -.09 
j       ..0 

■  10 

—  0.009  4000 

—  0.009  3000 

—  0.009  2000 

—  0.009  1000    1 

—  0.009  0000 

] 

0.487  43* 
0.487  322 
0.487  211 
0.487  100 
,    0.486  989 

110 

III 

111 

111 

HO 

6 

7  — 

8  — 

9  — 

66.6 

77.7 
88.8 

99.9 

—  0.004  4000 

—  0.004  3000 

—  0.004  2000 

—  0.004  1000 

—  0.004  0000 

0.481  921 
0.481  812 
0.481  702 
0.481   593 
0.481  483 

■   m  \0 

—  109 

—  HO 

-  109 

HO 

109 

—  0.008  9000 

—  0.008  8000 

—  0.008  7000 

—  0.008  6000 

—  0.008  5000 

0.486  879 
0.486  768 
0.486  657 
0.486  547 
0.486  436 

—  111 

—  111 

HO 

III 

I  10 

—  0.003  9<^®^ 

—  0.003  8000 

—  0.003  7000 

—  0.003  ^000 

—  0.003  5000 

0.481   374 
0.481  264 
0.481   155 
0.481  045 
0.480  936 

1 

HO 

109 

HO 

-  .09 

— -    f  in 

1  — 

2  — 

II. 0 
22.0 

—  0.008  4000 

0.486  325 

m   m   m 

3 

33.0 

—  0.003  4000 

0.480  826 

109 
—    109 

—  0.008  3000 

—  0.008  2000 

0.486  215 
0.486  104 

—   III 

'—  1 10 

4  — 

44.0 

—  0.003  3*^°^ 

—  0.003  2000 

0.480  717 
0.480  608 

—  0.008  1000 

0.485  994 

III 

5  — 

55.0 

—  0.003  1000 

0.480  498 

—    109 

—  0.008  0000 

0.485  883 

■   a  > 

6  — 

66.0 

—  0.003  0000 

0.480  389 

1 

—    HO 

—    109 

—  0.007  9000 

—  0.007  8000 

—  0.007  7000  i 

—  0.007  6000 

i  0.485  773 

j  0.485  662 

0.485  55» 

0.485  44a 

-  111 

HO 

HO 

1 11 

7  — 

8  — 

9  — 

77.0 
88.0 
99.0 

—  0.002  9000 

—  0.002  8000 

—  0.002  7000 

—  0.002  6000 

0.480  280 
0.480  171 
0.480  061 

0.479  95* 

-  109 

HO 

109 

109 

109 

109 

-  109 

109 

HO 

—  0.007  5000 

.    0.485  33« 

HO 

109 

—  0.002  5000 

0.479  843 

—  0.007  4000   . 

0.485  221 

111 

—  0.002  4000 

0.479  734 

—  0.007  30ÖO   . 

—  0.007  2000    . 

—  0.007  1000 

—  0.007  0000 

.   0.485  110 
0.485  000 
0.484  890 
0.484  780 

>    >    > 

HO 

HO 

HO 

—  0.002  3000 

—  0.002  2000 

—  0.002  1000 

—  0.002  0000 

0.479  625 
0.479  516 

0.479  407 
0.479  197 

1  — 

2  — 

3  — 

10.9 
21.8 

3». 7 

111 

^ 

109 

!   0.484  669 
0.484  559 

4  — 

43.6 

^ 

—  0.006  9000 

—  0.006  8000 

HO 

1 10 

5  — 

6  — 

54.5 
65.4 

—  o.ooi  9000 

—  o.ooi   8000 

0.479  188 
0.479  079 

109 

-  109 

109 

108 

—  0.006  7000 

—  0.006  6000 

0.484  449 
j   0.484  339 

—  HO 

110 

7  — 

76.3 

—  0.001  7000 

—  0.001  6000 

0.478  970 
0.478  861 

—  0.006  5000 

—  0.006  4000 

—  0.006  3000 

0.484  229 

0.484  119 

.    0.484  008 

—  HO 

—  Hl 

8  — 

9  — 

87.2 
98.1 

—  0.001   5000 

—  0.001  4000 

0.478  753 
0.478  644 
0.478  535 

109 

—  109 

—    I  10 

—  O.OOI   3000 

—  109 

—  109 

—  109 

—  109 

—  0.006  2000 

•'   0.483  898 

K   m  \^ 

—  0.001  2000 

0.478  426 

—  0.006  1000 

0.483  788 

HO 

HO 

108 

—  0.001   1000 

0.478  317 

—  0.006  0000 

0.483  678 

—  0.001  0000 

0.478  208 

1  — 

10.8 

—  0.005  9000 

0.483  568 

—    I  10 

2  — 

21.6 

—  0.000  9000 

0.478  099 

—  108 

—  109 

—  109 

—  109 

—  108 

—  0.005  8000 

0.483  458 

110 

3  — 

32.4 

—  0.000  8000 

0.477  99« 

—  0.005  7^><^ 

—  0.005  6000 

—  0.005  5000   ; 

0.483   348 

0.483  »39 
i    0.483   129 

1  IV» 

—  109 

HO 

1 10 

4  — 

5  — 

43.2 
54.0 

—  0.000  7000 

—  0.000  6000 

—  0.000  5000 

0.477  882 

0.477  773 
0.477  664 

—  0.005  4000 

0.483  019 

1 10 

6  — 

64.8 

—  0.000  4000 

0.477  556 

109 

109 

-  108 

109 

—  0.005  3000 

0.482  909 

—    HO 

—  0.000  3000 

0.477  447 

—  0.005  *ooo 

—  0.005  1000 

0.482  799 
0.482  689 

HO 

109 

7  — 

8  — 

75.6 
86.4 

—  0.000  2000 

—  0.000  1000 

0.477   338 
0.477  230 

—  0.005  0000 

1 

0.482  580 

9 

97.2 

0.000  0000 

0.477   121 
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log/ 

Diff. 

P. 

P- 

9 

1 

i    log  / 

Diff. 

O.OOO  oooo 

0.477  121 

—  108 

109 

4-  0.005 

ODOO 

0.471  722 

—  108 

I  

10.9 
21.8 

4"  O.OOO  lOOO 

.  0.477  013 

1  0.476  904 

0.476  796 

0.476  687 

1  0.476  579 

!  0.476  470 

0.476  362 

0.476  253 
0.476  145 
0.476  037 

—  109 

—  108 
'  —  109 

—  108 
!  —  109 

—  108 

—  109 

—  108 

—  108 

—  109 

2  — 

4-  0.005 

1000 

0.471  614 

—  107 

—  107 

—  108 

—  107 

—  107 

—  108 

—  107 

—  107 
107 

107 

-j-  O.OOO  2000 

-|-  O.OOO  3000 
-l-  0.000  4000 
-l-  0.000  5000 
-j-  0.000  6000 
-j-  0.000  7000 
-{-  0.000  8000 
-{-  0.000  9000 
-{-  O.OOI  0000 

3 

4  — 

5 
6 

7  — 

8  — 

9 

32-7 

43-6 
54-5 
65.4 

76.3 
87.2 

98.1 

4-  0.005 
4-  0.005 
4-  0.005 
4-  0.005 
4"  0.005 
4-  0.005 
4-  0.005 
4-  0.005 
4-  0.006 

2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 

0.471  507 

0.471  400 
0.471  292 
0.471  185 
0.471  078 
0.470  970 
0.470  863 

,  0.470  756 

0.470  649 

1 

-|-  O.OOI  1000 
-|-  O.OOI  2000 
-j-  O.OOI  3000 

0.475  928 

0.475  820 

0.475  712 

1 

—  108 

—  108 

—  108 
1  —  109 
!  —  108 

—  108 
108 

108 

4-  0.006 
4-  0.006 
4-  0.006 

1000 
2000 
3000 

'  0.470  542 
0.470  435 
0.470  327 

—  107 

—  108 

4-  O.OOI  4000 
-j-  O.OOI  5000 

0.475  604 
0.475  495 

1  — 

2  — 

10.8 
21.6 

4-  0.006 
4-  0.006 

4000 
5000 

'  0.470  220 
'  0.470  113 

107 
107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

-j-  O.OOI  6000 
+  O.OOI  7000 

0.475  387 
0.475  279 

3  — 

32.4 

4-  0.006 
4-  0.006 

6000 
7000 

0.470  006 
0.469  899 

4-  O.OOI  8000 
-|-  O.OOI  9000 

0.475  171 
0.475  063 

1  wO 

—  108 

—  109 

4 
5  — 

43.2 
54.0 

4-  0.006 
-\-  0.006 

8000 
9000 

0.469  792 
0.469  685 

-j-  0.002  0000 

0.474  954 

6 

64.8 

4-  0.007 

0000 

0.469  578 

—  108 

y» 

—  107 

-j-  0.002  1000 
-{-  0.002  2000 
4-  0.002  3000 

4-  0.002  4000 
4-  0.002  5000 
4-  0.002  6000 
4-  0.002  7000 

4-  0.002  8000 

4-  0.002  9000 

4-  0.003  0000 

0.474  846 

0.474  738 
0.474  630 

0.474  522 

:  0.474  414 

0.474  306 
0.474  198 

0.474  090 

0.473  982 
0.473  875 

—  108 

—  108 

7  — 

8  — 

9  — 

75.6 
86.4 
97.2 

4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.008 

1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 

yOOO 

0000  ' 

0.469  471 
0.469  364 
0.469  257 
0.469  151 
0.469  044 
0.468  937 
0.468  830 
0.468  723 
0.468  617 
0.468  510 

—  107 
107 

—  108 

—  108 
108 

—  108 

—  108 

—  108 

—  107 

107 

—  106 

107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  106 

—  107 

1  — 

2  — 

3  — 

10.7 
21.4 
32.1 

1 

—  108 

f\ 

—  107 

4-  0.003  1000 

4-  0.003  2000 

0.473  767 
0.473  659 

—  108 
108 

4 

5 
6 

42.8 

53-5 
64.2 

4-  0.008 
4-  0.008 

1000 
2000 

0.468  403 
0.468  296 

r 

—  107 

106 

4-  0.003  3000 

0.473  55» 

108 

4-  0.008 

3000 

0.468  190 

—  107 

—  107 

4-  0.003  4000 
4-  0.003  5®oo 

0.473  443 
0.473  336 

—  107 
— —  108 

7  — 

8  — 

74-9 
85.6 

4-  0.008 
4"  0.008 

4000 
5000 

0.468  083 
0.467  976 

4-  0.003  6000 
4-  0.003  7000 
4-  0.003  8000 

4-  0.003  9000  : 

0.473  228 
0.473  120 
0.473  012 
0.472  905 

108 

108 

-  107 

108 

9 

96.3 

4-  0.008 
4-  0.008 
4-  0.008 
4-  0.008 

6000 
7000 
8000 
9000 

0.467  870 
0.467  763 
0.467  657 
0.467  550 

1  \j\ß 

—  107 

106 

—  107 
— —  ro6 

106 

4-  0.004  0000 

0.472  797 

108 

4-  0.009 

0000 

0.467  444 

—  107 

I  — 

10.6 

4-  0.004  1000 

0.472  689 

107 

108 

107 

108 

-  107 

108 

107 

108 

-  107 

2  — 

21.2 

4-  0.009 

1000 

0.467  337 

106 

-  107 

106 

106 

107 

106 

107 

106 

106 

4-  0.004  iooo 

4-  0.004  3000  : 

4-  0.004  4000 
4-  0.004  5000 

4-  0.004  6000 

0.472  582 
0.472  474 
0.472  367 
0.472  259 
0.472  152 

3  — 

4  — 

5  — 
6 

31.8 

42.4 
53-0 
63.6 

4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 

2000 
3000 
4000 
5000 
6000 

0.467  231 
0.467  124 
0.467  018 
0.466  912 
0.466  805 

4-  0.004  7000  , 
4-  0.004  8000 
4-  0.004  9000  1 

4-  0.005  OOQO  i 

1 

0.472  044 

0.471  937 
0.471  829 
0.471  722 

7  — 

8  — 

9 

74.2 
84.8 

95-4 

4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 

4-  o.oio 

7000 
8000 
9000 
0000 

0.466  699 
0.466  592 
0.466  486 
0.466  380 

Oppolz(>r,  KalinlK^siinimungen.  11. 
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/-Tafel. 


? 

log/ 
0.466  380 

1 

:   0.466  274 

0.466  167 
0.466  061 

0.465  955 
0.465  849 

0.465  743 
0.465  637 

,  0.465  530 
0.465  4*4 
0.465  318 

0.465  212 
0.465  106 
0.465  000 
0.464  894 
0.464  788 
0.464  682 
0.464  577 
0.464  471 
0.464  365 
0.464  259 

0.464  153 
0.464  047 
0.463  942 
0.463  836 

0.463  730 
0.463  625 

0.463  519 

0.463  413 

0.463  308 

0.463  202 

! 

0.463  096 
0.462  991 
0.462  885 
0.462  780 
0.462  674 
0.462  569 

:  0.462  463 
0.462  358 
0.462  252 
0.462  147 

1 

;  0.462  042 
0.461  936 
0.461  831 
0.461  726 
0.461  621 
0.461  515 
0.461  410 
0.461  305 
0.461  200 
0.461  094 

Diff. 

—  106 

—  107 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  107 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 
105 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

105 

—  106 

—  106 

—  105 

—  106 

—  106 

105 

—  106 

—  106 

105 

—  106 
105 

—  106 
105 

—  106 
105 

—  106 
105 

—  105 

—  106 

—  105 

—  105 

—  105 

—  106 

—  105 
105 

—  105 

—  106 

P.  p. 
—  107 

1 
9 

4-  0.015  oooo  , 

1 

4-  0.015  1000 
4-  0.015  2000 
4-  0.015  3000 
4-  0.015  4000 
4-  0.015  5000 
4-  0.015  6000 
4-  0.015  7000 
4-  0.015  8000 
4-  0.015  9000 
4-  0.016  oooo 

4-  0.016  1000 
4-  0.016  2000 
4-  0.016  3000 
-j-  0.016  4000 
4-  0.016  5000 
-}-  0.016  6000 
4-  0.016  7000 
4-  0.016  8000 

4-  0.016  9000 

4-  0.017  oooo 

4-  0.017  1000  ! 
4-  0.017  2000 
-j-  0.017  3000 
4-  0.017  4000 

4-  0.017  5000 

4-  0.017  6000  1 
4-  0.017  7000 
4-  0.017  8000  ; 
4-  0.017  9000  ] 
4-  0.018  oooo  ; 

4-  0.018  1000 
4-  0.018  2000 
4-  0.018  3000  1 
4-  0.018  4000  ' 
4-  0.018  5000 
4-  0.018  6000 
4-  0.018  7000 
4-  0.018  8000 
4-  0.018  9000 
4-  0.019  oooo 

4-  0.019  «000 
4-  0.019  *ooo 
4-  0.019  3000 
4-  0.019  4000 
4-  0.019  5000 
4-  0.019  6000 
4-  0.019  7000 
4-  0.019  8000  1 
4-  0.019  9000  1 
-(-  0.020  oooo  1 

1 

log/ 

1 

'  0.461  094 

1 

:   0.460  989 
0.460  884 

0.460  779 
0.460  674 
0.460  569 
0.460  464 
0.460  359 
0.460  *54 
0.460  149 
0.460  044 

0.459  939 
0.459  *34 
0.459  7*9 
0.459  ^^s 
0.459  5*0 
0.459  4'5 
0.459  3>o 
0.459  *°5 

0.459  '°' 
0.458  996 

0.458  891 
0.458  786 

j  0.458  682 
0.458  577 

i  0.458  473 
0.458  368 
0.458  *63 

1  0.458  159 

j  0.458  054 
0.457  950 

0.457  845 
0.457  74« 
0.457  636 
0.457  53* 
0.457  4*8 
0.457  3*3 
0.457  "9 
0.457  "5 
0.457  010 

0.456  906 

0.456  80X 
0.456  698 
0.456  593 
0.456  489 
0.456  385 
0.456  281 
0.456  177 
0.456  073 
0.455  968 
0.455  864 

Diff. 

105 

105 
105 

—  105 
105 

—  105 
105 

—  105 
105 

—  105 

105 

—  105 

—  105 

—  104 
105 

—  105 
105 
105 
104 
105 

105 

—  105 

—  104 
105 

—  104 

105 
105 
104 
105 

—  104 

—  105 

—  104 

—  105 

—  104 

—  104 

—  105 

—  104 

—  104 

—  105 

—  104 

—  104 

—  104 

—  105 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 
104 

—  105 

—  104 

1 

4-  O.OIO  oooo  . 

4-  O.OIO  looo  ; 
4-  O.OIO  2000  : 
4-  O.OIO  3000 
4-  O.OIO  4000  • 
4-  O.OIO  5000 
4-  O.OIO  6000 
4-  O.OIO  7000 
4-  O.OIO  8000 
4-  O.OIO  9000 
4-  O.OII  oooo 

4"  O.OII  1000 
4-  O.OII  2000 
4-  O.OII  3000 
4-  O.OII  4000 
4"  O.OII  5000 
4-  O.OII  6000 
4-  O.OII  7000 
4-  O.OII  8000 
4-  O.OII  9000 
4-  0.012  oooo 

4-  0.012  1000 
4-  0.012  2000 
4-  0.012  3000 
4"  0.012  4000 
4-  0.012  5000 
-f-  0.012  6000 
4-  0.012  7000  , 
4-  0.012  8000 
4-  0.012  9000 
4"  0.013  oooo 

4-  0.013  1000 
4-  0.013  *ooo 
4-  0.013  3000 
4-  0.013  4000 
4-  0.013  5000 
4-  0.013  6000 
4-  0.013  7000 
4-  0.013  8000 
4-  0.013  9000  I 
.  4-  0.014  oooo  . 

4-  0.014  1000  . 
4-  0.014  2000  . 
4-  0.014  3000  I 
4-  0.014  4000  : 

4-  0.014  5000  : 

4-  0.014  6000 
4-  0.014  7000 
4-  0.014  8000  , 

4-  0.014  9000 
4-  0.015  oooo 

1 

1  - 

2  - 

3  - 

4  - 

5  - 

6  - 

7  - 

8  - 

9  - 

-  10.7 

-  21.4 

-  3*-i 

-42.8 

-  53.5 

-  64.2 

-  74.9 

-  85.6 

-  96.3 

-  106 

1  - 

2  - 

3  - 

4  - 

5  - 

6  - 

7  - 

8  - 

9  - 

-  10.6 

-  21 .2 

-  31.8 

-  4*-4 

-  53-0 

-  63.6 

-  74-* 

-  84.8 

-  95-4 

-  105 

1  - 

2  - 

3  - 

4  - 

5  - 

6  - 

7  - 

8  - 

9  - 

-  10.5 

-  21.0 

-  31-5 

-42.0 

-  5*. 5 

-  63.0 

-  73.5 

-  84.0 

-  94.5 

-  104 

1  - 

2  - 

3  - 

4  - 

5  - 

6  - 

7  - 

8  - 

9  - 

-  10.4 

-  20.8 

-  31.2 

-  41 .6 

-  52.0 

-  62.4 

-72.8 

-  83.2 

-  93.6 

595 


Tafel 
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log/ 


Diff. 


P.p. 


4-  0.020  0000  |l  0.455  864 


4.  o.ozo 
-{-  0.020 
-\-  0.020 

4-  0.020 
4-  0.020 
4-  0.020 
-}-  0.020 
-j-  0.020 
4-  0.020 
4-  0.021 

4-  0.021 
4-  0.021 
4-  0.021 
4-  0.021 
4-  0.021 
4-  0.021 
4-  0.021 
4-  0.021 
4-  0.021 
4-  0.022 

-\-  0.022 
4-  0.022 
4-  0.022 
4-  0.022 
4-  0.022 
4-  0.022 
4-  0.022 
4-  0.022 
4-  0.022 
4-  0.023 

4-  0.023 
4-  0.023 
4-  0.023 
4-  0.023 
4-  0.023 
4-  0.023 
4-  0.023 
4-  0.023 
4-  0.023 
4-  0.024 

4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.024 
4-  0.025 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7060 
8000 
9000 
0000 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


1000 

2000  |! 
3000  I 
4000  I 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000  I' 
0000  I 


0.455 
0.455 
0.455 
0.455 
0.455 
0.455 
0.455 
0.455 
0.454 
0.454 

0.454 
0.454 

0.454 
0.454 

0.454 
0.454 
0.454 
0.453 
0.453 
0.453 

0.453 

0.453 

0.453 

0.453 

0.453 

0.453 

0.453 
0.452 

0.452 

0.452 

0.452 
0.452 
0.452 
452 
452 
452 

45* 

451 

0.451 

0.451 

0.451 
0.451 
0.451 
0.451 
0.451 
0.451 
0.450 
0.450 
0.450 
0.450 


o 
o 
o 
o 
o 


760 

656 

552t 
448 

344 
240 

137 

033 
929 

825 

721 
617 

513 
410 

306 

202 

099 

995 
891 
788 

684 
580 

477 

373 
270 

166 

063 

959 
856 

752 

649 

546 
442 

339 
236 

132 

029 

926 

823 

719 

616 

513 
410 

307 
204 

101 

998 

894 

791 

688 


—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  103 

—  104 

—  103 

—  104 

—  103 

—  104 

—  103 

—  103 

—  104 

—  103 

—  103 

—  104 

—  103 

—  103 

—  103 

—  104 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  104 

—  103 

—  103 


104 


I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 


10.4 
20.8 
31.2 

41.6 
52.0 
62.4 

72.8 
83.2 
93-6 


—  103 


I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 


10.3 
20.6 

30.9 

41 .2 

51.5 
61.8 

72.1 
82.4 
92.7 


102 


I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 


10.2 
20.4 
30.6 

40.8 
51.0 
61 .2 

71.4 
81.6 

91.8 


log/ 


Diff. 


4-  0.025  0000  ■  0.450  688 


-|-  0.025 
4-  0.025 
4-  0.025 

4-  0.025 
4-  0.025 
4"  0.025 
4-  0.025 
4-  0.025 
4-  0.025 
4-  0.026 

4-  0.026 
4-  0.026 
4-  0.026 
4-  0.026 
4-  0.026 
4-  0.026 
4-  0.026 
4-  0.026 
4-  0.026 
4-  0.027 

4-  0.027 
4-  0.027 
4-  0.027 
4-  0.027 
4-  0.027 
4-  0.027 
4-  0.027 
4-  0.027 
4-  0.027 
4-  0.028 

-{-  0.028 
4-  0.028 
4-  0.028 
4-  0.028 
4-  0.028 
4-  0.028 
4-  0.028 
4-  0.028 
4-  0.028 
4-  0.029 

4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.029 
4-  0.030 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 

• 

1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 

1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


0.450  586 
0.450  483 
0.450  380 
0.450  277 
0.450  174 
0.450  071 
0.449  968 
0.449  ^^5 
0.449  762 
0.449  660 


0.449  557 
0.449  454 
0.449  351 

0.449  "^49 
0.449  146 
0.449  043 
0.448  941 
0.448  838 
0.448  736 
0.448  633 

0.448  531 
0.448  428 
0.448  325 
0.448  223 
0.448  121 
0.448  018 
0.447  9i6 
0.447  813 
0.447  711 
0.447  609 

0.447  506 
0.447  404 
0.447  302 
0.447  199 
0.447  097 
0.446  995 
0.446  893 
0.446  790 
0.446  688 
0.446  586 


0.446 
0.446 
0.446 
0.446 
0.446 

0.445 

0.445 
0.445 

0.445 
0.445 


484 
382 
280 
178 
076 

974 

872 

770 
668 
566 


75* 


—  102 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  102 

—  103 

—  103 

—  103 

—  102 

—  103 

—  103 

—  102 

—  103 

—  102 

—  103 

—  102 

—  103 

—  103 

—  102 

—  102 

—  103 

—  102 

—  103 

—  102 

—  102 

—  103 

—  102 

—  102 

—  103 

—  102 

—  102 

—  102 

—  103 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 

—  102 
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vergl.  pag.   108. 


Merkur 

Veinis 

Erde  und  Mond 


.hipiter 
Saturn 
Uranus 
Neptun 


w  =  40. 

I  :  m]  log  (t^A/^iw 1 10' 

7636440  (Asten)       9.7Q24 — 10 
401839  1.0712 

355499  I-I244 

2680337  0.2471 

i047-*'^79  3-654972 

3501.6  313102 

22000  2.3329 

19700  2.3808 

logÄ  8.235      5814     414!      :^^^. 

1«K  *"  3o50  0065   746J    ^ 


log[wk"jfni 
8.2692 — 10 
9.5480 — 10 
9.6012 — 10 
8.7239—10 

2.131755 
1.60780 

0*6096 

0.8576 


vergl.  pag.  35,  53.  54. 

üebersioht  der  Hauptformeln  der  mechanischen  Quadraturen. 


Untere  Grenze  :    (a  —  \  w] 


367 


y(„_.j,,)  =_i./.(„_|.,,)  +  _i|-/...(a_.  «,)_.^/v(«_.j ^,  +  ... 


967680 
367 


■/(«)=+  ;^/.«-t^;  -  „-L{-'/"(«-'^) +/"(«}+  06,68«  (3/"  («-«':  H-2/"i«;}- 


967680 


24*'  '        5760 

Untere  Grenze :   [d] 


'"/M«)— • 


Obere  Grenze :    [a  +  ■  i  + 1]  ^^;  =  ^ 
Obere  Grenze :   (a  +  1 1<?)  =y 

rt+lfC 

y/(/)rf/=t.{/(y)--;^/'(y)  +  ^y^/"';y)-,'g-^/v(yi.  +  ...} 
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vergl.  pag.  148. 


V 

log  CT 

1 

1 

Diff. 

P. 

P- 

j 

logff 

Diff. 

1 

—  0.030  0000 

4.922  983 

—  68 

—  0.025  0000 

1 

4.919  618 

—  67 

—  0,029  9000 

4.922  915 

—  67 

—  68 

—  67 

—  68 

—  67 

—  68 

—  67 

—  67 

—  68 

—  0.024  9000 

4.919  551 

—  67 

—  67 

—  67 

—  68 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  0.029  8000 

—  0.029  7000 

—  0.029  6000 

—  0.029  5000 

—  0.029  4000 

—  0.029  3000 

—  0.029  iooo 

—  0.029  1000 

—  0.029  0000 

4.922  848 
4.922  780 
4.922  713 
4.922  645 
4.922  578 
4.922  510 
4.922  443 
4.922  376 
4.922  308 

—  0.024  8000 

—  0.024  7000  '. 

—  0.024  6000 

—  0.024  5000 

—  0.024  4000 

—  0.024  3000 

—  0.024  2000 

—  0.024  1000 

—  0.024  0000  ■ 

4.919  484 
4.919  417 

4-919  350 
4.919  282 

4.919  215 

4.919  148 
4.919  081 

4.919  014 

4.918  947 

68 

1  — 

2  — 

6.8 
13.6 

-  67 

3  — 

20.4 

-67 

—  0.028  9000 

—  0.028  8000 

—  0.028  7000 

—  0.028  6000 

—  0.028  5000 

—  0.028  4000 

—  0.028  3000 

—  0.028  2000 

—  0.028  1000 

4.922  241 
4.922  173 
4.922  106 
4.922  039 
4.921  971 
4.921  904 
4.921  836 
4.921  769 
4.921  702 

—  68 

—  67 

67 

—  68 

—  67 

—  68 

—  67 

—  67 
68 

4 

5  — 

6  — 

7  — 

8  — 

9 

27.2 

34.0 
40.8 

47.6 

54.4 
61.2 

—  0.023  9000 

—  0.023  8000  ' 

—  0.023  7000 

—  0.023  6000 

—  0.023  5000 

—  0.023  4000 

—  0.023  3000 

—  0.023  2000 

—  0.023  1000 

4.918  880 
4.918  813 

4.918  746 
4.918  679 
4.918  612 
4.918  545 

4.918  478 
4.918  411 
4.918  344 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 
-67 

—  67 
-67 

—  66 

—  0.028  0000 

4.921  634 

67 

—  0.023  0000 

4.918  278 

• 

—  0.027  9000 

—  0.027  8000 

4.921  567 
4.921  500 

—  67 

—  67 

—  68 

—  0.022  9000 

—  0.022  8000 

4.918  211 
4.918  144 

-67 

-67 
-67 

—  67 
-67 
-67 

—  67 

—  67 
-67 

66 

1  — 

2  — 

6.7 
13.4 

—  0.027  7000 

4-9»i  43* 

—  67 

—  67 

—  68 

3  — 

20.1 

—  0.022  7000 

4.918  077 

—  0.027  6000 

—  0.027  5000 

4.921  365 
4.921  298 

4  — 

26.8 

—  0.022  6000 

—  0.022  5000 

4.918  010 

4.917  943 

—  0.027  4000 

—  0.027  3000 

—  0.027  2000 

4.921  230 
4.921  163 
4.921  096 

-67 

-  67 
-67 

—  68 

5  — 

6  — 

33.5 
40.2 

—  0.022  4000  1 

—  0.022  3000 

—  0.022  2000 

4.917  876 
4.917  809 
4.917  742 

—  0.027  1000 

4.921  029 

7  — 

46.9 

—  0.022  1000 

4.917  675 

—  0.027  0000 

4.920  961 

8  — 

53.6 

—  0.022  0000  : 

4.917  609 

^^\M 

—  0.026  9000 

4.920  894 

-67 

-67 

—  67 

68 

9  — 

60.3 

—  0.021  9000 

4.917  542 

-67 

-  67 
-67 
-67 

—  67 

—  66 
-67 

—  67 
-67 

-67 

—  0.026  8000 

—  0.026  7000 

4.920  827 
4.920  760 

66 

—  0.021  8000 

—  0.021  7000 

4.917  475 
4.917  408 

—  0.026  6000 

—  0.026  5000 

4.920  692 
4.920  625 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 
68 

—  0.021  6000 

—  0.021  5000 

4917  341 
4.917  274 

1  — 

6.6 

—  0.026  4000  ' 

4.920  558 

2  — 

13* 

_  _    A 

—  0.021  4000 

4.917  208 

—  0.026  3000 

i  4.920  491 

3  — 

19.8 

—  0.021  3000 

4.917  141 

—  0.026  2000  , 

4.920  424 

^ 

—  0.021  aooo 

4.917  074 

—  0.026  1000 

4.920  356 

-  67 

4 

26.4 

—  0.021  lOOO 

4.917  007 

—  0.026  0000  , 

4.920  289 

5  — 

33.0 

—  0.021  0000 

4.916  940 

—  67 

6  — 

39.6 

1 

—  66 

—  0.025  90^>o 

4.920  222 

—  67 

—  67 

—  67 

7  — 

46.2 

—  0.020  9000 

4.916  874 

67 
-67 
—  67 

—  0.025  8000 

4.920  155 

8  — 

52.8 

—  0.020  8000 

4.916  807 

—  0.025  70*^ 

—  0.025  6000 

4.920  088 

9  — 

59-4 

—  0.020  7000 

—  0.020  6000 

4.916  740 
4.916  673 

4*7^^  OZ 1 

68 

66 

—  0.025  5000 

4.919  953 

—  67 
■  -67 
*  -67 
i  -67 

-67 

—  0.020  5000  : 

4.916  607 

-67 

—  67 

-  67 

66 

—  0.025  4000 

4.919  886 

—  0.020  4000  ; 

—  0.020  3000 

4.916  540 

—  0.025  3000 

4.919  819 

4.916  473 

—  0.025  *oo° 

4.919  75* 

—  0.020  2000  j 

4.916  406 

—  0.025  1000 

—  0.025  0000 

1 

4.919  685 
4.919  618 

—  0.020  1000 

—  0.020  0000  , 

1 

4.916  340 
4.916  273 

-67 
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0.020  OOOO  ! 

1 

4.916  273 

—  67 

0.015  ^>OQO 

1 

4.912  948 

—  66 

0.019  9000 

—  0.019  8000 

•  4.916  206 
4.916  140 

66 

67 
67 
66 

—  67 

0.014  9000 

—  0.014  8000  i 

4.912  882 

4.912  81s 

—  67 

—  66 

0.019  7000 

4.916  073 

—  0.014  7000  . 

4.912  749 

—  66 

0.019  6000 

0.019  5000 

4.916  006 
4.915  940 

—  0.014  6000 

—  0.014  5000  ■ 

4.912  683 
4.912  617 

—  66 

—  67 

0.019  4000 

4.915  873 

67 
66 

-67 

—  0.014  4000 

4.912  550 

-66 

0.019  3000 

4.915  806 

—  0.014  3000 

4.912  484 

—  66 

0.019  2000 

0.019  1000 

0.019  0000 

4.915  740 

4.915  673 
4.915  606 

67 
67 

—  0.014  1000  1 

0.014  1000  ; 

0.014  0000 

4.912  418 

4.912  352 
4.912  285 

—  66 

—  67 

I  6.7 

*      13-4 

—  66 

3  —  20. 1 

1 

1 

—  66 

0.018  9000 

4.915  540 

67 

66 
67 

—  67 
66 

—  67 
66 

—  67 
66 

4  —  26.8 

5  —  33.5 

6  —  40.2 

0.013  9000 

4.912  219 

66 

0.018  8000  1 

0.018  7000 

0.018  6000 

.  4.915  473 
4.915  407 

4.915  340 

0.013  8000 

0.013  7000 

0.013  6000 

!  4.912  153 

'  4.912  087 

4.912  021 

—  66 

—  66 

—  67 

0.018  5000 

0.018  4000 

0.018  3000 

0.018  2000 

0.018  1000 

4.915  273 
4.915  i07 

4.915  140 
4.915  074 
4.915  007 

7  46.9 

8  —  53.6 

9—60.3 

0.013  5000 

0.013  4000 

0.013  3000  ' 

0.013  2000  > 

0.013  1000  ' 

4.911  954 
4. 911  888 

4. 911  822 

4.911  756 
4. 911  690 

—  66 

—  66 

—  66 

—  66 
66 

0.018  0000 

4.914  941 

\j\j 

66 

0.013  0000 

4.911  624 

0.017  9000 

4.914  874 

—  67 
66 

0.012  9000 

4. 911  557 

-  67 

—  66 

1     6.6 

0.017  8000 

4.914  808 

67 

2  —  13.2 

0.012  8000 

4. 911  491 

—  66 

0.017  7000 

4.914  741 

66 

3  —  19.8 

0.012  7000 

4.911  425 

—  66 

0.017  6000 

4.914  675 

—  67 
66 

0.012  6000 

4.911  359 

—  66 

—  0.017  5000 

4.914  608 

4  —  26.4 

0.012  5000 

4.911  293 

—  66 

-   0.017  4000 

4.914  542 

—  67 

5  —  33.0 

O.Ol  2  4000 

4. 911  227 

—  66 

—  0.017  3000 

4.914  475 

66 

6  —  39.6 

0.012  3000 

4.911  161 

—  66 

—  0.017  2000 

4.914  409 

—  67 
66 

«*  X 

0.012  2000 

4.911  095 

66 

—  0.017  1000 

4.914  342 

7  —  46.2 

0.012  1000 

4.911  029 

—  67 

0.017  0000 

4.914  276 

8  —  52.8 

0.012  0000 

4.910  962 

/ 

1 
—  0.016  9000 

4.914  209 

-  67 

66 

-67 

66 

—  67 
66 
66 

9    59-4 

0.011  9000 

4.910  896 

—  66 
66 

—  0.016  8000 

4.914  143 

—  65 

—  o.oii  8000 

4.910  830 

66 

0.016  7000 

4.914  076 

0.011  7000 

4.910  764 

66 

-  0.016  6000  ' 

0.016  5000 

0.016  4000 

'  4.914  010 

4.913  943 
4.913  877 

—  O.OII  6000 

—  O.Ol  1  5000 

0.011  4000 

4.910  698 
4.910  632 
4.910  566 

-66 
66 
66 

1   6.5 

2  13.0 

0.016  3000 

4.913  «11 

-  67 

—  66 
6-* 

3    19.5 

—  O.OII  3000 

4.910  500 

66 

0.016  2000 

0.016  1000  j 

4.913  744 
4.913  678 

4  —  26.0 

0.011  2000 

O.OII  lOOO 

4.910  434 
4.910  368 

66 
66 

0.016  0000 

4.913  611 

66 

5  —  32.5 

6  —  39.0 

—  0.011  0000 

4.910  302 

—  66 

0.015  9000 

4.913  545 

66 

-  67 
66 
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—  o.oio  9000 

4.910  236 

66 

0.015  8000 

0.015  7000 

-  0.015  6000 

4.913  479 
1  4.913  412 

4.913  346 
1  4.913  280 

7  45.5 

8  —  52.0 

9  —  58.5 

—  O.OIO  8000 

—  O.OIO  7000 

—  0.010  6000 

4.910  170 
4.910  104 
4.910  038 

—  66 

—  66 

—  66 
66 

0.015  5000  1 

—  66 

—  67 
66 

—  0.010  5000 

4.909  972 

—  0.015  4000  ' 

'  4.913  213 

—  O.OIO  4000 

4.909  906 

66 

—  0.015  3000 

4.913  147 

Vi  V 

66 

—  O.OIO  3000  ■ 

4.909  840 

-  65 

—  66 

—  0.015  2000 

4.913  081 

67 

—  O.OIO  2000 

4.909  775 

0.015  1000 

0.015  0000 

4.913  014 
4.912  948 

—  66 

—  0.010  1000 

—  O.OIO  0000 

1  4.909  709 
'  4.909  643 

1 

—  66 
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4.909  643 

—  66 

—  0.005  0000 

1 

4-906  357 

66 

—  0.009  9000 

4.909  577 

66 

—  0.004  9000  1 

1 

1  4.906  291 

-  65 
66 

—  0.009  8000 

4.909  511 

66 

—  0.004  8000  1 

4.906  226 

—  0.009  7000 

—  0.009  6000 

4.909  445 
4-909  379 

66 
—  66 

—  0.004  7000 

—  0.004  6000 

4.906  160 
4.906  095 

-6s 
66 

—  0.009  5000 

4-909  313 

66 

—  0.004  5000 

4.906  029 

—  65 

66 

—  0.009  4000  ! 

4.909  247 

66 

—  0.004  4000 

4-905  964 

—  0.009  3000  ; 

4.909  181 

\0  ** 

—  65 
66 

—  0.004  3000 

4.905  898 

-65 
66 

—  0.009  2000  1 

1  4.909  116 

—  0.004  2000 

4-905  833 

—  0.009  1000  1 

—  0.009  0000  1 

4.909  050 
4.908  984 

66 

—  0.004  1000 

—  0.004  0000 

4-905  767 
4.905  702 

-6s 

—  0.008  9000 

4.908  918 

66 
66 

1 
—  0.003  9000 

4.905  636 

—  66 

-  65 

-  65 

—  66 
-6$ 

66 

—  0.008  8000 

—  0.008  7000 

—  0.008  6000  j 

—  0.008  5000  i 

4.908  852 
4.908  786 
4.908  721 
4.908  655 

66 

-  65 
66 
66 

66 

—  0.003  8000 

—  0.003  7000 

—  0.003  6000  ' 

—  0.003  5000 

4-905  571 
4.905  506 

1  4.905  440 

4.905  375 

I  — 

6.6 

—  0.008  4000  1 

—  0.008  3000  ! 

4.908  589 
4.908  523 

66 

-  65 
-  66 

2  — 

3  — 

13.2 
19.8 

—  0.003  4000 

—  0.003  3000 

4.905  309 
4.905  244 

-65 
-  65 

66 

—  0.008  2000 

;  4-908  458 

—  0.003  2000 

4.905  179 

—  0.008  1000 

4-908  39» 

66 

4  — 

26.4 

—  0.003  1000 

4-905  "3 

—   65 

—  0.008  0000 

4.908  326 

w 

5  — 

33.0 

—  0.003  0000 

1  4.905  048 

66 

6 

39.6 

-66 

—  0.007  9000 

—  0.007  8000 

—  0.007  7000  1 

0.007  6000   : 

—  0.007  5000 

4.908  260 
4.908  194 
4.908  129 
4.908  063 

4-907  997 

-  66 

-  65 
66 
66 

-  65 
66 
66 

7  — 

8  — 

9  — 

46.2 
52.8 

59-4 

—  0.002  9000 

—  0.002  8000 

—  0.002  70GO 

—  0.002  6000 

—  0.002  5000  , 

4.904  982 

4.904  917 

4.904  852 

4.904  786 

1  4.904  721 

65 

-  65 
66 

-  65 

-  65 
66 

-  65 

-  65 
66 

—  0.007  4000  ' 

—  0.007  3000  , 

4-907  932 

4.907  866 

65 

—  0.002  4000 

—  0.002  3000  1 

4.904  656 
■  4.904  590 

—  0.007  2000 

0.007  1000  ; 

0.007  0000 

1  4.907  800 

4-907  734 
4.907  669 

66 
-  65 

—  0.002  2000 

—  0.002  1000 

—  0.002  0000  j 

4-904  525 
!  4.904  460 

4.904  394 

1  — 

2  — 

6.5 
130 

—  66 

3  — 

19.5 

-  65 

0.006  9000 

0.006  8000 

0.006  7000 

0.006  600c  i 

4.907  603 

4-907  537 

'  4.907  472 

4.907  406 

—  66 

—  65 

—  66 
66 

4 

5  — 
6 

16. 0 

32-5 
39.0 

—  o.ooi  9000 

—  O.OOI  8000 

—  O.OOI  7000 

—  O.OOI  6000 

4.904  329 
4.904  264 
4.904  199 

4-904  133 

-  65 

-  65 
66 

-  65 

-  65 

-  65 
66 

0.006  5000 

0.006  4000 

1  4.907  340 
1  4-907  275 

—  65 
66 

7  — 
8 

45-5 
52.0 

58.5 

—  O.OOI  5000 

—  O.OOI  4000 

4.904  068 
4.904  003 

0.006  3000 

0.006  2000 

1  4.907  209 
'  4.907  144 

-  65 

9 

—  0.001  3000 

—  O.OOI  2000  ' 

4.903  938 
4.903  872 
4.903  807 
4.903  742 

0.006  1000 

0.006  0000 

4.907  078 
4.907  012 

—  66 
66 

—  O.OOI  1000 

—  O.OOI  0000 

—  65 

-  65 

1 

—  65 

1 

-  65 

0.005  9000 

4.906  947 

66 

—  0.000  9000  1 

4.903  677 

66 

0.005  8000 

0.005  7000 

0.005  6000  1 

—  0.005  5000  ; 

—  0.005  4000 

4.906  881 

1  4.906  816 

'  4.906  750 

4.906  684 

4.906  619 

-  65 
66 
66 

-  65 
66 

—  0.000  8000 

—  0.000  7000 

—  0.000  6000 

—  0.000  5000 

—  0.000  4000 

4.903  611 
4.903  546 
4.903  481 
4.903  416 

4.903  351 

-  65 

-  65 

-  65 

-  65 
.._  66 

—  0.005  3000 

—  0.005  2000 

—  0.005  1000 

—  0.005  0000 

4.906  553 
4.906  488 
4.906  422 
4.906  357 

-  65 
66 

—  65 

—  0.000  3000 

—  0.000  2000 

—  0.000  1000 
0.000  0000 

4.903  285 
4.903  220 
4.903  155 

4.903  090 

1 

—  65 

—  65 

—  65 
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4.903  090 

-65 

4-  0.005  0000 

4.899  84a 

! 

1 

-6s 

-|-  O.OOO  lOOO 

4.903  025 

6c 

4-  0.005  1000 

4.899  777 

—  64 

—  6$ 

—  6S 

—  64 

—  6s 

—  6s 

—  6s 

—  64 

—  6s 

-|-  O.OOO  2000 

4-  O.OOO  3000 
4-  0.000  4000 
4-  0.000  5000 
4-  0.000  6000 
4-  0.000  7000 

4.902  960 

4.902  895 

4.902  829 
4.902  764 
4.902  699 

4.902  634 

"5 

-  65 

-  66 

-  65 

-  65 

-  65 
6c 

4-  0.005  2000 
4-  0.005  3000 
4-  0.005  4000 
4-  0.005  5000 
4-  0.005  6000 
4-  0.005  7000 

4.899  713 
4.899  648 

4.899  583 
4.899  519 

4.899  454 
4.899  389 

tt 

4-  0.000  8000 
4-  0.000  9000 
4-  O.OOI  0000 

4.902  569 
4.902  504  1 

4.902  439 

"5 
-6s 

-65 

4-  0.005  8000 
4-  0.005  9000 
4-  0.006  0000 

4.899  324 
4.899  260 
4.899  195 

1  — 

2  

6.6 
13.2 

-6s 

3  — 

19.8 

1 

-  6s 

4-  O.OOI  1000  ! 
4-  O.OOI  2000 
4-0.001  3000 
4-  0.001  4000 

4.902  374  j 
4.902  309  1 
4.902  244 
4.902  179 

-6s 
-6s 

—  6s 
6c 

4  — 

5  — 

6  — 

26.4 
33.0 
39.6 

4-  0.006  1000 
4-  0.006  2000 
4-  0.006  3000 
4-  0.006  4000 

1  4.899  130 

'  4.899  066 

4.899  001 

4.898  936 

—  64 

—  6s 

—  6s 

—  64 

—  6$ 
-6$ 

—  64 

—  6s 
-6s 

4-  O.OOI  5000 
4-  O.OOI  6000 
4-  O.OOI  7000 
4-  O.OOI  8000 
4-  O.OOI  9000 
4-  0.002  0000 

4.902  114 
4.902  049 
4.901  984 
4.901  919 
4.901  854 
4.901  789 

"5 

-  6s 

-  6s 

-  6s 

-  6s 
-6s 

7  — 

8  — 

9 

46.2 
52.8 

59.4 

4-  0.006  5000 
4-  0.006  6000 
-j-  0.006  7000 
-j-  0.006  8000 
4-  0.006  9000 
4-  0.007  0000 

4.898  872 
'  4.898  807 
4.898  742 
4.898  678 
4.898  613 
4.898  548 

65 

4-  0.002  1000  1 
4-  0.002  2000  i 
4-  0.002  3000  . 
4-  0.002  4000 
4-  0.002  5000 
4-  0.002  6000 
-j-  0.002  7000  : 
4-  0.002  8000  ! 
-j-  0.002  9000  i 
4-  0.003  0000 

4.901  724 
4.901  659 
4.901  594 
4.901  529 
4.901  464 
4.901  399 

4.901  334 
4.901  269 
4.901  204 
4.901  139 

—  6s 

-6s 
-6s 

—  6s 

—  6s 
-6s 

—  65 
-6s 

—  6s 
-6s 

*/ 

4-  0.007  1000 
4-  0.007  2000 
4-  0.007  3000 
4-  0.007  4000 
4-  0.007  5000 
4-  0.007  6000 
4-  0.007  7000 
-j-  0.007  8000 
-j-  0.007  9000 
4-  0.008  0000 

;  4.898  484 
4.898  419 
4.898  355 
4.898  290 
4.898  225 
4.898  161 
4.898  096 
4.898  032 

,  4.897  967 
4.897  903 

—  64 

—  6$ 

—  64 
-6$ 
-6$ 
-64 
-6$ 
-64 
-6s 
-64 

1  — 

2  — 

3  — 

4 

5 
6 

7  — 

8  — 

6.5 
13.0 

19.5 

26.0 

32.5 
39.0 

45.5 
52.0 

i 

4-  0.003  1000  1 
4-  0.003  2000 

4.901  074 
4.901  009 

-  6s 

-6s 
6c 

9 

58.5 

4-  0.008  1000 
4-  0.008  2000 

4.897  838 
4.897  774 

-6s 

-  64 

-  6s 

-  64 

-  6s 

-  64 
-6s 

-  64 
-6$ 

-  64 

64 

4-  0.003  3000 
4-  0.003  4000 
4-  0.003  5000 
4-  0.003  6000 

4.900  944 
4.900  879 
4.900  815 
4.900  750 

"5 
-6s 
-64 
-6s 

—  6s 
6c 

4-  0.008  3000 
4-  0.008  4000 
4-  0.008  5000 
4-  0.008  6000 

4.897  709 
4.897  645 
4.897  580 
4.897  516 

1  — 

2  — 

6.4 
12.8 

4-  0.003  7000 

4.900  685 

3  — 

19.2 

4-  0.008  7000 

4.897  451 

4-  0.003  8000 
4-  0.003  9000 
4-  0.004  0000 

4.900  620 
4.900  555 
4.900  490 

"5 

—  6s 

-  6s 

4  — 

5  — 

25.6 
32.0 

4-  0.008  8000 

4-  0.008  9000 
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0  .07 

0.05637 

0.06762 

'  0.07886 

1125 

1124 
1  f  9  ^ 

0.55 
0.56 

0.57 

0.56332 
0.57162 
0.57982 

830 
820 
810 

1.05 
1.06 
1.07 

0.86244 
Ö. 86614 
0.86977 

370 

363 
356 

347 

«•55 
1.56 

«•57 

0.97162 
0.97263 
0.97360 

lOI 

97 
95 
9« 

0  .  08 
0.09 

0 . 09008 
0. IOI28 

I  1  X  A 

II  20 

0.58 
0.59 

0.58792 
0  59594 

0  t  SJ 

802 

1.08 
1.09 

0.87333 
0.87680 

1.58 
1.59 

0.97455 
0.97546 

III8 

792 

34« 

89 

0  .  10 
0.  11 

0.  la 
0.  ,3 

0. II 246 
0.12362 
0.13476 
0.14587 

1116 
III4 

IUI 

II08 

0.60 
0.61 
0.62 
0.63 

0.60386 
0.61168 
0.61941 
0.62705 

782 

773 
764 

^9  f  A 

1 .10 

1 .11 

1 .12 
1.13 

0.88021 

0.88353 
0.88679 

0.88997 

332 
326 
318 

3" 

1.60 
1.61 
1.62 
1.63 

0.97635 
0.97721 
0.97804 
0.97884 

86 

83 
80 

78 

0.  ,4 

0  15695 

0.64 

0.63459 

754 

1.14 

0.89308 

1 .64 

0.97962 

II05 

744 

304 

76 

0.15 

0.16800 

V  ¥  #K  « 

0.65 

0.64203 

f  t  e 

1.15 

,  0.89612 

298 
290 
284 

277 

1.65 

0.98038 

72 

7« 
68 

<^  .  16 

0. I7901 

1  101 

0.66 

0.64938 

735 

09  ^    f 

1.16 

0.89910 

1.66 

0.98110 

^.17 

0.18999 

IO98 

0.67 

0.65663 

725 

715 
706 

1.17 

0 . 90200 

1.67 

0.98181 

^  -  X8 
^.19 

0  20094 
O.21184 

1095 
1090 

0.68 
0.69 

0.66378 
0.67084 

1.18 
1.19 

0.90484 
0.90761 

1.68 
1.69 

0.98249 
0.98315 

66 

1086 

696 

270 

64 

^-21 
^.22 

0.22270 

0-23352 
0.24430 

1082 
1078 
1072 
1068 

0  70 
0.71 
0.72 

0.67780 
0.68467 
0.69143 

687 
676 
667 
658 

1 .20 

1 .21 
1.22 

0.91031 
0.91296 
0.91553 

265 

257 

2C2 

1.70 

1.71 
1.72 

0.98379 
0.98441 
0.98500 

62 

59 
58 

^,23 
0.24 

0.25502 
0.26570 

0.73 
0.74 

0.69810 
0.70468 

1.23 
1.24 

0.91805 
0.92051 

246 

«.73 

1.74 

0.98558 
0.98613 

55 

k 

1063 

648 

239 

54 

\    0*5 

0.27633 

1  /^  r  *¥ 

0.75 

0.71116 

638 
628 
619 
609 

1.25 

0.92290 

234 

227 

222 

1.75 

0.98667 

52 
50 
48 

1    0  26 

1   0.27 

0.28690 
0.29742 

1057 
1052 
1046 

f  0  4/N 

0.76 

0.77 

0.71754 
0.72382 

1.26 
1.27 

0.92524 
0.92751 

1.76 

«.77 

0.98719 
0  98769 

0.28 

0.30788 

0.78 

0.73001 

1.28 

0.92973 

217 

1.78 

0.98817 

47 

0.29 

0.31828 

10.^0 

0.79 

0.73610 

1.29 

0.93190 

^  *  / 

1.79  ^ 

0.98864 

■ 

1035 

600 

211 

45 

0.30 
0.31 
0.32 

0.32863 
0.33891 

0.34913 

1028 
1022 
IO15 
1008 

0.80 
0.81 
0.82 

0.74210 
0.74800 
0.75381 

590 

581 

571 
562 

1.30 
1.31 
1.32 

0.93401 
0.93606 
0.93807 

205 
201 

«95 

1.80 
1.81 
1.82 

0.98909 
0.98952 
0  98994 

43 
42 
4« 

0.33 

0.35928 

0.83 

0.75952 

1.33 

0.94002 

189 

1.83 

0.99035 

39 

0.34 

0.36936 
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0.84 

0.76514 

1.34 

O.9419I 

^ 

1.84  1 

0.99074 

^  ^ 

1002 
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«85 

1 

37 

0.35 
0.36 

0.37 
0.38 

0  37938 

0  38933 
0.39921 

0.40901 

995 
988 
980 

0.85 
0.86 
0.87 
0.88 

0.77067 
0.77610 
0.78144 
0.78669 

543 
534 
525 
515 

1-35 
1.36 

1-37 
1.38 

0.94376 

0.94556 

0.9473« 
0.94902 
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1.85 
1.86  , 

1.87 
1.88 

0.991 11 

0.99147 
0.99182 
0.99216 

36 

35 
34 
32 

0-39 

0.41874 

973 

0.89 

0.79184 

«•39 

0.95067 

j 

1 .89 

0.99248 

965 
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3« 

0.40 
0.41 
0.42 

0.42839 
0.43797 
0.44747 
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0.90 
0.91 
0.92 

0.79691 
0.80188 
0.80677 

497 
489 

479 

471 

1.40 
1.41 
1.42 

0.95229 

0.95385 
0.95538 
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«53 
148 
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1 .90 
1.91 
1.92 

0.99279 

0.99309 
0.99338 

30 
29 
28 

0.43 

0.45689 
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934 

0.93 

0.81156 

1.43 

0.95686 

«.93 

0.99366 

mm  ^# 

26 

0.44 

0.46623 

0.94 

0.81627 

1.44 

0.95830 

*  "t*T 

1.94 

0.99392 
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1 

26 

0.45 

0.47548 

918 

0.95 

0.82089 
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436 

428 
419 

1.45 

0.9^970 

«35 
«32 
128 

«.95 

0.99418 

25 

23 

23 
22 

21 

0.46 

0.48466 

0.96 

0.82542 

1 .46 

0.96105 

1.96 

0.99443 

0.47 

0.49375 

909 

0.97 

0.82987 

1.47 

0.96237 

1.97 

0 . 99466 

0.48 
0.49 
0.50 

0.50275 

O.51167 
0.52050 

892 
883 

0.98 
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1 .00 

0.83423 

0.83851 
0.84270 

1.48 
1.49 
1.50 

0.96365 
0.96490 
0.96611 
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1.98 
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2.00 

1 

0.99489 
0.99511 
0.99532 
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1 .00 

Ol 

02 
03 

04 
05 
06 

07 
08 

09 
10 

11 
12 

«3 

14 

IS 
16 

17 
18 

19 
20 

21 
22 

23 

24 

25 
26 

27 
28 

29 
30 

31 
32 
33 

34 
35" 
36 

37 
38 
39 

,40 

41 

42 
43 

44 
45 
46 

47 
48 

49 
50 


I .0000 


.0201 
.0404 
.0609 

.0816 
.1025 
.1236 

.1449 
.1664 

.1881 
.2100 

.2321 

.2544 
.2769 

.2996 
.3225 
.3456 

.3689 

.3924 
.4161 

.4400 

.4641 
.4884 

.5129 

.5376 
.5625 
.5876 

.6129 
.63H4 
.6641 

.6900 


.7161 

.7424 

.7689 
.7956 

.822^ 
.8496 

.8769 
.9044 

.9321 
.9600 

.9881 
2.0164 
2.0449 

2.0736 
2. 1025 
2.1316 

2. 1609 
2 . I 904 
2.2201 


I .0020  I  I  .0040 


.0221 
.0424 
.0630 

.0837 
.1046 

.1257 

.1470 
.1686 
.1903 

.2122 

•2343 
.2566 

.2792 

.3019 
.3248 
.3479 

.  3712 

.3948 
.4185 

.4424 


.4665 
.4908 
.5<54 

•5401 
.5650 
.5901 

.6154 
.6410 

.6667 


.6926 

.7187 

.7450 
.7716 

.7983 
.8252 

.8523 

.8796 
.9072 

9349 
.9628 

.9909 
2.0192 
2.0478 

2.0765 
2. 1054 

2.134? 

2.1638 

2.1934 
2.2231 


2.2500   2.2530 


0241 
0445 
0650 

0858 
1067 
1278 

1492 

1707 
1925  i 


2144 


2365 
2589 
2814 

3042 
3271 
3502 

3736 

3971 
4209 

4448 

4689 

4933 
5178 

5426 

5675 
5926 

61K0 

6435 
6693 


6952 


7213 

7477 
7742 

8010 

8279 
8550 

8824 
9099 

9377 

9656 

9937 
0221 
0506 

0794 
1083 

1374 

1668 
1963 
2261 

2560 


1.0060 

I .0262 

,  1.0465 

1.0671 

1.0878 
I.I088 
I . I 300 

«.«513 

■  I.I729 

i  1.1946 

1  1.2166 

1  2388 
1.2611 
1.2837 

1 . 3064 
1.3294 
1.3526 

«•3759 

1-3995 
1.4232 

1.4472 

1.4714 
1.4957 
1.5203 

1.5450 
1.5700 
15952 

1.6205 
I .6461 
1.6718 

1  1.6978 

1 

1  1.7240 

1.7503 
1 . 7^69 

1.8036 

1.8306 

1  1.8578 

'  1.8851 

1.9127 
1.9404 

1.9684 

1  1.9966 

!  2.0249 
2.0535 

.  2.0822 
2.1112 

2.1404 

2. 1697 

2.1993 
2. 2290 

2.2590 

0080 


0282 
0486 
0692 

0899 
1109 
I32I 

1535 

1751 
1968 


Z188 

2410 

2634 

2860 

3087 
3317 

3549 

3783 
4019 
4256 

4496 

4738 
4982 

5228 

5475 
5725 

5977 

6231 
6487 
6744 


7004 


7266 

7530 
7796 

8063 

8333 
8605 

8879 
9155 
9432 

9712 

9994 
0278 

0564 

0851 
1141 

1433 

1727 
2023 
2 .2320 


2.2620 


n 


I.OIOO 


.0302 
.0506 
.0712 

.0920 
.1130 

.134» 

•  1556 

.1772 

•  1990 

.2210 

.243* 

.2656 

.2882 

.3110 

.3340 
.3572 

.3806 
.4042 
.4280 

.4520 
.4762 

.  5006 

.5252 

.  5500 

•  5750 

.6002 

.6256 
.6512 

.6770 

.7030 


.7292 

•  7556 

.7822 

.8090 
.8360 
.8632 

.8906 
.9182 
.9460 


1.9740 


2.0022 
2.0306 
2.0592 

2.0880 

2. 1170 
2. 1462 

2.1756 
2.2052 
2.2350 


2.2650 


0120 


0323 
0527 
0733 

0941 
1151 
1364 

1578 

1794 
2012 

2232 


.0343 
.0547 
.0754 

.0962 
.  II72 

.1385 

•1599 
.1816 

.2034 


2455 
2679 
2905 

3133 
3363 
3596 

3830 
4066 
4304 


4544 

4787 
5031 

5277 

5525 

5775 
6028 

6282 

6538 
6796 

7056 


73>9 

7583 
7849 

8117 

8387 
8660 

8934 
9210 
9488 


2254 


.2477 
.  2701 

.2928 

.3156 
.3386 
.3619 

•3853 
.4090 

.432« 
.4568 


.4811 

.5055 
.5302 

•5550 
.5800 
.6053 

.6307 
.6564 
.6822 


.7082 


9768 

0051 

0335 
0621 

0909 
1199 
1492 

1786 
2082 
2380 


.7345 
.7609 

.7876 

.8144 

.8414 
.8687 

.8961 
.9238 
.9516 


1.9796  '  I 


I 


2.0079 
2.0363 
2.0650 

2.0938 
2. 1228 
2.1521 

2.1815 
2.2112 
2.2410 


2680  '  2.2710  i  2 


0161 


0363 
0568 

0774 

0983 

1194 
1406 

1621 

1837 
2056 


2277 

2499 

2724 
2950 

3179 
3410 
3642 

3877 

4113 
4352 


4593 

4835 
5080 

5326 

5575 
5826 

6078 

6333 
6589 

6848 


I 


7109 

7371 
7636 
7902 

8171 

8441 

8714 

8989 
9365 

9544 


—  I. 


9825 


0107 
0392 
0678 

0967 
1258 
1550 

1845 
2141 

2440 


0181 


0384 
0588 

0795 

1004 
1215 
1428 

1642 
1859 
1078 


2299 


2522 
2746 
»973 

3202 

3433 
3666 

3900 

4137 
4376 


4617 

4860 
5104 

535« 

5600 

5851 
6104 

6358 
6615 

6874 


7135 


7398 
7662 

7929 

8198 
8469 
8742 

9016 

9293 

9572 


9853 


0136 
0420 
0707 

0996 
1287 
1580 

1874 
2171 

2470 


2741      2.2771 
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P.p. 
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I 

2 

3 

4 
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I 

2 

3 

4 

5 
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1 

2 

3 

4 

5 
6 


I 

2 

3 

4 

5 
6 


I 

2 

3 

4 
5 


2.0 
4.0 
6.0 

8.0 
10. o 
12.0 


7  14.0 

8  16.0 

9  18.0 


2.1 

4.* 
6.J 

«.4 

10.5 

12.6 

14.7 
16.8 

18.9 


22      23 


J 


2.2 

4.4 

6.6 


8.8 

II. o 

13.2 

7  15.4 

8  17.6 

9  19.8 


2-3 
4.6 

6.9 

9.1 
11.5 
13.8 
16.1 
1S.4 
20.7 


24      23 


2.4 

4.8 

7.2 

9.6 
12.0 

14.4 

7  16.8 

8  19.2 

9  21.6 


5-0 

?.5 

10.0 

12. S 
15.0 

17.5 
20.0 

22. s 


26 


2.6 

5.2 

7.8 

10.4 
13.0 
15.6 

7  18.2 

8  20.8 

9  23.4 


2.7 

5.4 

8.1 

10.8 

13.5 
16.2 

18.9 
21.6 

24.3 


28      2Q 


2.8 
5.6 
8.4 

11.2 

14.0 
16.8 

7  19-6 

8  22.4 

9  25.2 


»•9 

5.« 
8.7 

11.6 
14.5 
1-4 
20.3 
23.2 
26.1 


30    3« 


3.0 
6.0 
9.0 

12.0 
15.0 

6  ig.o 

7  21 .0 

8  24.0 

9  27.0 


3« 

6.2 

9.3 
12.4 

15.5 
18.6 

21.? 
24.« 

27.9 
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2.2590 

2.2892 

2-3195 
2.3501 

2.3808 
2.4118 
2.4430 

2.4743 
2.5059 
2.5376 

2.5696 

2.6018 
2.6341 
2.6667 

2.6994 

2.7324 
2.7656 

2.7989 
2.8325 

2.8662 
2.9002 

4 
2.2620 

5 

2. «650 

2.2952 
2.3256 
2.3562 

2.3870 
2.4180 
2.4492 

2.4806 
2.5122 

2.5440 

2.5760 

2.6082 
2 . 6406 
2.6732 

2 . 7060 

2.7390 

2.7722 

2.8056 
2.8392 
2.8730 

2.9070 

6 

7 

8 

2.2741 

2.3043 
2.3348 

2.3654 

2.3963 

2.4274 
2.4586 

2.4901 

2.5217 
2.5536 

2.5857 

2.6179 
2.6504 

2.6830 

2.7159 
2 . 7490 
2.7822 

2.8157 

2.8493 
2.8832 

9 

P.p. 

2.2500 

2.2530 

2.2831 
2.3134 
2.3440 

2.3747 
2.4056 

2.4367 

2.4680 
2.4996 

2.5313 
2.5632 

2.2560 

2.2861 
2.3165 

2.3470 

2.3778 
2.4087 

2.4398 

2.4712 
2.5027 

2.5345 
2.5664 

2.5985 
2.6309 

2.6634 

2.6962 

2.7291 
2.7622 

2.7956 
2.8291 
2.8629 

2.8968 

2.2680 

2.2710 

2.2771 

2.3074 
2.3378 

2.3685 

2.3994 
2.4305 

2.4618 

2.4932 

2.5249 
2.5568 

2.5889 

2.6212 
2.6536 
2.6863 

2.7192 

2.7523 
2.7856 

2.8190 

2.8527 
2.8866 

2.9207 

2.9550 

2.9894 
3.0241 

3.0590 
3.0941 
3.1294 

3.1648 
3.2005 

3-2364 
3-2725 

3.3088 
3-3452 
3-3819 

3.4188 

3-4559 
3-4932 

3-5306 
3-5683 
3.6062 

3-6443 

3.6826 
3.7210 

3-7597 

3.7986 

3-8377 
3-8770 

3-9164 
3.9561 

3 . 9960 
4.0361 

30  31 

I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 

3-0   3-1 
6.0   6.2 

9-0   9-3 

12.0  12.4 

15-0  15-5 
18.0  18.6 

21.0  21.7 
24.0  24.8 
27.0  27.9 

2.2801 
2.3104 

2.3409 

2.3716 

2.4025 
2.4336 

2.4649 
2.4964 

2.5281 

2.2922 
2.3226 
2.3532 

2.3839 

2.4149 
2 . 446 1 

2.4775 
2.5091 
2.5408 

2.5728 

2-2983 
2.3287 

».3593 

2.3901 
2.4211 
2.4524 

2.4838 

2.5154 
2.5472 

2.5792 

2.6115 
2.6439 
2.6765 

2.7093 
2.7423 

2.7756 

2.8090 
2.8426 
2.8764 

2.3013 
2.3317 
2.3624 

2.3932 
2.4242 

2.4555 

2.4869 
2.5186 
2.5504 

2.5824 

2.6147 
2.6471 
2.6798 

2.7126 

2.7456 
2.7789 

2.8123 
2 . 8460 
2.8798 

32  33  1 

2 . 5600 

I 
2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 

3-2   3.3 
6.4   6.6 

9.6   9.9 

12.8  13.2 
16.0  16.5 
19.2  19.8 

22.4  23.1 
25.6  26.4 
28.8  29.7 

2.5921 
2.6244 
2.6569 

2.6896 
2.7225 
2.7556 

2.5953 
2.6276 

2.6602 

2.6929 
2.7258 

2.7589 

2.7922 
2.8258 
2.8595 

2.8934 

2.9275 
2.9618 

2.9964 

3.0311 
3.0660 
3.1011 

3-1364 
3.1720 

3.2077 

2.6050 
2.6374 
2.6700 

2.7027 

2.7357 
2.7689 

2.8023 
2.8359 
2.8696 

2.9036 

2.7889 
2.8224 
2.8561 

34  35  1 

I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 

3-4   3.5 

6.8   7.0 

10.2  10.5 
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9„87   166 
9„87   3.8 

9,.9i  36« 
9«9i   36' 
9«9i  353 

Zl 

+  t.67  460 
+  1.67  575 
4-  1-67  691 

+    "5 
+    116 
-h   "5 

9.16  4^3 
9.36  439 
9.16  41S 

—  14 

—  14 

■ 

—  0.301 

9,.87    369 

9.-9 1   346 

+  1.67  806 

9.36  39» 

+   5« 

+    "5 

—   «4 

—  0.100 

9,.B7   410 

9n9i    339 

+   1.67   91' 

9.36  16B 

i 

Opp.l>.-T. 

^^ 

^ 

^ 

j 

610 
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e 

log  SJ" 

Diff. 

lüg   JS4*' 

Diff. 

^'• 

Diff. 

log  ^«-^ 

IMff. 

—  0.300 

9„87  410 

-h  51 
-h  51 
+  51 

4-  51 

9w92  339 

—  8 

4-  1 

[.67  921 

4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  I 

15 
15 
14 
15 

9.36  368 

23 
—  24 

24 
23 

0.299 

9h«7  471 

9»i92  331 

w 

4-  1 

[.68  036 

9-36  345 

—  0.298 

—  0.297 

—  0.296 

9m87   5" 
9h87  573 
9„87  624 

9n92  324 
9«92  3>6 
9»i92  309 

—  8 

—  7 

4-  1 
4-  1 
4-  1 

[.68   151 
[.68   265 
[.68  380 

9.36  321 
9.36  297 
9.36  274 

• 

4-  51 

—  7 

1 

4-  I 

15 

24 

—  0.295 

9n«7  675 

4-  51 
4-  50 
4-  51 
4-  50 

9n92  302 

fi 

4-  1 

[.68  495 

4-  I 
4-  I 
4-  1 
4-  1 

15 
14 
15 
14 

9.36  250 

—  23 
24 

—  23 

—  23 

0.294 

—  0.293 

—  0.292 

—  0.291 

9i|87  726 
9i,87  776 
9„87  827 
9n87  877 

9u92  294 
9m92  287 
9n92  279 
9»»92  272 

0 

—  7 

—  8 

—  7 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

[ .68  610 
[.68  724 
[.68  839 
[.68  953 

9.36  227 
9.36  203 
9.36  180 
9.36  157 

4-  51 

—  7 

4-  I 

14 

—  24 

—  0.290 

—  0.289 

—  0.288 

—  0.287 

9n«7  9*8 
9n87  978 
9^88  028 

9n88  078 

4-  50 
4-  50 
4-  50 
4-  50 

9„92  265 
9h92  257 
9n92  250 
9m92   243 

—  8 

—  7 

—  7 
& 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

1 .69  067 
[.69  182 
[.69  296 
[ .69  410 

4-  I 
4-  1 
4-  I 
4-  I 

15 
14 
14 
14 

9.36  133 
9.36  110 
9.36  086 
9.36  063 

23 

24 

23 

—  23 

—  0.286 

9f»88   128 

9ii92  235 

0 

4-  1 

[.69  524 

9.36  040 

4-  50 

—  7 

4-  I 

15 

24 

—  0.285 

—  0.284 

—  0.283 

—  0.282 

—  0.281 

9n88   178 
9„88   228 
9h88  278 
9„88   328 
9„88   378 

4-  50 
4-  50 
4-  50 
4-  50 

4-  49 

9n92  228 
9»92  221 
9«92  213 
9„92  206 

9«92   199 

—  7 

—  8 

7 

—  8 

4-  1 
4-  ^ 
4-  1 

4-  1 

[.69  639 
1.69  753 
[.69  867 
[ .69  980 

[.70  094 

4-  I 
4-  1 
4-  I 
4-  I 

4-  I 

14 
14 
13 
14 

9.36  016 

9-35  993 
9-35  970 
9-35  947 
9.35  923 

—  23 
23 

23 

—  24 

23 

—  0.280 

—  0.279 

—  0.278 

—  0.277 

—  0.276 

9«88  427 
9ii88  477 
9h88  526 
91.88  576 
9h88  625 

4-  50 

4-  49 

4-  50 

4-  49 
4-  49 

9»i92  191 
9«92   184 
9m92  177 
9«92  169 
9ii92   162 

—  7 

—  7 

—  8 

—  7 

—  7 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

[ . 70  208 
1.70  322 
1.70  435 
1.70  549 
[.70  663 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

4-  I 

13 
14 
14 

13 

9.35  900 

9.35  877 
9.35  854 
9.35  831 
9.35  808 

—  23 

—  23 

—  23 
23 

—  23 

—  0.275 

—  0.274 

—  0.273 

—  0.272 

—  0.271 

9».88  674 
9n88   7*4 
9«88  773 
9^88  822 
9n88  871 

4-  50 

4-  49 
4-  49 
4-  49 

4-  49 

9n92  155 
9r»92  148 
9^92  140 

9«92  133 
9«92  126 

—  7 

—  8 

—  7 

—  7 

—  8 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

1.70  776 

1.70  890 
[.71  003 
[.71   116 

1.71  229 

4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  1 

4-  I 

14 
13 
13 
13 

14 

9-35  785 
9-35  762 

9.35  739 
9.35  716 

9.35  693 

—  23 
23 

—  23 
23 

23 

—  0.270 

—  0.269 

—  0.268 

—  0.267 

—  0.266 

9».88  9*0 
9n88  968 
9n89  017 
9n89  066 
9ii89   "4 

4-  48 
4-  49 
4-  49 

4-  48 

4-  49 

9h92  118 
9h92  111 
9h92   104 
9n92  097 
9».92  089 

—  7 

—  7 

—  7 

—  8 

7 

4-  1 

4- 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

I-7I   343 
[.71  456 
1.71   569 
[.71  682 
1.71   795 

4-  1 
4-  I 
4-  I 
4-  I 

4-  1 

13 
13 

13 
13 

9.35  670 

9-35  647 
9.35  624 

9.35  601 
9-35  578 

23 

—  23 
23 

—  23 

23 

—  0.265 

9n89   163 

4-  48 

4-  49 

4-  48 
4-  48 

9rt92  082 

—  7 

—  7 

—  8 

7 

4-  1 

[.71   908 

4-  I 
4-  I 
4-  1 
4-  I 

12 

9.35  555 

23 
23 

—  23 

—  22 

—  0.264 

—  0.263 

—  0.262 

—  0.261 

9«89  *" 
9^89  260 

9n89  308 
9n89  356 

9n92  075 
9«92  068 
9w92  060 
9fi92  053 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

[.72  020 

[.72  133 
[.72  246 

1.72  359 

13 
13 
13 

9.35  532 

9-35  509 
9.35  486 

9-35.464 

4-  49 

—  7 

4-  I 

12 

23 

—  0.260 

—  0.259 

—  0.258 

—  0.257 

—  0.256 

9h89  405 
9n89  453 
9n89  501 
9n89  549 
9n89  597 

4-  48 
4-  48 
4-  48 
4-  48 

4-  47 

9m92  046 
9n92  039 
9«92  032 
9n92  024 
9n92  017 

—  7 

—  7 

—  8 

—  7 

—  7 

4-  1 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

[.72  471 
[.72  584 
1.72  696 
[.72  809 
[.72  921 

4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  1 

4-  I 

12 

13 
12 

12 

9-35  441 
9.35  4»8 

9-35  395 
9-35   373 
9-35   350 

-23 

—  23 

—  22 

—  23 

—  23 

—  0.255 

—  0.254 

—  0.253 

—  0.252 

—  0.251 

9h89  644 
9n89  692 
9m89  740 
9,»89  788 
9n89  835 

4-  48 
4-  48 
4-  48 

4-  47 

4-  48 

9n92  010 
9n92  003 
9ii9i   996 
9«9l   988 
9„9i   981 

—  7 

—  7 

—  8 

—  7 

—  7 

4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

'.73  033 
1.73   146 
1.73  258 

1.73  370 
[.73  482 

4-  1 
4-  I 
4-  1 
4-  I 

4-  I 

13 
12 

12 

12 

12 

9-35  327 
9-35  305 
9.35  282 
9.35  259 
9-35  237 

—  22 

23 

—  23 

—  22 

—  23 

—  0.250 

9„89  883 

9»i9i  974 

4-  1 

'.73   594 

9.35  2»4 

(1 

lug  i-:-f 

Dift-. 

log   L\' 

Di«. 

/■'■,/ 

l.lill. 

l^K  -E*' 

1«. 

—  o.iso 

9„B9   881 

+   47 
+   47 
+   48 
+   47 

9..9<    974 

+ 

1-71  594 

-+-  tu 

■+■  111 

+  "' 

9-11   »»4 

—  0.149 

9-89   910 

9.i9'   967 

+ 

1.71   706 

9^15  19» 

—  0.14B 

9„8SI   977 

9„9i   960 

+ 

.71   8lS 

9-15  169 

9.90  ois 

9..91   951 

+ 

■73  910 

9.35  147 

—  0.146 

9-90  071 

9n9l    945 

+ 

.74  041 

9^1J  t»4 

+   47 

+     Ml 

—  o-»4S 

9,90  119 
9„90    166 

+  47 

+   47 
+   47 
+  47 

9«9.    93B 
9.i9l   931 

-   7 

+ 

.74488  +   * 

.74  599  1   ^ 

9^15   »0» 
9.1s  079 

-  .1 

-  0.14J 

9„90   113 

9«9l  914 

+ 

9.1s   "57 

—   0.141 

9„9o   160 

9«9>  9' 7 

+ 

9-3S  OJ4 

9„90   307 

9-91  9'o 

+ 

9^15  Oll 

-t-  47 

+     Ol 

—  0.13t 

9«90   354 
9 „90  400 

-f-  46 
+   47 
+   47 
+   46 

9i<9l   903 
9,.9'    895 

-   8 

+ 

+ 

■74  7"' 

■74   Sil 

+  "r 
+  111 

-f-  "i 
+  tu 

9.34   989 
9.14   967 

-  ■; 

—  0.138 

9„90  44- 

9„9i    888 

+ 

■74  914 

9   14   945 

-   0.136 

9„90   494 
V..90   540 

9„9I    881 
9„9'    874 

-   7 

+ 

■7S  045 
.75  156 

9-34  91» 
9-14  900 

-  " 

+   47 

■+■  "1 

—  °-'3S 

—  0.1J4 

gn9o   5«T 
9-.90  6J3 

-i-  46 
+   47 
+   46 

4-  46 

9-91    867 
9«9I    B60 

-    7 

+ 
4- 

.75   «67         ,     ,,, 
■75    178   ,    + 

•"   ♦*»   1    +   111 

■7S  600  1   X  ■    ' 

.75   7"    I    ^ 

9.34   »78 
9- 14   856 

-  .. 

—  °-»i3 

—  0.131 

—  0.131 

9„90   680 
9,90   716 
9n90   '71 

9«9'    "5  3 
9„9I    846 
9«9i    839 

-   7 

+ 

+ 

9-14  833 
9- 14  811 

9.14   789 

-  " 

+  46 

!  +  "' 

—  0.130 

—  0.11» 

—  0.116 

9„90   81 S 
9»90   R64 
<,„90  9.0 
9„90   956 
9.91   Qoi 

-1-  46 
+  46 
+  46 
+  46 
-1-  46 

9h91    8J1 
9„9l    814 
9„9l    817 
9«9I    810 
9„9>   803 

-l 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

■75  8"  :    ,    ,,, 
:  +  ni 

9-14   767 
914   745 
9-14  7»! 
9.14   700 
9.34  67B 

z'i 

—  0.11s 

9„9l   048 

+  46 

+   45 
+   46 
+   46 

9„9I   796 

+ 

.76  486  '  +  •  * 

■?*  s"    X     ' 

■t6  707 ,  i  :° 
.76  817 '  +  '"* 

9.J4  656 

—  0.114 

—  O.liJ 

9<.9i    °94 
9,.9"    t39 
9«9'    '8s 
9«9'    iji 

9.,9"    789 
9m9'    78» 
9,,9l    77S 
9„9t    768 

l\ 

+ 

+ 
+ 

9.14  614 
9.J4  6ti 
9^14  590 
9.34  56« 

=  1; 

+  45 

,  +  '" 

~   0.119 
—   o.iiS 

9„9'    176 
9«9I    i" 
9m9>    167 

+   46 

+   45 
+   45 
+   46 

9«9'    761 
9»9'   754 
9..9'    747 

-l 

+ 
+ 

+ 

.76  9>8 
■77   018 
■77  '48 

+  no 
+  110 
+  110 

9^14  546 
9^14  514 
9-14  SOI 

zi\ 

9„9i   411 

9b91    740 

+ 

.77  "58 

9.14480 

—  0.116 

9«91   458 

9»9i    731 

+ 

.77  168 

9-34  45* 

+  45 

+  III 

—  o.ilS 

9,,9t    J03 
9«9"    54« 

+   45 

+   45 
+   45 
+   45 

9n91    716 
9-9"   7.9 

-  > 

+ 

■77  479 
.77  588 

+  109 

+    MO 

+   HO 

9.34  416 
9^14  414 

-■■ 

—  0.113 

9„9i    593 

9«9l    711 

+ 

.77  698 

9 ■14  19> 

9..91   638 

9h91    70s 

+ 

.77  B08 

9.14  171 

9,91   6B3 

9-9'   698 

+ 

.77  918 

9.34  149 

+   45 

—  0.109 

—  o.ioB 

—  0.107 

9«91    T18 
9»9i    773 
9«9>    8>8 
9„9i   861 

+   45 
+   45 
+   44 
+  4! 

9-9"    69' 

9„9l   684 
9«9I    *'77 
9»9I   670 

E; 

+ 
+ 

+ 

.78  018 
■  78    U8 

.78   147 
■78  157 

-H  i09 
--  109 

9^14  117 
9-14  105 
9.14  »83 
9.14  »61 

=  i: 

—  0.106 

9«9l  907 

9«9i   66 j 

+ 

.78  466 

9-14  »40 

+   44 

+  110 

—  la 

—   0.105 

9-91  95" 

+   45 
+   44 
+  45 
+   +4 

9f,91    656 

+ 

■78  576 

+  ro9 

-+■    HO 

+  109 
+  109 

9-14  >«8 

—   0.103 

9..9'   996 
9,91  040 
9„9»   085 
9«9»   i»9 

9..9I    649 
9,.9i   641 
9-91   6j5 
9..91    618 

-  ' 

+ 
+ 

.78  6B5 
■78    795 
.78   904 
.79   013 

9^14  196 
9.14  "7! 
9-14  "51 
9.14  '3> 

=  !: 

+   44 

—   0.100 

9-9i    '73 

9,,9'    6.1 

+ 

■'9    113    ' 

9.34     HO 

612 
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— 

6 

log  E/ 

Diff. 

log  ^^4" 

Ditf. . 

4-  I 
4-  I 

.79   1*3 
.79  232 

Ditf. 

log  EC 

Ditf. 

0.200 

—  0.199 

9h92  173 
9^92  218 

4-  45 
4-  44 
+  44 
4-  44 

9„9i   621 
9„9i   614 

—   7 

4- 
1 

109 

9 
9 

.34  110 
.34  088 

—  22 

0. 198 

-  0.197 

0.196 

9m92  262 
9m92  306 
9w92  350 

9i«9i   607 
9m9»   600 
9ii9i   593 

7 

—  7 

—  7 

4-  1 
4-  I 
4-  I 

•79  34» 
•79  450 
•79  559 

4- 

1  4- 

!  4- 

1 

109 
109 
[09 

9 
9 
9 

.34  066 
.34  04s 
.34  023 

—  22 

21 

22 

1 
i 

+  44 

—  7 

1  + 

[09 

21 

—  0.19s 
0.194 

—  0.193 

0.192 

O.I9I 

9m92  394 
9«92  438 
9^92  482 

9/i92  526 
9h92  569 

-f-  44 
4-  44 
4-  44 
4-  43 

4-  44 

9„9i   5 «6 

9i,9»   579 
9«9>    572 
9m9i   566 
9h91   559 

—  7 

—  7 
6 

—  7 

—  7 

4-  I 
4-  I 
4-  1 
4-  1 
4-  1 

.79  668 

•79  777 
.79  886 

•79  995 
.80   103 

1 

4- 
4- 

4- 
4- 

-f- 

109 
[09 
[09 
[08 

[09 

9 
9 
9 
9 
9 

.34  002 
•33  980 
.33  959 
.33  937 
•33  91^ 

22 

21 

-  22 

i  —  21 
—  22 

0. 190 

0.189 

0.188 

0.187 

0.186 

9ii92  613 
9«92  657 
9»92  700 
9n92  744 
9«92  787 

4-  44 
4-  43 
4-  44 
4-  43 

4-  44 

9»t9i    552 
9h9»   545 
9ii9i   538 
9ii9>   531 
9m9I    524 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  I 

.80  212 
.80  321 
.80  429 
.80  538 
.80  646 

4-  1 

4- 
4- 
4- 

4-  1 

109 
108 
109 
108 

[09 

9 
9 
9 
9 
9 

.33  894 
.33  873 
.33  851 
•33  830 
•33  809 

1     21 
1     " 

—  21 

—  21 

—  22 

0.185 

0.184 

-  0.183 

0.182 

0.181 

9h92   831 
9«92  874 
9w92  917 
9«92  960 
9n93  004 

4-  43 

4-  43 
4-  43 
4-  44 

4-  43 

9m9i   5»7 
9i»9>    510 
9/.91   503 
9m9»   497 
9m9>   490 

—  7 

—  7 
6 

—  7 

—  7 

4-  1 
4-  I 
4-  1 
4-  1 
4-  I 

.80  755 
.80  863 
.80  972 
.81  oBo 
.81    188 

4- 

4- 

4- 

1  4- 

4- 

108 
109 
108 
108 

[08 

9 
9 
9 
9 
9 

.33  787 
.33   766 
.33   745 
.33   723 
.33   702 

1 

—  21 

—  21 

!        22 

21 

21 

0 . I 80 

0.179 

0. 178 

-  0.177 
-7    0.176 

9«93  047 
9,i93  090 
9h93   133 
9/i93   »76 
9h93   *>9 

4-  43 
4-  43 
4-  43 
4-  43 

4-  42 

9n9»   483 
9«9"   476 
9ii9i   469 
9,.9i   462 
9«9i   455 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

6 

4-  I 
4-  I 
4-  1 
4-  I 
4-  I 

.81    296 
.81   405 
.81    513 
.81   621 
.81   729 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

[09 
108 
[08 
[08 

108 

9 
9 
9 
9 
9 

.33  681 
.33  659 
•33  638 
.33  617 
.33   596 
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+   37 
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+ 

+ 
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+ 
+ 
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32 

-1- 

31 

9fi90  003 

9»89  997 

9m89  991 

9/*89  985 

9»89  979 

9m89  973 

9„89  967 

9,189  961 

9,189  955 

9,189  948 

9,189  942 

9,»89  936 

9n89  930 

9,189  924 

9,189  9»8 

9„89  912 

9,189  906 

9„89  900 

9,»89  894 

9n89  888 

9,)89  882 

9,189  876 

9„89  870 

9^89  86s 

9„89  859 


9n89 
9,189 
9„89 
9„89 
9n89 


853 

847 
841 

835 
829 


9n89  823 

9„89  817 

9,189  811 

9„89  805 

9,»89  799 

9,»89  793 

9,»89  787 

9„89  781 

9,189  775 

9,489  769 

9,*89  763 

9,189  757 

9,»89  75» 

9,189  746 

9„89  740 


9„89 
9,189 
9,»89 
9,489 

9„89 


734 
728 

722 

716 

710 


9,189  704 


Diff. 


—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  7 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 


iiV 


Diff. 


4-  2 
4-  2 
4-  2 
-h  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 

4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 
4-  2 


04 

05 
05 
05 
05 

05 
05 
05 
05 
OS 

05 
06 

06 

06 

06 

06 
06 
06 
06 
06 


951 

049 

147 
245 
343 

441 

539 
637 

734 
832 

930 

027 

125 

223 
320 

418 

515 
613 

710 

808 


06  905 

07  002 
07  099 

07  197 
07  294 

07  39» 
07  488 

07  58s 
07  682 

07  779 


07 

07 
08 
08 
08 


876 

973 
070 

167 
264 


08  361 

08  4S7 
08  554 
08  6s  1 

08  747 

08  844 

08  941 

09  037 

09  134 
09  230 


09 
09 
09 
09 
09 


326 

423 

519 
616 

712 


4-  2.09  808 


4-  98 
4-  98 
-h  98 
4-  98 

4-  98 


4-  98 
4-  98 

4-  97 

4-  98 

4-  98 

4-  97 
4-  98 
4-  98 

4-  97 

-}-  98 


4- 

97 

4-  98 

4- 

97 

4-  98 

4- 

97 

4- 

97 

4- 

97 

4-  98 

4- 

97 

4- 

97 

4- 

97 

4- 

97 

4- 

97 

4- 

97 

4- 

97 

4- 

97 

4- 

97 

4- 

97 

4- 

97 

4-  97 


4-  96 

4-  97 

4-  97 

4-  96 

4-  97 

4-  97 

4-  96 

-1-  97 

4-  96 

4-  96 

4-  97 
-}-  96 

4-  97 

4-  96 
-j-  96 


log  Ei 


Diff. 


9.29  188 
9.29  170 
9.29  152 
9.29  134 
9.29  116 

9.29  098 
9.29  080 
9.29  062 
9.29  044 
9.29  026 

9.29  008 
9.28  991 
9.28  973 
9.28  9S5 
9.28  937 

9.28  919 
9.28  901 
9.28  884 
9.28  866 
9.28  848 

9.28  830 
9.28  812 
9.28  79S 
9.28  777 
9.28  759 

9.28  741 
9.28  724 
9.28  706 
9.28  688 
9.28  671 

9.28  653 
9.28  63s 
9.28  618 
9.28  600 
9.28  S83 

9.28  s6s 
9.28  S47 
9.28  S30 
9.28  512 
9.28  495 

9.28  477 
9.28  460 
9.28  442 
9.28  424 
9.28  407 

9.28  389 
9.28  372 
9-28  355 
9.28  337 
9.28  320 

9.28  302 


8 
8 
8 
8 

8 

8 
8 
8 
8 

8 

7 
8 

8 

8 

8 

8 

7 
8 
8 

8 

8 

7 
8 
8 

8 

7 
8 
8 

7 

8 

8 

7 
8 

7 
8 

8 

7 
8 

7 
8 

7 
8 
8 

7 

8 

7 
7 
8 

7 
8 
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Tafel  XVL 


0 

log  E^- 

Diu 

• 
• 

log  iV 

Diff. 

£0'' 

Diff. 

log  J?^'- 

Diff. 

4-  o. lOO 
4-  o.ioi 

4-    0.I02 

4-  0.I03 
4-  0.104 

o„o3  298 
On03    329 
o„o3   360 
o«o3   392 
o„o3  423 

4-  3 
4-  3 

4-  3 
4-  3 

;2 

9»|89  704 
9m89  698 
9,189  692 
9„89  686 
9ii89  681 

—  6 

—  6 

—  6 

5 

-f-  2.09  808 
4-  2.09  904 
4-  2.10  001 
4-  2.10  097 
4-  2.10  193 

4-  96 

4-  97 

4-  96 
4-  96 

9.28  302 
9.28  285 
9.28  267 
9.28  250 
9.28  233 

—  17 

—  18 

—  17 

—  17 

4-  3 

n 

6 

4-  96 

—  18 

4-  0.105 
4-  0.106 
4-  0.107 
4-  0.108 
4-  0. 109 

On03  454 
o„o3  485 

o„o3  516 

o„o3  547 

On03   579 

4-  3 
+  3 
4-  3 
4-  3 

12 

9n89  675 
9«89  669 
9„89  663 

9,189  657 
9,.89  651 

6 

-6 

6 

6 

4-  2.10  289 
4-  2.10  385 
-H  2.10  481 
4-  2.10  577 
4-  2.10  673 

4-  96 
4-  96 
4-  96 
4-  96 

9.28  215 
9.28   198 
9.28   180 
9.28   163 
9.28   146 

—  17 

—  18 

—  17 

—  17 

4-  3 

;> 

—  6 

4-  96 

—  18 

4-  0.110 

o„o3  610 

4-  3 
4-  3 
4-  3 
4-  3 

t    V 

9„89  645 

A 

4-  2.10  769 

4-  96 
4-  95 

4-  96 
4-  96 

9.28   128 

V  m 

4-   O.III 
4-    O.II2 

4-  0.113 
4-  0.114 

0,103  641 
o„o3  672 
o«o3   703 
0^03   733 

{O 

9,i89  639 
9,.89  634 
9„89  628 
9^89  622 

—  5 

—  6 

—  6 

4-  2.10  865 
4-  2. 10  960 
4-  2.11  056 
4-  2.11  152 

9.28   III 
9.28  094 
9.28  076 
9.28  059 

17 

—  17 

—  18 

—  17 

4-   : 

\l 

, 

6 

4-  96 

—  17 

4-  0.115 

4-  0. ii6 
4-  0.117 
4-  0.118 
4-  0.119 

o„o3   764 

o«o3   795 
0^03   826 

o„o3   857 
0^03   888 

4-  3 
4-  3 

4-  : 

4-  3 

9^89  616 

9,»89  610 
9„89  604 

9n89  598 
9„89  593 

6 

—  5 

4-  2.11  248 
4-  2.11  343 
4-  2. II  439 
4-  2. II  535 
4-  2. II  630 

4-  95 
4-  96 
4-  96 
4-  95 

9.28  042 
9.28  025 
9.28  007 
9.27  990 

9.27  973 

—  17 
18 

—  »7 

—  17 

4-  : 

jo 

6 

4-  96 

—  17 

4-  0.120 
4-  0.121 

4-  0.122 

o„03  918 
o»03  949 
On03  980 

4-  : 
4-  : 
4-  : 
4-  : 

9„89  587 
9„89  581 
9,»89  575 

6 

6 

—  6 

4-  2. II  726 
4-  2. II  821 
4-  2.11  917 

4-95 
4-  96 
4-  95 

4-  96 

9.27  956 
9.27  938 
9.27  921 

—  18 

—  17 

—  17 

—  17 

4-  0.123 
4-  0.124 

o„04  010 
o„04  041 

9,189  569 
9„89  563 

—  6 

4-  2.12  012 
4-  2.12  108 

9.27  904 
9.27  887 

4-  : 

;i 

—   5 

4-  95 

—  17 

4-  0.125 
4-  0. 126 

o„04  072 
o„o4  102 

4-  : 
4-  : 
4-  • 
4-  : 

jo 

1  I 

9,.89  558 
9,*89  552 

—  6 
6 

4-2.12  203 
4-2.12  299 

4-  96 
4-  95 
4-  95 
4-  95 

9.27  870 
9.27  853 

—  17 
tSt 

4-  0.127 
4-  0.128 
4-  0.129 

o,|04   133 
o„04   163 
o„04   194 

9„89   546 

9„89  540 
9,489  534 

6 
6 

4-  2.12  394 
4-  2.12  489 
4-  2.12  584 

9.27  835 
9.27  818 

9.27  801 

—  17 

—  17 

4-  : 

\o 

6 

4-  96 

—  17 

4-  0.130 
4-  0.131 
4-  0.132 
4-  0.133 
4-  0.134 

o„04  224 
o„04  254 
On04   285 
o«04  315 

o«04  345 

4-  : 
4-  : 
4-  3 
4-  : 

;o 

9„89  528 
9h89  523 
9,189  517 
9,189  5" 
9„89  505 

—  5 
6 

—  6 
6 

4-  2.12  680 
4-  2.12  775 
4-  2.12  870 
4-  2.12  965 
4-  2.13  060 

4-  95 
4-  95 
4-  95 
4-  95 

9.27  784 
9.27  767 
9.27  750 

9-27  733 
9.27  716 

—  17 

—  17 

—  17 

—  17 

-h  : 

tl 

6 

4-  95 

—  17 

4-  0.135 

Ow04  376 

4-  : 
4-  : 
4-  3 

4-  3 

te\ 

9n89  499 

—  5 

—  6 

6 
6 

4-  2.13  155 

4-  95 
4-  95 
4-  95 
4-  95 

9.27  699 

V  m 

4-  0.136 
4-  0.137 
4-  0.138 
4-  0.139 

o„04  406 
o„04  436 
0,^04  466 
o„04  497 

>o 

;o 

9m89  494 
9,.89  488 
9,189  4«^ 
9,189  476 

4-  2.13  250 
4-  2.13  345 
4-  2.13  440 
4-  2.13  535 

9.27  682 
9.27  664 
9.27  647 
9.27  630 

'7 
18 

—  17 

—  17 

4-  3 

;o 

6 

4-  95 

—   17 

4-  0.140 

o„04  527 

4-  3 
4-  3 
4-  3 
4-  3 

t  r\    t 

9n89  470 

—  5 
6 

6 

6 

4-  2.13  630 

4-  95 
4-  94 
4-  95 
4-  95 

9.27  613 

•  m 

4-  0.141 
-j-  0.142 
4-  0.143 
4-  0.144 

0|,04  557 
o„04  587 
o„04  617 
o„04  647 

,0     1 

;o 

{o 

;o 

9„89  465 
9„89  459 
9t,89  453 
9,/89  447 

4-  2.13  725 
4-  2.13  819 
4-  2.13  914 
4-  2.14  009 

9.27   596 

9-27  579 
9.27  562 

9.27   545 

17 

—  17 

—  17 

—  17 

4-  : 

;o 

5 

4-  95 

16 

4-  0.145 
4-  0.146 

4-  0.147 
4-  0.148 

4-  0.149 

o„04  677 
o„o4  707 
o„o4  737 
o„04  767 
On04  797 

4-  3 
4-  3 
4-  3 
4-  3 

;o 
;o 
;o 
;o 

9«89  442 
9n89  436 
9«89  430 
9,189  424 
9n89  4»9 

6 
6 
6 

—  5 

4-  2.14  104 
4-  2.14  198 

-h   2.14  293 

4-  2.14  388 
4-  2.14  482 

4-  94 
4-  95 
4-  95 
4-  94 

9.27  529 
9.27  5>2 

9  27  495 
9.27  478 
9.27  461 

—  17 

—  17 
»7 

—  17 

4-  3 

;o 

6 

4-  95 

—   17 

4-  0.150 

o„04  827 

9„89  4« 3 

4-  2.14  577 

9.27  444 

1 

6t9     

■ 

1 

Tafel  XVI. 

m 

« 

K.g  }■:/ 

Di  ff. 

lüs  £,- 

Ditf. 

E.'- 

IHff. 

lüg  AV 

Diff. 

+    O.I5D 

-H  o-ts' 
+  o.'i» 
+  O.I53 
+   o.'!4 

o.,o4  B17 
o„04   856 
o,.04   »86 
o„04   916 
o„04  946 

=  __.- 

+  3° 
+  30 
+  30 

9„89  4'J 
9„89  407 
9«89   401 
9-89    396 
9„89    390 

-6 

+  I 
+  I 
+  1 
+  1- 
+  » 

H  ST7 
14  671 
.4  766 
14  860 
'4  9SS 

+  94 
+  95 

+  94 
+  95 

9. »7  444 
9.17  417 
9.17  410 
9.17  393 

9. »7   376 

—  17 

—  '7 

—  «7 

+  30 

+  94 

+  °."5S 
-h  0..56 

+    OST 

0-04   976 
0,05   005 
o„05  oj; 

+  19 
+  30 
+  30 
+  19 

9«89   3B4 
9..«9   J78 
9«B9   J7S 

z] 

+  1. 
+  I 

+     2- 

15  049 
'i    '41 
■  5   zlB 

+   94 
+   9i 
+  94 
-H  94 

9-^7    JS9 
9-17  143 

9.17  316 

—  16 

—  '7 

+   o."i« 

o„os   06s 
o„os   094 

9.,89   367 
9»89   36' 

-l 

+    1. 
+    '■ 

'S  33' 

t;  416 

9.17  109 
9. IT   191 

—    17 

+  30 

+   94 

+   0..60 
+   0.161 
+   =..61 

o„os    114 

0-05  m 

o„05    18] 

+  19 

+   1° 
+  19 
+  30 

9,.89   3SS 
9,189   150 
9«89   3+4 

Zi 

+     1 

15  sio 
15   614 

15   T09 

+   94 
+   9S 
+   94 
+   94 

9.17   17s 
9.17  159 
9.17  14» 

—  16 

—  >7 

tl:Z 

o„oi    ZI 2 
o„o(    141 

9„89   338 
9n«9   331 

-6 

+     J- 

.5   803 
'S  897 

9-17  "S 
9.17  108 

-    \l 

+  19 

+  94 

+  0.16} 
+  0..66 
+  0.T67 
-H  0..68 
+  0,169 

o„o(   171 
o„os    30 ] 
o„05    330 
0-.0!    359 

+  30 
■i-   19 
+   i9 
+    30 

+   19 

9„89    J27 
9„89    iz, 
•).M  J'i 
9„89   Jlt> 
9»89   J04 

zl 

+     J. 
+    »- 
+    I- 

i   991 

16  ois 

■  6   179 
16   173 
16  1S7 

+   94 
+   94 
+  94 
+   94 
+  94 

9.17   191 
9-17   175 
9. »7    .58 
9-»7  M" 
9- »7   tiS 

~   16 

—  '7 

—  '7 

—  tS 

—  17 

+   o.iTO 

o,.05   4>B 

+   19 
+   jo 
+   19 
+   19 

9„89   19B 

+    1. 

15  46. 

+   91 

tu 

+  94 

9.17   loS 

+   0-17' 
+    0,.7» 

+  0.173 

o„os   447 
0„O5   477 
o,.os    506 

9-89   »9» 
9-89   »87 
9-89   181 

-6 

+    «■ 
+     1. 

6  554 
6   648 
'6  74» 

9   »7   091 
9.17   074 
9-17   ojS 

—   17 

+  0.174 

o„0i    SJ5 

9-89   175 

+     2. 

16   B16 

9.17   041 

+   19 

+  93 

+   "-"75 
+   D.176 
+   0,177 
+   o.,7S 
+  "-'79 

o.,0  5   S64 
o„05    591 
o„o(   6zi 
o„oj    653 
o„o;   681 

+   =9 
+   J9 
4-    JO 
+    19 

-H  19 

9„89   .70 
9-89   164 

9-89  ija 
9-89  »53 
9-89  147 

-6 

+    i. 

16  9»9 

'7  013 

7   110 

17  304 

+   94 

+   94 
+   93 
+   94 
+   94 

9.17  014 
9.17   008 
9.16   99. 
9.16   974 
9, »6   958 

—  i5 

—  '7 

—  16 

+  o.iflo 

o„os    710 

+  19 
+  "> 
+  19 

+  19 

q-89  141 

+     »■ 

17  398 

+   93 
+  04 
+   93 
+   93 

9.16   941 

+  0.181 

o-o!    739 

9-89  136 

4-  1. 

»7  491 

9.16   915 

+  0.181 

o„o5    76  B 

9„8q     130 

+  1- 

7   585 

9.16  90» 

+   o,.8j 

o„05    797 

9-89     ■'I4 

+  i- 

17  678 

9.16   891 

—  16 

+   0..8,, 

0„O5   816 

9„89   119 

+  I- 

7   771 

9.16   875 

+    iS 

+   94 

+   0.18s 
+   0..86 
-f   0.18T 
+   O.I98 
+   0..89 

0„oi   II54 
o„o5   BBj 

o,.o|r  911 

0„O5    941 

0,05  970 

+  19 
+  19 

+  19 

+   »9 
+   19 

9-S9   "3 
9-89   107 
9„«9  'o, 
9„B9   196 
9„g9    190 

~l 

+  1. 
+  »■ 
+  2- 

+  »■ 

17   865 

17  9i« 
8  OS' 

18  14s 
IK   i}8 

+  93 
+   93 
+   94 
+   93 
+  93 

9.16  8;e 
9.16  84» 
9.16  H15 
9.16  Bog 
9.16  791 

—  '7 

—  16 

—  16 

+   0..90 
-i-   o->9i 
+   0.191 

0..05   999 

+   18 
+   19 
+   19 

+    i8 

9»89    18S 
9„89    '79 
9-89    171 

zi 

+  2- 

+  I. 

18  33' 

IB  4»4 
.8   518 

+  93 
+   94 
+   91 
+  93 

9.16  776 
9.16  7S9 

9.16   74J 

~'i 

+   0.195 

+   0-'94 

o"o6  08; 
o„o6   itj 

9-89   '68 
9^89   l6t 

-6 

;:;;: 

9.16   716 
9.15  7'o 

zl 

+   29 

+  93 

+  0.19s 
+   0.196 

o„o6    141 
o„o6   171 
o„o6    .9« 

+   19 
-1-   18 
1-    19 

9-89    'S6 
9-89    '5' 
9,.89    t45 

-6 

+  I- 

18  797 
lg  890 

.8   981 

+   91 
+   91 
+   91 
+  93 

g,i6  691 
9.16  677 
9.16  660 

-\l 

+   0.198 

o„o6   ii8 

9„89   139 

+  1- 

19  076 

9.16  544 

+   0.199 

o„o6    156 

9-89    134 

+  I- 

■  9   169 

9.16  61B 

■f-  ly 

+  93 

+   °-'°° 

o.,o6    .85 

q„89    tlB 

+  2 

19   161 

9.16   Sil 

1 

L 

^ 

^^ 

■ 

^ 

78' 

^ 

^ 

620 


Tafel  XVI. 


0 

log  B/^ 

Diff. 

log  E,- 

Diff. 

^o*- 

Diff. 

log  ^Z 

'  Diff 

-|-  0.200 
4-  0.201 
4-  0.202 

4-  0.203 
4-  0.204 

o„o6  285 
o„o6  313 
o„o6  342 
o„o6  370 
On06  399 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

28 

29 
28 

29 
28 

9,189  128 
9h89  123 
9m89  117 
91,89  1" 
9h89  »06 

1  -  6 
—  5 

6 

4-  2.19 
4-  2.19 
4-  2.19 
4-  2.19 
4-  2.19 

262 

355 
448 
540 
633 

4-  93 
4-  93 
4-  92 
4-  93 

4-  93 

9.26  611 
9  26  595 
9.26  578 
9.26  562 
9.26  546 

i  —  16 

—  17 
1  —  16 

1  —  16 

1 

—  17 

-\-   0.205 

4-  0.206 
4-  0.207 
4-  0.208 
4-  0.209 

o„o6  427 
o„o6  455 
o,io6  484 
o„o6  512 
0^06  540 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

28 
29 
28 
28 

29 

9„89  100 
9„89  094 
9„89  0H9 
9« 89  083 
9„89  078 

6 

—  5 
6 

—  5 
6 

4-  2.19 
4-  2.19 
4-  2.19 

4-2.20 
4-2.20 

726 
819 
911 
004 

097 

4-  93 

4-  92 

4-  93 

I  4-  93 

4-  92 

9.26  529 
9-26  513 
9.26  496 
9.26  480 
9.26  464 

—  16 

»7 

—  16 

—  16 

—  17 

4-  0.210 
4-  0.211 
4-  0.212 
4-  0.213 
-h  0.214 

o„o6  569 
o„o6  597 
o„o6  625 
o«o6  653 
0^06  681 

4- 
4- 
4- 

4- 

4- 

28 
28 
28 
28 

28 

9n89  072 
9m89  066 
9«89  061 
9m89  055 
9h89  050 

6 

—  5 

—  6 

6 

4-  2.20 

4-  2.20 
4-  2.20 
4-  2.20 
4-  2.20 

189 
282 

374 
467 

559 

4-  93 
4-  92 

4-  93 
4-  92 

4-  93 

9.26  447 
9.26  431 
9.26  415 
9.26  399 
9.26  382 

'  —  16 

—  16 

.  —  17 

—  16 

4-  0.215 
-i-  0.216 
4-  0.217 

4-  0.218 

4-  0.219 

o„o6  709 
0^06  738 
o„o6  766 
o„o6  794 
o„o6  822 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

29 
28 
28 
28 

28 

9^89  044 
9h89  038 
9„89  033 
9„89  027 
9«89  022 

6 

—  5 

—  6 

5 
6 

4-2.20 
4-  2.20 
4-2.20 
4-  2.20 
4-  2.21 

652 

744 

837 

929 
021 

4-  92 
4-  93 
4-  92 
4-  92 

4-  92 

9.26  366 
9.26  350 
9.26  334 
9-26  317 
9.26  301 

'    ,6 
—  16 

17 

—  16 

—  16 

-\-  0.220 
4-  0.221 
4-  0.222 
4-  0.223 
4-  0.224 

o„o6  850 
0^06  878 
Oy,o6  906 
o„o6  934 
0^06  961 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

28 
28 
28 

27  ^ 

28 

9«89  016 
9h89  011 
9h89  005 
9« 8 8  999 
9n88  994 

—  5 

—  6 

6 

—  5 
6 

4-  2.21 
4-  2.21 
4-  2.21 
4-  2.21 
4-  2.21 

"3 

206 

298 

390 
482 

4-  93 
4-  92 
4-  92 

4-  92 
4-  92 

9.26  285 
9.26  269 
9.26  252 
9.26  236 
9.26  220 

'  —  16 

f 

»7 

—  16 

,  -  16 

i  —  16 

4-  0.225 

-i-  0.226 
4-  0.227 
4-  0.228 
4-  0.229 

o„o6  989 
0^07  017 
o„07  045 

o„07  073 
0^07  10 I 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

28 
28 
28 
28 

27 

9,.88  988 
9,.88  983 
9„88  977 
9»88  972 
9„88  966 

5 

—  6 

5 

—  6 

5 

4-  2.21 
4-  2.21 
4-  2.21 
4-  2.21 
4-  2.21 

574 
667 

759 
851 
943 

4-  93 
4-  92 
4-  92 
4-  92 

4-  92 

9.26  204 
9.26  188 
9.26  171 
9.26  155 
9.26  139 

16 

—  17 

—  16 

—  16 

—  16 

-f-  0.230 
4-  0.231 
4-  0.232 
4-  0.233 
4-  0.234 

o„07  128 
o„07  156 
0;,07  184 
o„07  211 
o„07  239 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

28 
28 

27 
28 

28 

9„88  961 
9„88  955 
9/|88  949 
9„88  944 
9«88  938 

—  6 

—  6 

5 

4-  2.22 
4-  2.22 
4-  2.22 
4-  2.22 
4-  2.22 

035 
127 

219 
310 

402 

4-  92 
4-  92 
4-  91 
4-  92 

4-  92 

9.26  123 
9.26  107 
9.26  091 
9.26  075 
9.26  059 

—  16 
16 

;      16 
16 

—  16 

4-  0.235 
4-  0.236 
4-  0.237 
4-  0.238 
-h  0.239 

o„07  267 
o„07  294 
o„07  322 
0^07  350 
o„o7  377 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

27 
28 
28 

27 
28 

9«88  933 
9„88  927 
9„88  922 
9«88  916 
9m88  9" 

6 

5 
6 

—  5 

6 

4-  2.22 
4-  2.22 
-j-  2.22 
4-  2.22 
4-  2.22 

494 
586 

678 

769 
861 

4-  92 
4-  92 

4-  91 
4-  92 

4-  92 

9.26  043 
9.26  026 
9.26  010 

9.25  994 
9.25  978 

—  17 

-  16 
16 
16 

16 

4-  0.240 

4-  0.241 
4-  0.242 
4-  0.243 
4-  0.244 

o„07  405 
o„07  432 

o„07  460 

o„07  487 

o„07  514 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

27 
28 

27 
27 

28 

9n88  905 
9^88  900 
9«88  894 
9„88  889 
9«88  883 

—  5 
6 

—  5 

—  6 

5 

4-2.22 
4-  2.23 
4-  2.23 
4-  2.23 
4-  2.23 

953 

044 
136 

228 
319 

4-  91 
4-  92 
4-  92 
4-  91 

4-  92 

9.25  962 
9.25  946 
9.25  930 

9.25  914 
9.25  898 

—  16 
16 
16 
16 

—  16 

4-  0.245 
4-  0.246 

4-  0.247 
4-  0.248 
4-  0.249 

0^07  542 
o„o7  569 
o«07  596 
o„o7  624 
o„07  651 

4- 
4- 
4- 

4- 

4- 

27 
27 
28 

27 

27 

9h88  878 
9„88  872 
9h88  867 
9,^88  861 
9„88  856 

—  6 

5 
6 

—  5 
6 

4-  2.23 
4-  2.23 
4-  2.23 
4-  2.23 
4-  2.23 

411 

502 

594 
685 

776 

4-  91 
4-  92 
4-  91 
4-  91 

4-  92 

9.25  882 
9.25  866 

9.25  850 
9.25  834 
9.25  818 

—  16 
16 
16 
16 

16 

4-  0.250 

0^07  678 

9n88  850 

4-  2.23 

868 

9.25  802  1 

1 

6S4 
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6 

log  E.J' 

Diff. 

log  i7 

9^88  850 
9„88  845 
9„88  839 
9„88  834 
9^88  828 

Diff. 

^0 

Diff. 

log^'- 

Diff 

4-  0.250 
4-  0.251 
4-  0.252 
+  0.253 
4-  0.254 

o»07  678 
0^07  706 
o„07  733 
On07  760 
On07  787 

4-  28 

4-  27 
4-  27 
4-  27 

5 
6 

—  5 

—  6 

4-  2.23  868 
4-  2.23  959 

4-  2.:^4  051 
H-  2.24  142 
4-  2.24  233 

4-  91 
+  92 
4-  91 
4-  91 

9.25  8o2 

9.25  786 
9.25  770 

9.25  754 
9.25  739 

16 

—  16 

16 

'5 

4-  27 

5 

4-  91 

16 

4-  0.255 
4-  0.256 
4-  0.257 
4-  0.258 
4-  0.259 

o„o7  814 
o„07  841 
o„07  869 
Ort07  896 
On07  9*3 

4-  27 
-h  28 

4-  27 
4-  27 

-h  27 

9„88  823 
9„88  817 
9„88  812 
9„88  806 
9„88  801 

6 

—  5 
6 

—  5 

—  6 

4-  2.24  324 
4-  2.24  415 
4.  2.24  507 
4-  2.24  598 
4-2.24  689 

4-  91 
4-  92 
4-  91 
4-  91 

+  91 

9.25  723 
9.25  707 
9.25  691 
9.25  675 
9.25  659 

—  16 

—  16 

—  16 
16 

—  16 

4-  0.260 

4-  0.261 
4-  0.262 
4-  0.263 
4-  0.264 

o„o7  950 
o„07  977 
o„o8  004 
o„o8  031 
0^08  058 

4-  27 
4-  27 
4-  27 
4-  27 

4-  27 

'.„88  795 
9,»88  790 
9^88  784 
9n88  779 
9n88  773 

—  5 
6 

—  5 
-6 

5 

4-2.24  780 
4-  2.24  871 
4-  2.24  962 
4-2.25  053 
4-  2.25  144 

4-  91 
4-  91 
4-  91 
4-  91 

4-  9» 

.9.25  643 
9.25  627 
9.25  612 
9.25  596 
9.25  580 

16 

«5 

—  16 

—  16 

—  16 

4-  0.265 
4-  0.266 
4-  0.267 
4-  0.268 
4-  0.269 

o„o8  085 
o„o8  III 
o„o8  138 
o„o8  165 
0^08  192 

H-  26 

4-  27 
4-  27 
4-  27 

4-  27 

9„88  768 
9h88  762 
9n88  757 
^„88  751 
9«88  746 

6 

—  5 
6 

5 

—  6 

4-  2.25  235 
4-  2.25  326 
4-  2.25  417 
4-2.25  507 
4-  2.25  598 

+  91 
4-  91 
4-  90 
4-  91 

4-  91 

9.25  564 
9.25  548 
925  532 

9-25  517 
9.25  501 

16 
16 

15 

—  16 

—  16 

4-  0.270 
4-  0.271 

4-  0.272 

4-  0.273 
4-  0.274 

o„o8  219 
o„o8  246 
o„o8  272 
o„o8  299 
o„o8  326 

4-  27 
4-  26 

4-  27 
4-  27 

4-  27 

9i»88  740 
9n88  735 
9»88  730 
9„88  724 
9„88  719 

—  5 

—  5 
6 

—  5 
6 

4-  2.25  689 
4-  2.25  780 
4-  2.25  871 
4-  2.25  961 
-\-  2.26  052 

4-  91 

4-  91 
4.  90 

+  91 
4-  91 

9.25  485 
9.25  469 

9-25  454 
9.25  438 
9.25  422 

—  16 

15 

—  16 

16 
16 

4-  0.275 

4-  0.276 

4-  0.277 
4-  0.278 
4-  0.279 

o«o8  353 
Ono8  379 
o„o8  406 
o„o8  432 
o»o8  459 

4-  26 

4-  27 
4-  26 

4-  27 

+  ^7 

9„88  713 
9„88  708 
9„88  702 
9n88  697 
9n88  691 

5 

—  6 

—  5 
6 

—  5 

4-  2.26  143 
4-2.26  233 
4-  2.26  324 
4-  2.26  414 
4-2.26  505 

-h  90 
4-  91 
-h  90 
4-  91 

4-  90 

9.25  406 
9.25  391 

9.25  375 
9-25  359 
9.25  343 

—  15 
16 

—  16 
16 

15 

4-  0.280 

4-  0.281 
4-  0.282 
4-  0.283 
4-  0.284 

o„o8  486 
o„o8  512 
o„o8  539 
o„o8  565 
o„o8  592 

4-  26 

4-  27 
4-  26 
4-  27 

-h  26 

9„88  686 
9^88  681 

9n88  675 
9„88  670 
9,, 8 8  664 

—  5 
6 

—  5 

—  6 

—  5 

4-  2.26  595 

4-  2.26  686 
4-2.26  776 

4-  2.26  867 
4-  2.26  957 

4-  91 
4-  90 
4-  91 
4-  90 

4-  90 

9.25  328 

9.25  312 
9.25  296 
9.25  281 
9.25  265 

16 
16 

—  «5 
16 

16 

4-  0.285 
H-  0.286 

4-  0.287 

H-  0.288 

4-  0.289 

o„o8  618 
0^08  645 
0^08  671 
On08  697 
On08  724 

-i-  27 
4-  26 
4-  26 

4-  27 

4-  26 

9n88  659 
9m88  654 
9;f88  648 
9„88  643 
9n88  637 

—  5 
6 

—  5 
6 

—  5 

4-2.27  047 

4-  2.27  138 
4-  2.27  228 

4-  2.27  3»8 
4-2.27  408 

4-  91 

4-  90 
4-  90 

4-  90 
-h  91 

9.25  249 

9.25  234 
9.25  218 
9.25  203 
9.25  187 

—  15 
16 

—  «5 
16 

16 

4-  0.290 
4-  0.291 
4-  0.292 
+  0.293 
4-  0.294 

o„o8  750 
o„o8  776 
o„o8  803 
o„o8  829 
On08  855 

4-  26 

4-  27 
-1-  26 
-f  26 

4-  27 

9„88  632 
9n88  626 
9„88  621 
9„88  616 
9„88  610 

6 

—  5 

—  5 
6 

5 

4-  2.27  499 
4-  2.27  589 
4-  2.27  679 
4-  2.27  769 
4-  2.27  859 

4-  90 
4-  90 
4-  90 
-h  90 

-f  90 

9.25  171 
9.25  156 
9.25  140 
9.25  125 
9.25  109 

—  »5 
16 

—  15 
16 

16 

4-  0.295 
.4-  0.296 
4-  0.297 
4-  0.298 
4-  0.299 

0^08  882 
o,,o8  908 
o„o8  934 
o„o8  960 
o„o8  986 

+  26 
4-  26 
+  26 
4-  26 

4-  26 

9„88  605 
9„88  599 
9m88  594 
9f|88  589 
9»88  583 

6 

—  5 

—  5 
6 

5 

4-  2.27  949 
4-  2.28  039 

4-  2.28  129 
4-  2.28  219 

4-2.28  309 

4-  90 
4-  90 

+  90 
4-  90 

4.  90 

9.25  093 
9.25  078 
9.25  062 
9.25  047 
9.25  031 

—  »5 
16 

—  15 
16 

—  15 

4-  0.300 

0^09  012 

9n88  578 

4-  2.28  399 

9.25  016 

622 
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e 

4-  0.300 
4-  0.301 

log  E/ 

0^09  012 
o«09  039 

Diff. 

4-  27 
4-  26 
4-  26 
4-  26 

log  iV 

I>iff. 

1 

i 

^0^ 

IMff. 

log  EJ^ 

Diff. 

9«88  578 
9,.88  5?3 

5 
f. 

-h  2.28  399 
4-2.28  489 

4-  90 
4-  90 
4-  90 
4-  89 

9.25  016 
9.25  000 

-.6 

4-  0.302 
4-  0.303 
4-  0.304 

0^09  065 
o„09  091 
o„09  117 

9^88  567 
9h88  562 
9„88  556 

5 
6 

4-  2.28  579 
+  2.28  669 
4-  2.28  758 

9.24  985 
9.24  969 
9.24  954 

"5 
—  16 

"5 

4-  26 

:    5 

4-  90 

—  16 

4-  0.305 

o„09  143 

4-  26 
4-  26 
4-  26 
4-  26 

9«88  55» 

r 

+  2.28  848 

4-  90 
4-  90 
4-  89 
4-  90 

9.24  938 

•  m 

4-  0.306 
4-  0.307 
4-  0.30« 
4-  0.309 

0^09  169 
o„09  195 
o„o9  221 
o„09  247 

9„88  546 
9^88  540 
9n88  535 
9*88  530 

5 
6 

4-  2.28  938 
4-  2.29  028 
4-  2.29  117 
4-2.29  207 

9.24  923 
9.24  907 
9.24  892 
9.24  877 

-    15 
16 

—  «5 

-h  26 

4-  90 

16 

4-  0.310 
4-  0.31 I 
4-  0.312 
4-  0.313 
4-  0.314 

o«09  273 
Oh09  298 
o„09  324 
o„09  350 
o«09  376 

4-  25 
-}-  26 
4-  26 
4-  26 

4-  26 

9h88  524 

9h88  S19 
91.88  513 
9«88  508 
9„88  503 

4-  2.29  297 
4-  2.29  386 
4-  2.29  476 
4-  2.29  565 
4-  2.29  655 

4-  89 
4-  90 
4-  89 
4-  90 

4-  89 

9-24  861 
9.24  846 
9.24  830 
9.24  815 
9.24  799 

—  15 

—  16 

—  15 

—  16 

4-  0.315 
4-  0.316 
4-  0.317 
4-  0.318 
4-  0.319 

o„09  402 

o„o9  428 

o„o9  453 

Ow09  479 
On09  505 

4-  26 
4-  25 
4-  26 
4-  26 

4-  26 

9«88  497 
9„88  492 
9«88  487 
9m88  481 
9»88  476 

—  6 

4-  2.29  744 
4-  2.29  834 
4-2.29  923- 
4-  2.30  013 

4-  2.30  i02 

4-  90 
4-  89 
4-  90 
4-  89 

4-  89 

9.24  784 
9.24  769 

9-24  753 
924  738 
9.24  723 

15 

—  16 

15 

-  16 

4"  0.320 
4-  0.321 
-|-  0.322 
4-  0.323 
4-  0.324 

o«o9  531 
0^09  556 

o„09  582 

0,^09  608 

Oh09  633 

4-  25 
4-  26 
4-  26 
4-  25 

4-  26 

9,188  471 
9h88  465 
9,,88  460 
9«88  455 
9n88  449 

—  5 

4-  2.30  191 
4-  2.30  2R1 
4-  2.30  370 
4-  2.30  459 
4-  2.30  548 

4-  90 
4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  90 

9.24  707 
9.24  692 
9.24  67T 
9.24  661 
9.24  646 

15 

M 
—  16 

15 
15 

4-  0.325 
-|-  0.326 
4-  0.327 
4-  0.32« 
4-  0.329 

o„09  659 
o«09  684 
o„09  710 
o«09  735 
0^09  761 

4-  25 
-h  26 
4-  25 
4-  26 

4-  25 

9h88  444 
9«88  439 
9h88  433 
9,|88  428 
9«88  423 

—  6 

4-  2.30  638 
4-  2.30  727 
4-  2.30  816 
4-  2.30  905 
4-  2.30  994 

4-  89 
4-  89 
-h  89 
-H  89 

-h  89 

9.24  631 
9.24  615 
9.24  600 
9.24  585 
9.24  569 

16 

-\\ 

—   16 

15 

4-  0.330 
4-  0.331 
4-  0.332 
4-  0.333 
4-  0.334 

o„o9  786 
0^09  81 2 
o«09  837 
o„o9  863 
o„09  888 

4-  26 
4-  25 
4-  26 
-h  25 

4-  26 

9,|88  417 
9«88  412 
9„88  407 
9„88  402 
9„88  396 

4-  2.31  083 
4-  2.31  172 
4-  2.31  261 
-h  2.31  350 
4-  2.31  439 

4-  89 
4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  89 

9.24  554 
9- 24  539 
9.24  524 
9.24  508 
9.24  493 

—  15 

15 

—  16 

"5 
"5 

4-  0.335 
4-  0.336 
4-  0.337 
4-  0.33« 
4-  0.339 

o„09  914 
o„o9  939 

0^09  964 
o„09  990 

o„io  015 

4-  25 
4-  25 
4-  26 
4-  25 

+  25 

9h88  391 
9«88  386 
9„88  380 
91.88  375 
9«88  370 

—  5 

4-  2.31  528 
4-  2.31  617 
4-  2.31  706 

4-  2.31  795 
4-2.31  884 

4-  89 
4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  88 

9.24  478 
9.24  463 
9.24  447 

9.24  432 
9.24  417 

15 
—  16 

15 
»5 

15 

4-  0.340 
4-  0.341 
4-  0.342 
4-  0.343 
4-  0.344 

o„io  040 
o„io  065 
o^io  091 
o„io  116 

0^10  141 

4-  25 
4-  26 
4-  25 
4-  25 

4-25 

9h88  364 
9«88  359 
9,.88  354 
9,.88  349 
9«88  343 

—  6 

4-  2.31  972 
4-  2.32  061 
4-  2.32  150 
4-  2.32  239 
4-  2.32  327 

4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  88 
4-89 

9.24  402 
9.24-38:» 

9.24  372 

9.24  356 

9.24  341 

»5 

—  15 

—  16 

15 
>5 

4-  0.345 
4-  0.346 
4-  0.347 
4-  0.348 
4-  0.349 

0,^10  166 

0^10  191 
o„io  217 
0,^10  242 
o„io  267 

4-  25 
4-  26 
-h  25 
4-  25 

4-  25 

91.88  338 
9«88  33  3 
9„88  327 
9„88  322 
9^88  317 

5 

4-  2.32  416 
4.  2.32  505 

-h  2.32  593 
4-  2.32  682 
4-  2.32  770 

4-  89 

4-  88 

4-  89 

4-  88 

4-  89 

9.24  326 
9.24  311 
9.24  296 
9.24  281 
9.24  266 

—  «5 
»5 
"5 

15 

—  16 

4-  0.350 

0^10  292 

9n88  3« 2 

4-  2.32  859 

9.24  250 

623 
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4-  0.350 
4-  0.351 
4-  0.352 
4-  0.353 
4-  0.354 

log  BT 

o„io  292 
o„io  317 
o„io  342 
o,»io  367 

0,1 10  392 

Diff. 

4-  25 
4-  25 
4-  25 
4-  25 

log  iV 

9„88  312 
9«88  306 
9ii88  301 
9n88   296 
9ii88   291 

Diff. 
6 

üb'" 

Diff. 

log 

9.24 
9.24 
9.24 
9.24 

9.24 

250 

235 
220 

205 

190 

Diff. 

4-  2.32  859 
-f  2.32  947 

4-  *-33  036 

4-  2.33  124 
•4-  2.33  213 

4-  88 

4-  89 

4-  88 
4-  89 

4-  ^5 

—  6 

4-  88 

4-  0.355 

o„io  417 

4-  25 
4-  25 
4-  25 
4-  25 

9„88  285 

4-  2.33  301 

4-  88 
4-  89 
4-  88 
4-  88 

9.24 

175 

4-  0.356 
4-  0.357 
4-  0.358 
4-  0.359 

o„io  442 
o„io  467 
o„io  492 
o„io  517 

9,^88  280 
9/i88  275 
9„88   270 
9„88   264 

4-  2.33  389 
4-  2.33  478 
4-  2.33  566 
4-  2.33  654 

9.24 
9.24 
9.24 
9.24 

160 

HS 
130 

"5 

4-  25 

4-  89 

4-  0.360 
4-  0.361 
4-  0.362 
4-  0.363 
4-  0.364 

o„io  542 
o„io  566 
o„io  591 
o„io  616 
o„io  641 

4-  24 
4-  25 
4-  25 
4-  25 

4-  25 

9m88  259 
9„88   254 
9«88   249 
9«88  243 
9»i88  238 

4-  2.33  743 
4-  2.33  831 
4-  2.33  919 
4-2.34  007 
4-  2.34  095 

4-  88 
4-  88 
4-  88 
4-  88 

4-  89 

9.24 
9.24 
9.24 
9.24 
9.24 

100 
085 

070 

055 
040 

4-  0.365 
4-  0.366 
4-  0.367 
4-  0.368 
4-  0.369 

0|,io  666 
o,)io  690 
o„io  71s 
o„io  740 
o„io  765 

4-  24 
4-  25 
4-  25 
4-  25 

4-  24 

9„88   233 
9,^88  228 
9^,88  222 
9m88   217 
9^88   212 

4-  2.34  184 
4-  2.34  272 
4-  2.34  360 
4-  2.34  448 
4-  2.34  536 

4-  88 
4-  88 
4-  88 
4-  88 

4-  88 

9.24 
9.24 
9.23 
9.23 
9-*3 

025 
010 

995 
980 

965 

4-  0.370 
4-  0.371 
4-  0.372 
4-  0.373 
4-  0.374 

o„io  789 
o„io  814 
o„io  839 
o,,io  863 
0,^10  888 

4-  25 
4-  25 
4-  24 
4-  25 

4-  24 

9„88   207 
9,^88   201 
9,.88    196 
9«88   191 
9,(88    186 

4-  2.34  624 
4-  2.34  712 
4-2.34  800 

4-  2.34  888 

4-  2.34  975 

4-  88 
4-  88 
4-  88 

4-  87 

4-  88 

9.23 

9-23 

9.23 
923 

9.*3 

950 

935 
920 

905 
890 

4-  0.375 
4-  0.376 
4-  0.377 

o,,io  912 
o„io  937 
o,,io  961 

4-  25 
4-  24 
4-  25 
4-  24 

9„88    181 
9„88    175 
9„88    170 

4-  2.35  063 
4-  2  35  151 
4-  2.35  239 

4-  88 
4-  88 
-i-  88 

4-  87 

9-23 

9.^3 
9.23 

875 
860 

845 

—  15 

4-  0.378 
4-  0.379 

o„io  986 
o„ii  010 

9„88    165 
9„88    160 

4-  2.35  327 
4-  2.35  414 

9.23 
9.23 

831 
816 

4-  25 

4-  88 

—    I  5 

4-  0.380 
4-  0.381 
4-  0.382 
4-  0.383 
4-  0.384 

o„ii   035 
o„ii   059 
o„ii   084 
o„ii    108 
o„ii    133 

4-  24 
4-  25 
4-  24 
4-  25 

4-  24 

9„88   155 
9„88   149 
9«88    144 
9„88    139 
9h88   134 

4-  2.35  502 
4-  2.35  590 
4-  2.35  677 
4-  2.35  765 
4-  2.35  853 

4-  88 

4-  87 

4-  88 
4-  88 

4-  87 

9.23 
9.23 
9.23 
9.23 
9.23 

Xoi 
786 

771 
756 

74« 

—    15 

4-  0.385 
4-  0.386 

4-  0.387 
4-  0.388 
4-  0.389 

o„ii    157 
o„ii   181 
o„ii    206 
o„ii   230 
o„n   254 

4-  24 
4-  25 
4-  24 
4-  24 

4-  25 

9„88    129 
9„88    123 
9„88    118 
9„88   113 
9,i88    108 

4-  2.35  940 
4-  2.36  028 
4-  2.36  115 
4-  2.36  203 
4-2.36  290 

4-  88 

4-  87 

4-  88 

4-  87 

4-  88 

923 
9.23 
9.23 
9.23 
9-23 

727 
712 

697 
682 
667 

4-  0.390 
4-  0.391 
4-  0.392 

o„ii    279 
o„ii    303 
o>,ii    3*7 

4-  24 
4-  24 
4-  25 
4-  24 

9«88   103 
9«88  097 
9«88  092 

—     5 

4-  2.36  378 
4-  2.36  465 
4-  2.36  ^53 

-h  87 
4-   88 

4-  87 
4-  87 

923 
9.23 
9-23 

652 
638 
623 

4-  0.393 
4-  0.394 

o„ii    352 
o„ii   376 

9„88  087 
9„88  082 

...   ^ 

4-2.36  640 
4-  2.36  727 

9.23 
9.23 

608 
593 

4-  24 

4-  88 

4-  0.395 
4-  0.396 
4-  0.397 
4-  0.398 
4-  0.399 

o„ I 1   400 
o„ii  424 
o„ii  448 
o„ii   472 
o„ii   497 

4-  24 
4-  24 
4-  24 
4-  25 

4-  24 

9„88  077 
9„88  072 
9„88  066 
9„88  06 1 
9.188  056 

—  s 

4-  2.36  815 
4-  2. 36  902 
4-. 2. 36  989 

4-  2.37  077 
4-2.37  164 

4-  87 
4-  87 

4-  88 
4-  87 

4-  87 

9.23 

9-*3 
9.23 

9.23 
9.23 

579 
564 
549 
534 
520 

—   >5 

4-  0.400 

o„ii    521 

9«88  051 

4-  2.37  251 

9.23 

S05 

622 
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a 

4-  0.500 
4-  0.501 

■4-  o.50i 
4-  0.505 
-h  0.504 

lo*r  £/ 

Diff. 

—  26 

—  zn 

log  je:/     Diff. 

^" 

Diff. 

log  JF/ 

;    Diff. 

0^09    012 

0*09  C5<i 

C.,C9   Cqi 
O^CQ    11- 

1 

4-  2.2«  399 
-h  2.2g  4«9 

4-    2.2g    579 

-r  2-2g  669 

-h  2.2g  -58 

-h  90 
4-  90 
4-  90 
4-89 

9.25  016 
9.25  000 
9.24  985 
9.24  969 
9.24  954 

-16 

—  »5 
-16 

-IS       1 

—  26 

» 

j 

4-  90 

-,6       1 

-1-  c.5^> 

-r-  o.5rf> 

-^  0.50'« 

r.oo   14-5 
r,oa   m 

2.,r*»    54.' 

-^  16 
-1-   zfi 

—  zn 

—  zo 

<^JA    546             ^ 

<*-^^    540 

<»•»«    535             ^ 

9.»*  530             * 

4-  2.2g  g^g 
4-  2.2g  93g 

4-2.29  02g 
4-  2.29  11- 

4-2.29  207 

-h90 
4-  90 
4-  g9 
4-  90 

9.24  938 
9.24  923 
9.24  907 
9.24  892 
9.24  877 

—  »S 

—  16 

15 

—  «5 

^  26 

—  6 

4-  90 

—  16 

4-  0.510 
^  r.511 
-r   0.511 

3,ou  i-3 
-*o»*   5-^ 

—  26 

T-    26 
-f-    26 

4-  26 

9.88   524 
9^88   519 
9^88   513 
9^88   508 
9^88  503 

5 
—  6 

4-  2.29  297 
4-  2.29  386 
4-  2.29  476 
4-  2.29  565 
4-  2.29  655 

-r  19 
-r  90 
-r  gQ 
-r  90 

4-  g9 

9.24  861 
9.24  846 
9.24  830 
9.24  815 
9.24  799 

—  «5 

C,,0^    40i 

o.,o»j   4iH 

4-  26 
4-  25 
+  26 
4-  26 

9^88  497 
9„88  492 

—  5 

4-  2.29  744 
4-  2.29  834 

4-  90 
+  89 
4-  90 
4-  89 

9.24  784 
9.24  769 

15 

»5 

o«oiJ  4S5 
o^og  4'»i 

0^09  >o> 

9«88  487 
9„88  481 

9„88   476 

4-  2.29  923 
4-  2.30  013 
4-  2.30  102 

9-24  753 
9-24  738 
924  723 

4-  26 

+  89 

—  16 

K   0.5-» 
f    o.5ij 

o«o9  53» 

0^09  55^ 
o„09   S82 

0^09  <>o8 
Oh09  633 

H-  25 
4-  26 
4-  26 
+  25 

4-  26 

9„88  471 
9„88  46s 
9„88  460 

9«88  455 
9„88  449 

4-  2.30  191 
4-  2.30  281 
4-  2.30  370 
4-  2.30  459 
4-  2.30  548 

4-  90 
4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  90 

9.24  707 
9.24  692 
9.24  677 
9.24  661 
9.24  646 

»5 

—  15 

—  16 

—  15 

—  15 

f     o.^l7 
f     0.51» 
f     0.5 1«) 

o„o9  659 
o„09  684 
o„09   710 
o,.o9   735 
o„o9   761 

+  25 
4-  26 
4-25 
4-  26 

H-  25 

9„88  444 

9n88  439 

9m88  433 
9„88  428 

9„88  423 

4-  2.30  638 
4-  2.30  727 
4-  2.30  816 
4-  2.30  905 
4-  2.30  994 

4-  89 
4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  89 

9.24  631 
9.24  615 
9.24  600 
9.24  585 
9.24  569 

—  16 

—  15 

—  16 

—  15 

♦  0.530 

♦  0.33» 

♦  0.332 

♦  o.u; 

♦  0.334 

o„09   786 
o„09  812 
On09  837 
o„09  863 
0,^09  888 

4-  26 
-f-  25 
4-  26 
+  25 

4-  26 

9„88  417 
9„88  412 
9„88  407 
9^88  402 
9„88   396 

4-  2.31  083 
4-  2.31  172 
4-  2.31  261 
4-  2.31  350 
4-  2.31  439 

4-  89 
4-  89 
4-  89 
+  89 

4-  89 

9.24  554 
9.24  539 
9.24  524 
9.24  508 
9.24  493 

—  15 

—  15 
16 

—  IS 

—  IS 

1    ".315 

♦  ".3l'> 
^   0.317 

♦  0.31« 

♦  "'339 

o„09  914 
o„o9  939 

o„09  964 
o„09  990 

o,jio  015 

4-  25 
H-  25 
4-  26 
+  25 

H-  25 

9^88   391 
9„88   386 
9„88   380 

9n88    375 
9„88   370 

—   5 

4-  2.31  528 
4-  2.31  617 
4-2.31  706 
4-  2.31  795 
4-  2.31  884 

4-  89 
4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  88 

9.24  478 
9.24  463 
9.24  447 
9.24  432 
9.24  417 

—  IS 
16 

—  IS 

—  IS 

—  IS 

♦    0,340 
f    0.341 
f-  0,342 
f-  0,343 
f'  0.344 

o^io  040 
o„io  065 
o,jio  091 
o„io   116 
o^io  141 

H-  25 
4-  26 
H-  25 
4-  25 

-f  25 

9„88   364 

9n88   359 
9n88   354 
9n88   349 
9«88   343 

6 

4-  2.31  972 
4-  2.32  061 
4-  2.32  150 
4-  2.32  239 
4-  2.32  327 

4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  88 
4-89 

9.24  402 

9.24-387 
9.24  372 
9.24  356 
9.24  341 

—  15 

—  15 

—  16 

—  15 

—  15 

f    0.345 
f    0.34^ 

o„io  166 
0^10  191 

4-  25 
4-  26 
4-  25 
+  25 

9n88   338 
9n88   333 

4-  2.32  416 
4-  2.32  505 

4-  89 

4-  88 

9.24  326 
9.24  311 

—  15 

—  15 

f    0.347 
f    0.34« 

o„io  217 
0,^10  242 

9„88   327 
9„88   322 

4-  2.32  593 
4-  2.32  682 

4-  89 

4-  88 

9.24  296 
9.24  281 

15 
—  «5 

>-  0.349 

Ortio  267 

9h88   317 

4-  2.32  770 

9.24  266 

4-   25 

—  5 

4-  89 

16 

f-   0,3^0 

o„io  292 

9n88    3>2 

4-  2.32  859 

9.24  250 

623 
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e 


log  Ei 


o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 

o 
o 
o 
o 


-4-  o 

o 


o 


-f-  o 

-+-  o 

-+-  o 

H-  o 

+  o 

-f  o 

-h  o 


-+-  o 

-h  o 

-h  o 

4-  o 

-h  o 
-+-  o 
-{-  o 
-h  o 
-h  o 

-+-  o 

-f-  o 

+  o 

+  o 

-h  o 

4-  o 
-h  o 
+  o 
4-  o 
4-  o 


-f-  0.400 


.350 

o„i 

.351 

o„i 

•352 

o„i 

.353 

o„i 

.354 

o„i 

.355 

o«i 

.356 

o«i 

•357 

o„i 

•  358 

o„i 

.359 

o„i 

.360 

o„i 

.361 

o„i 

.362 

o„i 

.363 

o„i 
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9.24  100 
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9-23  935 
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9.23  505 
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4244 

4 

5649 

4 

?o55 

4 

8462 

4 

9871 

5 

1280 

5 

2691 

5 

4103 

5 

5517 

5 

6931 

5 

8347 

5 

9764 

1182 

2601 
4022 

5443 
6866 


6  8290 

6  9716 

7  »»43 
7  25  ?o 

7  3999 


"  5430 

7  6861 

7  8294 

7  9728 

8  1163 

238  2600 


logQ 


4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 

I 

-r 

-h 

4- 
-h 
4- 
4- 

-h 

4- 
-h 
-h 
4- 

4- 

-h 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

i- 

4- 
4- 
4- 
-h 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

-h 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 


367 
368 

369 
371 

371 

373 
373 
375 
376 

377 
378 
380 
380 
382 

3«3 
384 

3«5 
386 

3«7 

389 

390 

391 
392 

393 

394 

396 
396 
398 

399 
400 

402 
402 
404 
405 

406 

407 

409 

409 
411 

412 

414 

414 
416 

417 

418 

419 
421 

421 

423 

424 
426 

427 
427 
429 

431 

43« 
433 
434 
435 

437 


Diff. 


log  Q 


Diff. 


4-0 

1- 

. 120  9. 

4-0 

.121.' 9. 

4-0 

.122  9. 

4-0 

.123  9. 

4-0 

.I24,'9. 

-ho 

.125  9. 

4-0 

.i26i,9. 

4-0 

.127  9. 

4-0. 

128  9. 

4-0. 

129  9. 

4-0 

.  1  30  9 . 

4-0 

»3»  9. 

4-0. 

132  9- 

4-0. 

133  9- 

4-0 

.1349. 

4-0. 

.1359. 

4-0. 

.136  9. 

4-0 

.137  19- 

-ho. 

138  9. 

4-0 

139  9. 

4-0 

.140' 9. 

4-0 

141:9- 

4-0 

.142  9. 

4-0 

143:9. 

4-0 

.14419. 

1 

-ho 

.145  9. 

-ho 

.146  9. 

-ho. 

.147  9. 

4-0 

.I48i|9. 

4-0 

.149  9. 
. 150  9- 

4-0 

4-0 

.I5i'l9- 

4-0 

.i52;;9. 

4-0 

.i53'|9. 

4-0 

.154.9. 

4-0 

.»55  9. 

4-0. 

156  9. 

4-0. 

»57  9. 

-ho. 

.158  9. 

4-0. 

»59  9. 

4-0. 

160  ,9. 

4-0. 

161  '9. 

-ho. 

162  9. 

-ho. 

»63  9. 

-ho. 

164  9. 

1 

4-0 

.165  9. 

-ho. 

.166  9. 

4-0 

.167,9. 

-ho 

.168  9. 

4-0 

.169  9. 

4-0 

.170,9. 

4-0 

.171  9. 

4-0 

.172  9. 

4-0 

»73  9. 

+  0. 

.i"4  9. 

4-0. 

»75  9. 

■ho. 

,176  9. 

4-0 

.»77  9- 

4-0 

.178  9. 

4-0 

.179  9. 

1 

4-0 

.180  9. 

238  2600 

238  4038 

238  5477 

238  6917 

238  8358 


4- 
4- 
4- 
4- 

238  9801  , 

239  1245 
239  2690 

239  4»37 
239  5585 


4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
!4- 


239  7034 
239  8484 

239  9936 1: 

240  1389  _|_ 

240  2843  'Y 


240  4298 1 1_ 

!  — r" 
5755:1 
7213  ^ 


240 
240 
240 
241 


241 
241 
241 
241 
241 


8672 
0133 

»595 

3058 
4522 

5988 
7455 


241  8923 

242  0393 
242  1864 


242 
242 

242 
242 


3336 
4810 

6285 
7761 


242  9239 

243  0718 
243  2198 

243  3679 
243  5»62 
243  6647 
243  8132 

243  9619 

244  1107 
244  2597 
244  4088 
244  5580 

244  7074 


244 
245 
245 
245 
245 

245 
245 
245 


8569 
0065 

i5^>3 
3062 

4563 

6064. 
7568 

9072 


4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 

4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

-h 

4- 
4- 
-h 
4- 

-h 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 


246  0578 
246  2086 

246  3594 
246  5104 
246  6616 
246  8129 

246  9643 

247  "59 


4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 

<x 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 


1438 

4-0 

4-0 

.180 
.181 

9. 
9. 

»439 

-ho 

.i82| 9. 

1440 

4-0 

.18319. 

1441 

4-0 

.184,9. 

»443 

^  1 

4-0 

.185I9. 

«444 

4-0. 

.186^9. 

»445 

4-0. 

.  i87'"9. 

»447 
1448 

4-0 
4-0 

188  9. 
.189  9. 

»449 

1 

1450 
1452 
»453 
»454 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 
4-0. 

.190  9. 
.191  '9. 
.192  9, 

»93  9- 
»94;9. 

»455 

Ii 

«457 
1458 

»459 
1461 

-ho. 

4-0. 

4-0. 

4-0 

4-0. 

«95 i9- 
1961:9. 

»97  9- 
198,9. 

»99  9. 

1462 

»463 
1464 

1466 
»467 

-ho. 

200  j  9 . 

-ho. 

201 

9. 

4-0. 

202  9. 

-ho. 

203i 

9. 

4-0 

.204:9. 

1468 

il 

1  1  ^rt 

-ho. 

.205 

9. 

14,0 
1471 
»472 
»474 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0. 

.206 

.2071 
.208; 
,209' 

9- 
9. 
9- 
9. 

14-75 

ii 

1476 

1478 

»479 
1480 

-ho. 

4-0. 

2io|;9. 

211,19. 

4-0. 

-ho. 
-ho. 

.212  9. 

.2i3'9- 

214  9. 

1481 

1483 
1485 
1485 
1487 

4-0. 

215  9. 

4-0 
4-0 

,216  9. 

.217'9. 

4-0 

4-0 

.218  9. 
.219  9. 

1488 

4-0 

.220|9. 

1490 

»49» 
»492 
»494 

-ho. 

4-0. 
4-0 

221  9. 
.222  9. 
.223  9. 

-ho 

.224,9. 

»495 

1 

1496 
1498 

-ho. 

225,9. 

4-0 

.226.19. 

4-0 

227,9. 

1499 
1  501 

4-0. 

.228<'9. 

4-0 

.229  9. 

1501 

I 

»504 
1504 
I  ^06 

4-0. 

230  9. 

4-0 

-ho. 

23»!;9. 
.232  9. 

i;o8 

4-0 

.233  9. 

•  j*'" 

4-0 

.234  9. 

1508 

1510 
1512 

i5«3 

4-0 

.235  9. 

4-0 
4-0 

.236,9. 
•23719. 

4-0 

.238^9. 

1514 

4-0 

.23919. 

1516 

4-o.240.i9. 

247 
247 
247 
247 
247 


1159 

2676 

4«  94 

5714 
7236 


247  8758 

248  0283 
248  1808 

248  3335 
248  4864 

248  6393 
248  7925 

248  9457 

249  0992 
249  2527 

249  4064 
249  5603 

249  7»43 

249  8684 

250  0227 


250 
250 
250 
250 
250 


1771 

33»7 
4864 

6413 
7963 


250  95»5 

251  1068 


251 

25» 
25« 

25» 
25» 


2622 

4178 
5736 

7295 

8855 


252  0417 

252  1981 

252  3546 


252 

252 
252 

252 
253 


5»i3 
6681 

8250 

9821 

»394 
2968 

4543 
6121 

7699 

9279 

0861 

2445 
4029 

5616 

7204 

8793 
0384 

»977 
357» 
5167 

6764 
8363 

9963 
256  1565 

256  3169 
256  4774 


25 
25 
25 
25 
25 

25 
25 
25 
25 
25 

25 

25 
25 
25 
25 

25 
25 
25 


4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 

4- 
4- 
4- 
4- 

4- 


Oppolzer,  B»liDb«Ktiniinungen.  II. 
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• 

logf, 

Diff. 

1    I^kPs 

Uitf. 

S 

lofffl 

Diff. 

logft 

Diff 

— o.]oo 

—  0.199 

1-171   135! 

—  43S7 

'■771  33JJ 
1.771   6041 

—  719' 

-0.150 

i.'SO  3714 
1.149  9714 

—  4010 

1.717  0306 
'-7l6   1474 

-681J 
—  «14 

—  0.297 

i!iro  j688 
1.169  9366 

—  4330 

—  4J11 
-4316 

..770  8761 
1.770  1490 

-"71 

— o!l48 
—  0.147 

1.149  5710 

1.149    '711 

—  4004 

-3998 
-3991 

',715  6651 
'■714  9«17 

—  o.t^b 

1.169  5050 

1.769  4»»9 

-0.146 

1.I4B   7710 

1-734  1011 

—  4309 

—  J986 

-6T97 

—0.195 

1,169  074' 

1.768   6978 

—  0,145 

i.'48   3734 

".713  6134 

-67*9 

—0.194 

1.T68  6440 

-4195 

—  4188 

—  4181 

1.767  9716 

—  713J 

—  0.144 

i,'47  9755 

—  3974 

1-731  9445 

— 0.191 

1.168  1145 

1.767  1503 

—  0.143 

1.147    5781 

1.711    1665 

—  0.19» 

—  0.19' 

1.167  7857 
1.167    J576 

1..766  51B1 
^1.765   8068 

—  7111 

—  0.141 

1.147   .813 
1.146   7851 

—  3961 

1-71'    5891 

I.710  9119 

-b-64 

—  4175 

—  7103 

-3956 

-67!i 

—  0.190 

1.166  9301 

-4167 

—  4161 

—  4153 

—  4»47 

1.765  0865 

—  0.140 

1.146   3895 

1-710  1174 

—  6747 
-6T1S 

-673C 

—  6711 

— 0.1B9 

1.166  5034 

1.764  3671 

—  0.139 

1.14s   9944 

—  3944 

—  3938 

—  1913 

1.719   5617 

— o.ixa 
—  0.187 
— 0.1B6 

1.166  077J 
1.165  6510 
1.165  "73 

1.T61  6486 
1.761  9111 
..761   1.46 

—  7'74 

—  7166 

-0.1J8 
—  0.137 
-0.1J6 

i!i4S  1061 
1.144  8119 

1.718   8889 
1.718   1159 
'-717   541' 

—  4141 

—  7'SS 

—  1917 

-6-1, 

-0.284 

1.164  8031 
1.164   3799 

—  4115 

1.76«   499- 
1.76a  7844 

—  7'47 
-7'J7 

— 0.115 
—  0.134 

1.144  4101 
1.144  018. 

-192. 

1.716  8714 
1.716  »018 

—  6706 
-65,5 
-668, 

—  6681 

-0.183 

—  0.181 

i.i6l  9!7i 
1.163    SiSi 

—  4110 

—  4114 

1.760  0707 
1.759  ISBo 

-0.113 

— O.ljl 

1,1-H  6366 
1.14J   1457 

— 1909 
— 1901 

'715   5111 
1.714  »633 

I.16J     MJS 

■.75B  6461 

— O.ljl 

1.141   8554 

1.714  '951 

-IB98 

—  56-1 

— o.iSo 
—  0.179 
— 0.17B 

1..61  6931 

1..61  173. 
1.161    8538 

—  4100 

—  4'9J 
-4187 

1-757  9353 
1.757  "53 
1.756  5163 

—  7090 

—  0-130 
—0.119 

1,141  4656 
1.141  0764 
1.141   6877 

~1B91 
—  3B87 
-3880 

1.713   S180 
1.711  8616 
1.7"    i960 

—  5664 
-66ih 

—  554B 

— D.177 
—  0.176 

1.161  4j5t 
i.i6i  0170 

—  4181 

—  4174 

1.755  8081 
1.755  1010 

—  7061 

— o!ii6 

1.141    1997 
1,140  9' 11 

-1»7S 
—  1869 

1.711    5311 
1.710  8673 

—  5539 
-55]i 

— o.i7i 

1.160  5996 
1.160  iSig 

-4167 

-4154 

—  4148 

1,754  3948 
1,753  6894 

—  7054 

zl.lM 

1.140  5253 
1.140   13B9 

-3864 

I.7JO  1041 
i.7'9    S4'7 

—  56,4 

—  55i5 

—  660B 

—  6;(i9 

~o'i7ä 
—  0.171 

1.159   7658 
1.159   ISH 
1.158  9J66 

1.751  9850 
1.751  1B15 

1,751    S789 

—  70JS 

—  7016 

'.  —0.123 

"■'19  751' 
i.tJ9   3679 
1.138  98JI 

-1851 
-1847 

1.718  8801 
1    71B   1194 
1.717    5595 

—  7017 

-1841 

—  550; 

—  0.170 
-0.169 

—  0.168 

1.158   511s 
1.158    1090 
1.1 57  6961 

—  413! 
-4119 

1.750  8771 
1.750  1764 
1.749  4765 

-6999 
-6989 
-6981 

—0,119 

— o.iiB 

1.IJ8   5991 
1.IJ8  1156 
1..J7  8;i6 

—  iBlS 
-3830 

—  IB14 
-1819 

1.716  9001 
1.716   1420 
1.715   58+4 

-65«J 
-6516 

-0.167 
—  0.166 

1.157   1839 
1..56  87.3 

—  4116 

1.748   7776 
1.748  079s 

—  0.117 

1.137  4501 
1.117  o68j 

1.714  9177 
1.714   1717 

-Itd 

-6971^ 

-1811 

-6551 

-o.i6i 

—  0.164 
-0.163 

—  0.161 

—  0.161 

1.156  4614 

1.155  »114 
1.154  «139 

-4103 

—  4097 

—  4090 
-4085 

—  4077 

1.747   3813 
1.746  6B60 
. . 74?  9906 
1.74S   1961 
1.7446015 

-6963  , 
—  6954  . 
-6945. 
-6916, 

-6917 

—  0.115 

—  0.114 
-0..11 

1,136  6870 
1.136  1061 
1.135  9160 
1,135  5463 
1,135  '671 

-l8oS 

—  3801 

—  1797 
-179. 

—  1785 

1.713^6165 
I.7'l  961' 
'.711    1085 
1.7"    6556 
1.71.   00J6 

-6544 
-6516 

—  6;i9 
-6510 

—  6515 

—  0.160 

—  0.159 
-0.118 
— 0.1S7 

1.154  4'6l 

1.154  0090 

1.153  6015 
i.:S3  1966 
i.iji  7913 

—  4071 

—  406s 
-4059 

—  4°5J 

—  4047 

1.743  909B 
1.741   ^'79 
1,741   S169 
..74.    8368 
1.74'    1476 

—  6919 
-6910 

—  6901 

—  6891 

—  6883 

—  0.108 

—  0.106 

1.134  7B86 
1-134  4'o6 
1-134  °13' 
1-131  656' 
i-'ll  1797 

—  3780 
-1775 
-1770 
-1764 

—  1759 

1.710  3!»1 

1.709   7018 
1.709  0511 
I.70B  4011 
1.707  755" 

-6505 

—  6497 
-6489 

—  6482 

-6474 

-o.isf 
-0.154 
-0.153 

—  0.151 

—  0.151 

1.151  J«6b 
1.151  982s 
1.151    S791 
1.151    176J 
1.150  7740 

—  4041 

—  4034 

—  4018 

—  4013 

1.740  4595 
1.739   77'8 
1,739  0851 
1.718   3995 
1,737  7'46 

-6875 

—  6866 
-6857 

—  6849 
-6840 

—  0.104 

— O.IOJ 

1.1 11   9018 
1.131   5185 
1.131   1537 
1,131    7794 
i.lli   4057 

—  17S3 
-174« 

—  3741 

—  J7J7 

—  3711 

1.707  1076 
1.706  4609 
1.705   8'S' 
I.7OS    1700 
1.704   5156 

-6467 

-6458 
-64s' 

—  6444 

—  6416 

-  0.150 

1,150  3714 

1.737  0306 

1.131   0114 

1.701   BBio 

P 

627     

- 

n 

Tafel  XVin. 

1 

H     " 

iogP, 

p„. 

logft 

mff. 

a 

logP, 

Diff. 

log  Pj 

Uitf, 

1 

1  —0.199 
i|  —  0.19S 

i-iji  0314 
1.130  6598 

l.tjo  1876 

-J7": 

-J7.6 
—  3711 

1.703   8810 
1,703   1391 
1.70»    5971 

-6418 

—  6411 

—  6413 

-0..S0 
—  0.149 
-0.148 

1.1,3   0'87 
1.111  6708 
1-111   J134 

—  J479 

—  J474 

1.67»  6J19 

1.6710157 

1.671  4193 

—  6071 
-6064 

—0.197 

— o..g6 

i..i9  9'6o 

1.119   5-(49 

1.701    955B 
I.70"   J>S> 

-6406 

1  —0.147 
—  0,146 

i.lil    9764 
l.iil   6199 

-lU°s 

1.670  81 35 
1.670  1084 

-6^1. 

-3706 

-6398 

-146. 

-6045 

—  0.19s 

—  0,194 

—  0.193 

J.-II9    "743 
1,118  8043 
1.118  4J47 

-3700 
-3696 
—  3690 
-3685 

1.700  6754 
1.700  OJ64 
.,699  3980 

-6390 
-6384 

-6l7i 
-6369 

—  0-145 

—  0-144 
,—0-143 

1.111    1838 
1.110  9382 
1.110  5931 

-1456 

—  145. 

—  1447 

—  3441 

..6696039 
1.669  0001 
1,668  3970 

-6037 
-6031 
-6014 
—  601B 

—  0.191 
-0.191 

1.118  0657 
1.117  6971 

1.698   7605 
1.698   1136 

1  —0.141 
;  —0.141 

1.110  1484 
1.109  9041 

1,667  7946 
1,667  .9»« 

-jäSD 

—  6360 

—  3438 

—  6011 

—  0.190 
-0.189 

—  0.188 

— o.:87 

—  0.186 

1.117   3191 
2..16  9618 
1.116  5948 
1.116   1284 
1.11;   8614 

-3674 
-3670 

—  3664 

—  3660 

—  3654 

1.697  4876 
1.696  es» 
1.696  1176 
'.69!  5837 
1.694  9506 

—  6j54 
-6346 
-6139 
-6331 

-6314 

:-o..i8 

1  — O.I17 

|-o..36 

2.109   5604 
1,109  1171 
1.108   8742 
z,io8   S3t8 
i.ioB    1898 

-3431 

—  3419 

—  3414 

—  3410 

—  3415 

1.666  5917 
1.665   9911 
..6G5    3914 
.,664  79" 
1.664   ,937 

-600s 

-  599« 
-5991 
-5985 

—  5978 

-0.185 
-0.1B4 
—  0.183 

— o!igi 

1.115  4970 
1.115    1311 
1.114  7677 
1.114  401» 
1.114  0404 

-.3649 

—  J644 

—  J6J9 
-3634 
-3618 

1.694  J181 
1.693  686i 
1,693  °S56 
1.691  41S4 
1.691   7959 

—  6317 
-6309 

—  6301 
-6195 

—  6188 

—  0.135 

—  0.134 

—  0,133 

—  0,131 

—  0.131 

1.107   8481 
1.107    S071 
1.107   1666 
1.106  8164 
1.106  4867 

—  3411 

-1406 

—  3401 

—  3397 

—  3191 

..66j  5959 
1 .661  9987 
1.661401, 
1.661  8061 
1   661  1110 

—  5971 
-5966 

—  5959 

—  5951 

—  5946 

1 

—0.179 
-0.178 

1.113  ^776 
1.113   Ji5i 
11"  9S3J 

—  1614 
-3619 

—  3614 

—  J609 

..69.   1671 

1.690  5  391 

..6K9  9>'a 

—  6180 
-6171 

—  0.130 

—  0.119 

—  0.118 

1.106   1474 
i.loS  8085 
1.10s  4701 

-33B9 
-3384 
-3379 
-1376 

1.660  6164 
1 .660  0124 
1.659419' 

—  5940 

—  S93J 

—  5917 

—  59»o 

— oilTÖ 

i.iij  5919 
1.111  1310 

1-689  1851 

1.688  659} 

-61S9 

— o,ii7 
'  —0.116 

i.ioi   1311 

1.104  7946 

1.658  8364 
1.658  1444 

1 

—  3604 

—  6151 

-3170 

-5914 

—  0.175 

—  0.174 
— 0.17J 

-V.W. 

1,111  8706 
1.111   5107 
i.iii   1513 
1.110  7914 
i.tio  4340 

-1599 
-3*94 
—  5589 
-35B4 
-3579 

■-688  0341 
1.687  4097 
1.686  7859 
1.686   1619 
1.68 5   S4o6 

-6144 
-613a 
-6:30 

-  6"3  1 

—  6116  1 

-0,115 

—  o,ti4 

—  0.113 

1.104  4576 
1.104  1109 
1.103   7B47 
1.103   4489 
1.103   1115 

-1367 
-3161 

—  3158 
-3154 

—  3J49 

1.657  6530 
1.657  0621 
..656  4711 
1.6;;  88x6 
1.65s    1937 

—  5908 

-5895 
-5B89 
-588» 

—  0.170 

-0.169 

—0.16g 
—0.167 

».110  0761 
1,119  71B7 
1.119  J617 

1.119  oo;3 

-3574 
—  J?70 
-3564 

1,684  9>90 
1.684  19B1 
.-683  6779 
1,683  0!«4 

-6101 
-6.95 
—  6188 

—  0.119 

1.10,  7786 

i!ioi  7765 

—  1145 

—  3140 
-1116 

—  3111 

1-654  70S5 
..6J4  ..79 
1.653    Sä09 
i.6;i  9446 

—  S876 

—  S870 
-5863 

—  0.166 

1,118  6493 

1.6814196 

—  0.116 

1.101  4433 

1.651   Ji89 

—  5857 

—  3S55 

-6181 

—  1118 

-585. 

-0..65 

-0.164 

1    —0.163 

—0.161 

1.118  2938 
J,117  938« 
1,117    584J 

—  3550 

—  JS45 

—  3541 

1.681   81,5 

i!68o   SB74 
1.679  9714 

-6174 

—  6167 

—  6160 

—  6.SJ 

—  0.115 

—  0.111 

1.101    iio; 

1.100  7781 
1,100  4461 
1,100  1147 

—  1311 
-3J10 

—  1315 

—  13IO 

1,65t    7738 
1.65.    1893 
..650  6055 

1.650    Olli 

-5845 
-581a 
-5833 

1 
1 

—  0.161 

.:ii6  8767 

1.679  156» 

1,099  7837 

1.649  4396 

—  353" 

-3307 

-5810 

—  0.160 

—0.159 

1.116   5136 
1.116   1710 

-  35^6 

1.678   74>4 
1.678    1175 

-6139 

1  —0,109 

1.099  4530 
1.099   «ii8 

-3301 
-3198 

—  1194 

—  1190 

1 ,648  8576 
1  .648  1763 

—  saij 

-S808 

—0.158 

l.l.S    8.88 

—  3S11 

1.677  5141 

—  6133 

1  — o.ioB 

1.098   7930 

1-647  6955 

— O.IS7 

1.115  4671 

1.676  9017 

..098  4636 

1,647  1154 

-5796 

—  0.156 

i,ns  1160 

1.675  iH9e 

—  0.106 

1.098   1346 

1,646   S158 

—  3107 

-1185 

-5789 

— o-'SS 
— O.IS4 

»,1.4  765J 
1,114  41JO 

—  3103 

1.67s  6786 
1.675  0681 

-6084 

—  0.105 

1.097  8061 
1.097  4780 

—  3181 

1.645  9569 
1.64J   1786 

-S7ll 

—  5777 

—  5771 
-5765 

— o.iSJ 
-0.151 

1.114  0653 

1.111   7IJ9 

—  1494 

1.674  4583 
1.673   8491 

—  0.103 

1.097   1501 
1.096  B119 

—  1^73 
-3169 

1.644  8009 
1.644  1138 

— o.ljl 

»,113   J671 

1.673   1407 

1.096  4960 

1,643  6473 

-3484 

-6078 

—  3164 

—  5759 

-0,150 

i.ilj  0.87 

1.671  6319 

—  0.100 

1.096   .696 

lt. 641  0714 

^^ 

^^^^ 

79* 

i 

628 


Tafel  XVIiL 


ß 


O.  lOO 

0.099 
0.098 
0.097 
0.096 

0.095 

0.094 
Ö.093 
0.092 
0.091 

0.090 
0.089 
0.088 
0.087 
0.086 

0.085 
0.084 
0.083 
0.082 
0.081 

0.080 
0.079 
0.078 
0.077 
0.076 

0.075 

0.074 
0.073 

0.072 
0.071 

0.070 
o .  069 
■0.068 
0.067 
0.066 

■0.065 
•0.064 
■0.063 
-0.062 
•0.061 

•0.060 

0.059, 

■0.058 , 

■0.057. 

•0.056 


logPt 


IHfiF. 


logPa 


Diff. 


2.096 
2.095 
2.095 
2.095 
2.094 

2.094 
2.094 
2.093 
2.093 
2.093 

2.092 
2.092 
2.092 
2.091 
2.091 


1696 

«435 
5178 
1926 
8678 

5433 

2193; 

89571 

5725 
2496 

9272. 

6052! 

2836 

9624, 

64161 


2.091  3212; 

2.091  001 2- 

2.090  6816 

2.090  3623 

2.090  0435; 

2.089  7^5' 
2.089  4070 
2.089  0894 
2.088  7721 
2.088  4552 

2.088  1388 
2.087  '^227 
2.087  5070 
2.087  1916 
2.086  8767 

2.086  5622 
2.086  2480 
2.085  9342j 
2.085  62081 
2.085  30781 

12.084  995» 
2.084  6829 
2.084  3710 
2.084  0595 
2.083  7483 


2.083 
2.083 
2.082 
2.082 
2.082 


—  0.055  ' 2-o8i 


—  0.054 

—  0.053 

—  0.052 

—  0.051 

—  0.050 


2.081 
2.081 

i 2.080 
2.080 


4376 
1272 

8172 

5075 
1983 

8894 
5809 

2727 
9649 

6575 


2.080  3505 


261 

257 

248 

245 

240 
236 
232 
229 

224 

220 
216 
212 
208 

204 

200 
196 

»93 
188 

184 

181 

176 

173 
169 

164 

161^ 

157J 
»54; 

»49, 

I 

»45 

142 
138 

»34 
130 

127 

122 
119 

»»5 
112 

107 

104 
100 
097 
092 

089 

085 
082 
078 
074 

I— 3070 


643 
642 

641 

641 

640 

640 
639 

639 
638 

637 

637 
636 
636 

635 
635 

634 

633 

633 
632 

632 

631 
631 
630 
629 
629 


0714 
4961 

9214 

3474 
7739 

2010 

6287 
0570 
4859 
9»54 

3455 

7762 

2074 

6393 

0717 

5047 
9383 
3725 
8073 
2427 

6786 
1151 

5522 
9898 
4281 


628  8669 
628  3063 
627  7462, 
627  1867 
626  6278 

626  0695 
625  5117 

624  9545 
624  3978 

623  8417 

623 
622 
622 
621 
621 


2862 

73»2 
1768 
6230 
0697 


620  5169 
619  9648 
619  4131 
618  8621 
618  3115 

617  7615 
617  2121 
616  6632 
616  1149 

615  567» 


1.615  0198 


—  5753 

—  5747 

—  5740 

—  5735 

—  5729 

—  5723 

—  57»7 

—  57»» 

—  5705 

—  5699 

—  5693 

—  5688 

—  5681 

—  5676 

—  5670 

—  5664 
-5658 

—  5652 

—  5646 

—  5641 

—  5635 

—  5629 

i —  5624 

—  5617 

—  5612 

—  5606 

—  5601 

—  5595 

—  5589 

—  5583 

—  5578 

—  5572 

—  5567 

—  5561 

—  5555 

—  5550 

—  5544 

—  5538 

—  5533 

—  5528 

—  5521 

—  55»7 

—  5510 

—  5506 

—  5500 

—  5494 

—  5489 

—  5483 

—  5478 

—  5473 


6 


logP, 


i]_ 


Diff. 


logP; 


3 


Diff. 


—  0.050 

—  0.049 

—  0.048 

—  0.047 

—  0.046 

—  0.045 

—  o . 044 

—  0.043 

—  0.042 

—  0.041 

—  o . 040 

—  0.039 

—  0.038 

—  0.037 

—  0.036 

—  0.035 

—  0.034 

—  0.033 

—  0.032 

—  0.031 

—  0.030 

—  0.029 

—  0.028 

—  0.027 

—  0.026 

■ — 0.025 


2.080 
2.080 

2.079 
2.079 
2.079 


.  2 
'  2 

•  2 
2 

I2 
I 

'  2 
I 

•  2 
2 

<2 


078 

,078 

078 

077 
077 


3505 
0438 

7375 

4315 
1259! 

8207 
5158 
2113 
9072 
6034 


077  3000, 
076  9969 
076  6942 
076  3919. 
,076  0899: 


2.075  7882 

2.075  4870! 
2.075  i86o| 
'2.074  8855 
2.074  5852 


2.074 
:2.073 
2.073 
2.073 
2.073 

2.072 


—  0.024  !  2.072 
— 0.C23  '2.072 

—  0.022  '  2.071 

—  0.021  '■  2.071 


0.020 • 
0.019; 
0.018 ■ 
0.017 
0.016 


0.015 
0.014 
0.013 
0.012 
o.oii 

0.010 
0.009 
0.008 
0.007 
o .  006 

0.005 
0.004 
0.003 
0.002 
0.001 

0.000 


2854 
98581 

6866 
3878 
0893' 

I 

7912' 

4934 
i960 

8989' 

6021  ' 


2.07»  3057 
2.071  0097 

2.070  7139; 
2.070  4186! 
I2.070  1235 

I 2.069  8288 
j 2.069  5345 

! 2 . 069  2404 

2.068  9467 

I 2.068  6534 


,068  3604 
068  0677 

.067  7754 
067  4833 
067  1917 


2 
2 
2 
2 
2 

2 

:  2 
2 

!i 

I 
<  2 


066 
066 
066 
066 
065 


9003 
6093 
3186 
0283 
7382 


2.065  4486 


3067 
3063 
3060 
3056 

—  3052 

t' 

—  3049  ll 

—  3045 . 

—  3041 

—  3038 

—  3034 

3031 
3027 

3023 

3020 

—  3017 

3012 
3010 
3005 
3003 

2998 

2996 
2992 
2988 
2985 

2981 

2978 

2974 
2971 

2968 

2964 

2960 
2958 

2953 

—  2951 

—  2947 

—  2943 

—  2941 

—  2937 

—  2933 

—  2930 

—  2927 

—  2923 

2921 

2916 

—  2914 

2910 

—  2907 

—  2903 
2901 

2896 


615  0198 

614  4731 
613  9270 

6»3  3813 
612  8363 

612  2917 
611  7477 
611  2042 
610  6613 
610  1189 

609  5770 
609  0357. 
608  4949. 
607  9546 
607  4149 I 

606  8756 
606  3369 
605  7988 
605  2611 ' 
604  7240 


604 
603 
603 
602 
602 


1874 

65»3 
1158 

5807 
0462 


601  5122 

600  9787 
600  4458; 

599  9»33 
599  3814 


598 
598 
597 
597 
596 

596 

595 
595 
594 
594 

593 

593 
592 

59» 
591 


8499 
3190  ■ 
7886  = 

2587 
7293 

2004 
6720 
1442 
6168 
0899  = 

5636. 

0377  I 

5»23 

9875 
4631 


590  9392 

590  4159 
589  8930 
589  3706 
588  8487 


1.588  3273 


—  5467 

—  5461 

—  5457 

—  5450 

—  5446 

—  5440 

—  5435 

—  5429 

—  5424 

—  54»9 

—  54»  3 

—  5408 

—  5403 

—  5397 

—  5393 

—  5387 

—  538» 

—  5377 

—  5371 

-5366 

—  536» 

—  535S 

—  535» 

—  5345 

—  5340 

—  5335 
5329 
5325 
53»9 

53»5 

5309 
5304 

—  5299 

—  5294 

—  5289 

—  5284 

—  5278 

—  5274 

—  5269 

—  5263 

—  5259 

—  5254 

—  5248 

—  5244 

—  5239 

—  5233 

—  5229 

—  5224 

—  5219 

—  5214 


Tafe!  XVm. 


-1883 


061   5695 
06»  1834   _ 
061    9976 


060 

8576 

obo 

•iJV 

060 

0059 

OS9 

7117 

059  43^7 

<Hq 

"571 

o<;M 

874! 

058 

S92« 

oiH 

057 

748b 

=57  4&7f 

OS7 

o;6 

tOTl 

o,b 

hi7^ 

o((, 

o;b 

obR6 

o^Ü 

7897 

o(( 

,111 

oji 

Ilil 

=54  9S4f 

o;4  6771 

OS4 

jy97 

o<,4 

1Z16 

051 

«4?8 

on 

?()9' 

051 

l-tl' 

"!! 

Ol  7» 

7416 

051 

46b  3 

l 


84   b912 

■84   '717 
83   6;b7 


77   4900 
76   9791 
76   4^88 
7!:  9590 

7;  4496 
74  9407 
74  43»» 
73   914» 
73   4'67 

71   9096 
71   40jn 
71    8969 
71    3911 
70   8860 

70   38.» 
69   8770 
69    3731 
b8   9697 
68    366R 

67   8644 
567   36>4 
66  86=8 
66   JS97 
6i   8591 

(6i    3589 
j64   «59- 
564   1598 

563   86.0 
563    36*6 

561   8647 

'S'  0943 

>;o  810H 
■SO  S476 


047  S6»4 


,044  B768 

,044  6099 
044   J41J 

044  0770 
043  !'«'9 
043   S452 

.04J  1797 


—  »686 

—  1684 

—  268c 


□4° 

6l9<t 

040 

3774 

019 

039 

5fi7 

019 

11=1 

"39 

018 

8081 

=18 

5478 

038 

»87^ 

8773 

1,560  38.6 

1-559  8863 

1.559  J9'5 

1.558  8971 

1.558  4031 

1.557  9096  _ 
I.I57  4<ti6 
1.556  91J9 
'■556  43'; 
1-SS5  9400 

1.555  4486 
1-554  9577 
1-S54  4671 
i-5S}  977J 
1.553  4877 


^2643 
— 1641 
—  1638 


-4948 
-4944 
-4939 
-49jft 


'.550  559" 
1.550  0716 
1.549  5864 


■545  »3' 

-544  74«= 

-544  >66.s 

■541  7854 

I-54J  3047 

1.54»  6144 

l-5-t»  344'' 

1-54'  8651 

1-54'  3861 

1-540  9075 

1.540  4193 

'■539  9515 

-539  4741 

.538  9971 


4909 
4904 
4900 
4896 
4892 

4887 
-48B3 
-4879 
-+874 
-4871 
-4865 
-  4861 
-4857 
-4854 
-4848 

l  -t845 
-4841 
-4816 
-4S32 
-481S 
-4«2J 


-4807 
-4803 


-4786 


630 
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log   P, 


Diff. 


log  P3 


Diff. 


e 


log  P, 


Diff. 


log  Pj 


3 


Diff. 


4-0. 
+  0. 
4-0. 
H-o. 
+  0. 

H-o. 

-f  o. 
H-o. 
-fo. 

+0. 

-f-o. 

-f  o. 
-ho. 

H-o. 

4-0. 

-ho. 
-f-o. 
-f-  o. 

-ho. 
-ho. 
-ho. 

-ho. 
-ho. 

-ho. 
-ho. 
-ho. 
-f  o. 
-ho. 

-ho. 
-ho. 
-ho. 
-f-  o. 

-ho. 

-ho. 
-ho. 
-ho. 
-ho. 
-ho. 

-f-o. 
-ho. 

H-o. 
H-o. 
H-o. 

H-o. 
-ho. 

H-o. 

-fo. 
H-o. 


00 

Ol 
[02 

03 
04 

05 
06 

07 
08 

09 

10 
1 1 

12 

13 
14 

IS 

16 

17 
lg 

"9 
20 

21 
22 

23 

i4 

26 

27 
28 

29 

30 
31 
32 

33 

34 

35 

36 

37 
38 
39 

40 

41 

42 

43 
44 

145 
146 

47 
148 
149 


2.038 

2.037 

2-037 
2.037 
2.036 


0274 
7676 
5081 
2489 
9899 


H-  0.150 


2.036  7312 
2.036  4728 
2.036  2146 
2.03s  9567 
2.035  6991 


2.035 
2.035 
2.034 
2.034 
2.034 

2.034 
2.033 

2.033 
2.033 

2.033 


032 
032 
032 
032 
.031 


44»  7 
184^ 

9277 
6711 

4»47 

1587 
9028 

6473 
3920 

»369 

8822 
6276 

3734 
1193 
8656 


2.031  6121 
2.031  3588 
2.031  1058 
2.030  8531 
2.030  6006 

2.030  3484 
2.030  0964 
2.029  8447 
2.029  5932 
2.029  3419 

2.029  0910 
2.028  8402 
2.028  5898 
2.028  3395 
2.028  0896 

2.027  8398 
2.027  5903 
2.027  3411 
2.027  0921 
2.026  8434 

2.026  5949 
2.026  3466 
2.026  0986 
2.025  8508 
2.025  ^033 

2.025  3561 


—  2598 

—  2595 

—  2592 

—  2590 

—  2587 

—  2584 

—  2582 

—  2579 

—  2576 

—  2574 

—  2572 

—  2568 

—  2566 

—  2564 

—  2560 

—  2559 

—  2555 

—  2553 

—  2551 

—  2547 

—  2546 

—  2542 

—  2541 

—  2537 

—  2535 

—  2533 

—  2530 

—  2527 

—  2525 

—  2522 

—  2520 

—  2517 

—  2515 

—  2513 

—  2509 

—  2508 

—  2504 

—  2503 

—  2499 

—  2498 

—  2495 

—  2492 

—  2490 

—  2487 

—  2485 

—  2483 

—  2480 

—  2478 

—  2475 

—  2472 


538  5205 
538  0444 
537  5686 
537  0933 
536  6183 

536  1438 
535  6697 
535  «960 
534  7226 
534  2497 


533 
533 
532 
532 
531 


7772 
305" 

8334 
3621 

8911 


531  4206 

530  9505 
530  4808 

530  0115 
529  5425 

529  0740 
528  6058 
528  1381 
527  6707 
527  2038 


526 
526 

525 
525 


7372 
2710 
8052 
3398 


524  8748 

524  4102 
523  9460 
523  4821 
523  0186 
522  5556 

522  0929 
521  6306 
521  1686 
520  7071 
520  2459 

519  7851 
519  3248 
518  8647 
518  4051 
517  9458 


517  4870 
517  0285 

5703 
1 126 


516 
516 


-—4761 

—  4758 

—  4753 

—  4750 

—  4745 

—  4741 

—  4737 

—  4734 

—  4729 

—  4725 

—  4721 

—  4717 

—  4713 

—  4710 

—  4705 

—  4701 

—  4697 

—  4693 

—  4690 

—  4685 

—  4682 

—  4677 

—  4674 

—  4669 

—  4666 

—  4662 

—  4658 

—  4654 

—  4650 

—  4646 

—  4642 

—  4639 

—  4635 

—  4630 

—  4627 

—  4623 

—  4620 

—  4615 

—  4612 

—  4608 

—  4603 

—  4601 

—  4596 

—  4593 

—  4588 


—  4^82  I 


5»5  6552 


1.515  1982 


4585 
4582 

4577 
4574 


—  4570 


-ho 
-ho 
-fo 

-ho 
-fo 

-ho 
-ho 
-ho 
-fo 

-ho 

-ho 
-ho 
-ho 

+  0 

-ho 

-ho 
-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

4-0 

-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

4-0 

-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

-ho 
-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

-ho 
-ho 
-ho 
H-  o 
-ho 

-ho 
-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

-+-0 
-ho 
-ho 
-+-0 

-ho 


50 

51 
52 

53 

54 

55 
56 

57 
58 
59 

60 
61 
62 

63 
64 

65 
66 

67 
68 
69 

70 

71 
72 

73 
74 

75 
76 

77 
78 

79 

80 
81 
82 

83 
84 

85 
86 

87 
88 

89 

90 

91 

92 

93 
94 

95 
96 

97 

98 

99 


2.025 
2.025 
2.024 
2.024 
2.024 

2.024 
2.023 
2.023 
2.023 
2.023 


356X 
1090 
8622 
6157 
3694 

1233 

8775 
6319 

3866 

1414 


2.022  8966 
2.022  6520 
2.022  4076 
2.022  1634 

2.02I  9195 

2.021  6758 
2.021  4324 
2.021  1892 
2.020  9462 
2.020  7035 

2.020  4610 

2.020  2187 

2.0 

2.0 

2.0 


-h  0.200 


2.0 
2.0 
2.0 
2.0 
2.0 

2.0 
2.0 
2.0 
2.0 
2.0 

2.0 
2.0 
2.0 
2.0 
2.0 

2.0 
2.0 
2.0 
2.0 
2.0 

2.0 
2.0 
2.0 
2.0 
2.0 


9  9767 
9  7349 
9  4933 


2520 
0109 
7700 

8  5294 
8  2890 


8 


8  0488 
7  8088 
7  569« 
7  3296 
7  0904 


6 
6 
6 
6 

5 


8514 
6126 

3740 

«356 

8975 


5  6596 
5  4219 
5  "845 
4  9473 
4  7103 

4  4735 
4  2370 
4  0006 

3  7645 
3  5287 


—  2471 

—  2468 

—  2465 

—  2463 

—  2461 

—  2458 

—  2456 

—  2453 

—  2452 

—  2448 

—  2446 

—  2444 

—  2442 

—  2439 

—  2437 

—  2434 

—  243» 

—  2430 

—  2427 

—  2425 

—  2423 

—  2420 

—  2418 

—  2416 

—  24x3 

—  2411 

—  2409 

—  2406 

—  2404 

—  2402 

—  2400 

—  2397 

—  2395 

—  2392 

—  2390 

—  2388 

—  2386 

—  2384 

—  2381 

—  2379 

—  2377 

—  2374 

—  2372 

—  2370 

—  2368 

—  2365 

—  2364 

—  2361 

—  2358 

—  2357 


2.013  2930 


515 
5«4 
514 
513 
513 

512 
512 
512 
5>i 
511 

510 
510 
509 

509 
508 


1982 
7416 

2853 
8295 
3739 

9188 
4641 
0097 

5556 
1020 

6487 
1958 

7433 
2911 

8393 


508  3878 

507  9367 
507  4860 

507  0357 

506  5857 

506  1361 
505  6868 

505  2379 
504  7893 
504  34» 2 


503 

503 
502 

502 

502 


8933 
4459 
9988 
5520 
1056 


501  6596 
501  2139 
500  7686 
500  3237 
499  8790 

499  4348 
498  9909 
498  5473 
498  1041 

497  6613 

497  2188 
496  7767 
496  3349 
495  8934 
495  4523 

495  Ol  16 
494  5712 
494  13X" 
493  6914 
493  2521 


1.492  8130 


—  4566 

—  4563 

—  455« 

—  4556 

—  455» 

—  4547 

—  4544 

—  4541 

—  4536 

—  4533 

—  4529 

—  4525 

—  4522 

—  4518 

—  451S 

—  4511 

—  4507 

—  4503 

—  4500 

—  4496 

—  4493 

—  4489 

—  4486 

—  4481 

—  4479 

—  4474 

—  4471 

—  4468 

—  4464 

—  4460 

—  4457 

—  4453 

—  4449 

—  4447 

—  4442 

—  4439 

—  4436 

—  4432 

—  4428 

—  4425 

—  4421 

—  4418 

—  44»5 

—  4411 

—  4407 

—  4404 

—  4401 

—  4397 

—  4393 

—  4391 


^                      ^^     631      ^^^^H 

B|^^^^H^                         Tafel  XVni.                                                                '  S 

A 

logfl 

Diff. 

bgft 

Diff. 

5 

logP. 

Diff. 

IcbA 

Diff. 

1 

+0.100 

1.013  J930 
1.0.3  0576 

—  13S4 

1.491   «ijo 
1.491  3744 

-4386 
-43  84 

+  ...0 
+  0    25' 

1.00.    7»S> 
1.00.   5603 

-1148 
-1146 

1,471  1906 
. .470  8685 

—  411. 

—  411B 

+0.I01 

ii  Oll  8114 

1    491   9j6o 

+  0.151 

1   001    1357 

1.470  4467 

+0.10J 

1.011   (B74 

—  1350 
-134B 

1.49"   49»" 

—  4J79 

+  0,153 

1.470  0153 

—  4114 

+  o,i04 

1.011  35i5 

1    49"   0604 

—  4377 

+  0.154 

i!ooo   B87° 

—  1143 

..469  6041 

—  4111 

—  "345 

—  4373 

—  1140 

—  4W8 

+  0.J06 

1.011   1181 

2.011   8837 

—  1144 

1,490   6131 
1.490   i86i 

-4369 
-4J66 
-4363 
—  4JS9 

+  0 155 
+  0.156 

2.000   6610 
1.000  4391 

-11J8 

-1136 

1.469  .813 
1.46K  7617 

—  4106 

+  0.107 

l.OM     6496 

—  134' 

1.489   7496 

1  ooo  1156 

1.468  34» ( 

4-o.ioB 
+  0-109 

i.ou   41J7 
1   011    iBii 

—  13J9 
-1316 

1.489    3133 
1.48g   B774 

+  0:258 
+  0.159 

t.999  7690 

—  1134 

—  »131 

1.467   9"  6 
t.467   S030 

—  4199 

—  4196 

—  »33! 

-43S6 

—  1130 

—  4191 

+  0,110 

1  010   9486 

-.„. 

1.488   44>S 

—  4353 

—  4J49 

—  4346 

+0,160 

1.999  S460 

..467  0838 

—  4190 

—  4184 

+  <D.J1. 

1.010   7154 

1-488  006; 

+  0,16. 

1.999  Jll« 

—  1119 

1.466  6648 

+  0.21I 

1   010   4814 

1.487   5716 

+  0.161 

1.999     lODi 

1.466   1461 

+  0-1.5 

1.010   1496 

—  1318 

1.487   1370 

+  0  163 

1.998     878' 

—  1114 

1.46s   8178 

+  0.114 

—  1314 

1,486    70l9 

—  4339 

+  0.264 

1.998    6559 

—  1210 

1,46s   4098 

—  4177 

+  0     115 

1.0D9    7846 

1.4B6   16K9 

—  4316 
-4331 

—  4319 

+  0.165 

1,998  4119 

1.464   9911 

—  4174 

+  0.116 

1.009   S5i; 

'■4«5   8JSJ 

+  0   166 

..998.11». 

..464   S747 

+  0.1IT 

1   009   3105 
1.009  0888 

i:|;J 

1  '.tu  969I 

+  0 , 167 
+  0.168 

1 .997  9904 

..997  7690 

-ll'll 

1.464   'S76 
1.463   7409 

+  0.1. q 

1.008   8573 

1.484   ij66 

—  431 

+  0.169 

1.997   5478 

—  1111 

1.463   J144 

+  0.110 

1.008   6z6o 

1.484    1044 

—  4111 

+  0,270 

1.997    3168 

—  11  0 

1.461   9083 

"■* 

+  0.111 

+  0.111 

I.0O8    3949 
1.008    1641 

"ijÖg 

'.483   6715 
..483   »4-0 

—  4319 

—  4J>5 

+  0.171 
+  0.171 

1.997   1059 
..996   8K!1 

—  1106 

1,46t   4914 
1,461   0769 

-4159 

—  4'S5 

+  ....13 
+  0.114 

1.007   9334 
1.007   7030 

—  1307 
-1304 

1.481   8097 
1.481   378S 

—  4309 

+  0.171 
+  0.174 

1 .996  6649 
1.996  4446 

—  J103 

.461    6617 

-4150 

1.461    1467 

—  1303 

—  4305 

-4146 

+  0.11! 

1-007   4T1T 

I.4S1    94«ä 

+  0.175 

..996   1146 

1.460   83JI 

+  0..16 
+  O.I17 
+  0.118 

1.007   1417 
1.007  0119 
1.006   7Bjj 

IJOO 

-1198 
-1196 

1^480   6586 

—  4301 

—  4199 
-4196 

+  0.276 
+  0,177 
+  0.17B 

1.99&  004- 
1    995    7850 
1.995   5656 

—  1199 

—  1194 

1.460  4178 
.    460   00 JB 
i,4!9   S9°» 

—  4.43 

—  4140 

—  4137 

—  4134 

+  o.iig 

1.006   5540 

—  1193 

1  ,4«o   1194 

—  4292 

+  0.179 

'.995    3463 

—  3193 

I.4S9  1767 

—  1191 

-4189 

—  1.9. 

—  4131 

+  0.130 
+  0.13. 

1   006   1148 

—  1190 

1.479   S005 
1.479   3719 

—  4m6 

+  0,280 
+  0.181 

'■995    1171 
1.994  90*3 

—  1189 

—  1.87 

1.4JB   76J6 
1-45*   IS09 

—  4117 

—  4.15 

—  4111 

—  4119 

+  0.131 

1.005   8671 

—  1186 

-11B3 

..478   94J6 

+  0.181 

..994  6896 

t    457   9384 

+  0.131 

1.005   6j«S 
1.005   4101 

1.478    SI57 
1,478   0881 

—  4176 

+  0.1B3 
+  0.184 

1.994  4711 
1.994   1518 

-1.83 

1.4S7   S161 
1.457   1143 

—  iiai 

—  4»73 

-IIB. 

—  4ltS 

+  0.1IS 

1 -477   6608 

-4169 
—  .(166 
-416J 

-4160 

+  0.185 

'.994  0347 

1.456   7018 

+  0.1J6 

1.004   954» 

1.477  1J39 

+  0.186 

1,993   8.68 

■■456   291s 

+  0.117 
+  0.13(1 
+  0.139 

1.004   7165 
1,004  4990 
1,004   171- 

—  1175 

—  117t 

l.47fi   807J 
1,476    3*10 

1,475   95!" 

+  0.187 
+  o.igB 

+  0.189 

1.993    5990 
'■993  1«'5 
1.993  '64' 

—  1175 

1.455   «8o( 
1.4SS   4699 
1-455   0595 

—  41«. 

—  1171 

-4156 

■ 

+  0  140 
+  0.14' 
+  0.141 
+  0.141 
+  0.14+ 

1,004   0446 
3.001   8177 
1.003   5911 
1   003   3646 
i.ooj   1384 

—  1166 

-116s 

—  ii6i 

—  i»6i 

i.47i   5194 
t.47S    t04O 
1 .474   679' 
1.474   1544 
1.473   8300 

—  4*?4 

—  4149 

—  4147 

—  4144 

—  4140 

+  0.J9O 
+  0   19' 
+  0.191 
+  0.19J 

1.99»  9470 
1.991  7 je« 
1.991  5111 

1.991  1966 
1.991  0801 

—  1.68 

—  1.66 
-1.64 

—  1161 

'■454  6494 
1.454  1397 
1.453    S30. 
1.453  4110 
1451   O'i" 

—  4097 

—  4095 

—  4091 
-4088 

—  4086 

1 

+  0.14! 

1.001  9111 

1.473   4060 

+  0.195 

1.99'  8640 

1.451   6016 

—  40B1 

—  4079 

—  4077 
„4074 

+  0.146 

1.001  6865 

—  11S7 

—  11S4 

:-47i  9813 

+  0,196 

1.991  6480 

1-451   19S3 

+  0.147 
+  0.148 

1.001  460R 

1.47»  SS«9 
1.471  135« 

—  4»3' 

+  0.197 
+  0,198 

1.991   43" 
1.99'   »165 

—  1156 

—  i'5i 

—  115J 

1.451   7874 
1.451    3797 

1 

+  0.149 

1.001  0101 

-1151 

1.47'    71JI 

+  0.199 

1.991  0010 

1.450  9713 

I 

—  4115 

+  0.IS0 

1,001  7851 

1.471    2906 

+  0.300 

1.990  7857 

1.450  5651 

1 

L 

J 

^^^ 

^^^^ 

^^^H 
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Tafel  XVL 


6 


-f-  o, 

+  o, 

-h  o, 

-h  o 

-h  o, 

H-  o, 

4-  o, 

+  o, 

-f-  o, 

-f-  o 

H-  o 

-h  o 

-h  o 

-f-  o, 

4-  o, 

-f  o, 

-h  o 

-h  o, 

-f-  o, 

-f-  o 

-h  o, 

-h  o 

+  o 

+  o, 

H-  o 

-f-  o, 

4-  o 

-f  o 

H-  o, 

H-  o 

H-  o. 

4-  o 

4-  o 

4-  o, 

4-  o 

4-  o, 

4-  o, 

-f-  o 

4-  o 

4-  o, 

4-  o 

4-  o, 

4-  o, 

4-  o 

4-  o 

4-  o, 

4-  o, 


log  E/   ;    Diff. 


log  iV 


IHff. 


;oo 
;oi 

;o2 

193 

;o6 
[07 
loR 
;o9 

lo 
II 

12 

13 
14 

«5 
i6 

17 
i8 

19 

>20 

;2i 

22 

23 

124 

25 
126 

127 
28 

29 

130 

31 

132 

33 
34 

135 
136 

:37 

3« 
39 

140 

14» 

142 

[43 

[44 

145 
(46 

[47 
148 
149 


o,(09  012 

0^09  039 
o„o9  065 

o„09  091 

o„o9   117 

I 

0/.09  143  ! 
O1409  «69  I 

o«09  195 
o,,o9  221 
o„09  247 

o„o9  273 
0^09  298 

o,.09  324 
O1.09  350 
On09   376 

o„09  402 
o„09  428 

o«o9  453 

0^09  479 
o„09  505  I 

I 
o„09  531 

o«09  556 

o„09  582 

0,409  608 

0,109  633 

o«09  659 
o„09  684 
o„09  710 

Oh09  735 
o»09  761 

o„o9  786 
o,j09  812 
o„09  837 
o„09  863 
o„09  888 

o„09  914 

o„09  939 
o„09  964 

0^09  990 
o„io  015 

o„io  040 
o„io  065 
0,^10  091 
o,(io  116 
o^io  141 


o„io 
On«0 


4-  0.350 


166 
191 

o„io  217 
o,jio  242 
0^10  267 

0^10  292 


4-  27 

4-  26 

-f-  26 

-f  26 

4-  26 

4-  26 

4-  26 

4-  26 

-f  26 

4-  26 

4-  25 

4-  26 

4-  26 

4-  26 

4-  26 

4-  26 
4-  25 
4-  26 
4-  26 

4-  26 

4-  25 

4-  26 

4-  26 

4-  25 

4-  26 

4-  25 
4-  26 
4-  25 
4-  26 

4-  25 

4-  26 

4-  25 

4-  26 

4-  25 

4-  26 

4-  25 
4-  25 
4-  26 
4-  25 

4-  25 

4-  25 
4-  26 
4-  25 
4-  25 

4-  25 

4-  25 

4-  26 

4-  25 

4-  25 

4-  25 


9„88  578 

9«88  573 
9„88  567 
9^88  562 
9„88  556 

9,,88  '55« 
9„88  546 

9,|88  540 

9«88  535 
9^88  530 

9„88  524 
9„88  519 
9„88  513 
9^,88  508 
9„88  503 

9^88  497 
9„88  492 
9„88  487 
9„88  481 
9„88  476 

9„88  471 

9n««  465 
9„88  460 

9«8«  455 
9„88  449 

9„88  444 

9»88  439 

9ii88  433 
9,(88  428 

9„88  423 

9„88  417 
9,,88  412 
9„88  407 
9„88  402 
9„88  396 

9„88  391 
9„88  386 
9,,88  380 

9»88  375 
9,(88  370 

9h88  364 

9«88  359 

9h88  354 

9,»88  349 

9h88  343 

9,(88  338 

9«88  333 

9m88  327 
9,(88  322 

9n88  317 
9„88  312 


—  5 


A*- 


Diff. 


4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

6 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

4-  2. 

28  399 
28  489 
28  579 
28  669 
28  758 

28  848 

28  938 

29  028 

29  "7 
29  207 

29  297 
29  386 

29  476 
»9  565 
29  655 

»9  744 

29  «34 

29  923 

o  013 

o  102 

o  191 
o  281 

o  370 

o  459 
o  548 


o  638 
o  727 
o  816 
o  905 

0  994 

1  083 
1  172 
I  261 
I  350 
»  439 


528 
617 
706 

795 
884 


1  972 

2  061 
2  150 
2  239 
2  327 

2  416 
2  505 

»  593 
2  682 

2  770 


4-  2.32  859 


log  J?/   Diff. 


4-  90 
4-  90 
4-  90 
4-  89 

4-  90 

4-  90 
4-  90 
4-  89 
4-  90 

4-  90 

4-  89 
4-  90 

4-  8q 

4-  90 
4-  89 

4-  90 
4-  89 
4-  90 
4-  89 

4-  89 

4-  90 
4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  90 

4-  89 
4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  89 

4-  89 
4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  89 

4-  89 
4-  89 
4-  89 
4-  89 

4-  88 

4-  89 
4-  89 
4-  89 
4-  88 

4-89 

4-  89 
4-  88 
4-  89 

4-  88 

4-  89 


9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 


^5 

016 

»5 

000 

24 

985 

24 

969 

24 

954 

24  938 

24 

923 

24 

907 

24 

892 

24 

877 

24 

861 

24 

846 

24 

830 

24 

815 

24 

799 

24 

784 

24 

769 

24 

753 

24 

738 

24 

723 

24 

707 

24 

692 

24 

677 

24 

661 

24 

646 

24  631 

24 

615 

24 

600 

24  585 

24  569  : 

»4  554  I 

»4  539  ! 
24  524 

24  508 
24  493 

24  478 
24  463 

24  447 
24  432 
24  4>7 

24  402 
24-^87 
24  372 
24  356 
24  341 

24  326 

24  311 
24  296 

24  281 

24  266 


9.24  250 


623 


Tafel  XVI. 


e 


log  Ei 


-h  o 

.350 

o„io  292 

-+-  o 

•351 

o,.io  317 

-h  o 

.352 

o„io  342 

-+-  o. 

353 

0,410  367 

-h  o 

.354 

o„io  392 

+  o. 

•355 

o„io  417 

-h  o. 

.356 

o„io  442 

-h  o. 

.357 

o„io  467 

4-  o. 

.358 

o«io  492 

-h  o 

.359 

o„io  517 

4-  o. 

360 

o»io  542 

+  o. 

361 

o„io  566 

+  o. 

.362 

o„io  591 

4-  o. 

.363 

o„io  616 

-f-  o. 

364 

o„io  641 

+  o 

365 

o„io  666 

4-  o. 

366 

o„io  690 

4-  o. 

367 

o„io  715 

4-  o 

.368 

o„io  740 

4-  o. 

369 

o„io  765 

4-  o 

■370 

o«io  789 

4-  o. 

371 

o„io  814 

4-  o 

372 

OnlO  839 

4-  o 

•373 

o„io  863 

4-  o. 

.374 

0,410  888 

4-  o. 

375 

o„io  912 

4-  o 

376 

o„io  937 

4-  o 

•377 

o„io  961 

4-  o 

.378 

o„io  986 

4-  o 

379 

o„ii  010 

4-  o. 

.380 

o„ii  03s 

H-  o. 

381 

o„ii  059 

4-  o. 

382 

0,4!  I  084 

4-  o. 

383 

o„ii  108 

4-  o. 

384 

o„ii  »33 

4-  o 

385 

o,.ii  157 

4-  o. 

386 

o„ii  181 

4-  o. 

387 

0,1  II  206 

-h  o. 

388 

o„ii  230 

4-  o. 

389 

o„ii  254 

4-  o. 

390 

o„ii  279 

4-  o 

391 

o„ii  303 

-h  o 

.392 

o„ii  327 

4-  o. 

.393 

o„ii  352 

+  o 

.394 

o„ii  376 

4-  o 

395 

o„ii  400 

4-  o. 

.396 

o„ii  424 

4-  o. 

397 

0,411  448 

4-  o, 

398 

o„ii  472 

4-  o. 

399 

0,1  II  497 

4-  o 

.400 

0„II  521 

Diff. 


4-  25 

4-  25 

-h  25 

4-  25 

H-  25 

H-  25 

4-  25 

4-  25 

4-  25 

4-  25 

4-  24 

4-  25 

4-  25 

4-  25 

H-  25 

4-  24 

4-  25 

4-  25 

4-  25 

4-  24 

4-  25 

-h  25 

4-  24 

-h  25 

4-  24 

4-  25 

-f-  24 

H-  25 

4-  24 

4-  25 

4-  24 

4-  25 

-h  24 

-h  25 

4-  24 

4-  24 

4-  25 

4-  24 

4-  24 

4-  25 

4-  24 

4-  24 

4-  25 

4-  24 

4-  24 

4-  24 

H-  24 

4-  24 

4-  25 

4-  24 


log  E^ 


9,488  312 

9,488  306 

9,i88  301 

9,488  296 

9,488  291 

9„88  285 

9,488  280 

9,488  275 

9„88  270 

9,488  264 

9,488  259 

9,488  254 

9„88  249 

9,488  243 

9„88  238 

9„88  233 

9,488  228 

9,i88  222 

9,488  217 

9„88  212 

9„88  207 

9„88  201 
96 

9> 
86 


9,i88 
9„88 
9„88 

9„88 
9„88 
9„88 
9„88 
9,488 

9„88 
9„88 
9„88 
9„88 
9,488 

9n88 
9,488 
9,488 
9,488 
9,488 


81 

75 

70 

65 
60 

55 
49 
44 
39 
34 

29 

23 

18 

13 

08 


9„88  103 
9„88  097 
9,i88  092 
9„88  087 
9,488  082 

9„88  077 
9„88  072 
9„88  066 
9„88  061 
9„88  056 

9„88  051 


Diff. 


—  6 


—  5 


^o*" 


4-  2 

.32  859 

4-  2 

.32  947 

4-  2 

.33  036  ' 

4-  2 

33  »24 

4-  2 

■33  213 

H-  2 

•33  301 

4-  2 

■33  389 

4-  2 

.33  478 

4-  2 

.33  566 

4-  2 

.33  654 

H-  2 

•33  743 

4-  2 

■33  831 

4-  2 

.33  9>9  ' 

4-  2 

•34  007  ; 

4-  2 

■  34  095 

H-  2 

34  184 

4-  2 

34  272 

4-  2 

.34  360 

4-  2 

•34  448   ; 

4-  2. 

•34  536  ! 

-h  2 

•34  624 

4-  2. 

.34  712 

4-  2 

.34  800 

4-  2. 

34  888 

4-  2. 

34  975 

4-  2 

■35  063  ; 

-h  2 

35  »5» 

4-  2. 

35  239 

4-  2. 

35  327 

4-  2. 

•35  414 

4-  2. 

35  502  ' 

H-  2. 

35  590 

-h  2. 

35  677 

4-  2. 

35  765 

4-  2 

35  853 

4-  2, 

35  940  i 

4-  2. 

36  028  ; 

4-  2. 

36  115  ! 

4-  2, 

36  203 

4-  2. 

36  290 

-h  2. 

36  378  ; 

-h  2 

36  465 

4-  2. 

36  553 

4-  2. 

.36  640 

4-  2 

36  727 

4-  2. 

36  815  '■'. 

4-  2. 

36  902  i 

4-. 2 

.36  989 

4-  2. 

•37  077 

4-  2 

37  164 

4-  2.37  251 


Diff. 


4-  88 

4-  89 

4-  88 
4-  89 

4-  88 
4-  88 

4-  89 

4-  88 
4-  88 

4-  89 

4-  88 
4-  88 
4-  88 
4-  88 

4-  89 

4-  88 
4-  88 
4-  88 
4-  88 

4-  88 

4-  88 
4-  88 
4-  88 
4-  87 

-{-  88 

4-  88 
4-  88 
4-  88 

4-  87 

4-  88 
4-  88 

4-  87 

4-  88 
4-  88 

4-  87 

4-  88 

4-  87 
4-  88 

4-  87 

4-  88 

4-  87 

4-  88 

4-  «7 
4-  87 

-h  88 

4-  87 
4-  87 

4-  88 

4-  87 
4-  87 


log  E^ 


Diff. 


9.24  250 
924  235 
9.24  220 
9. 24  205 
9.24  190 


9.24 
9.24 
9.24 
9.24 
9.24 


175 
160 

«45 
130 

»15 


9.24  100 
9.24  085 
9.24  070 
9.24  055 
9.24  040 

9.24  025 
9.24  010 


9.2 
9.2 
9.2 

9-2 
9.2 
9.2 
9.2 
9.2 

9.2 
9.2 

9.2 
9.2 
9.2 

9.2 
9.2 
9.2 

9-2 

9.2 
9.2 

9-2 

9.2 

9.2 

9.2 

9.2 
9.2 
9.2 
9.2 
9.2 

9.2 
9.2 
9.2 
9.2 

9-2 


995 
980 

965 

950 

935 
920 

905 
890 

875 
860 

845 
831 

816 

Hol 
786 

771 
756 

741 

727 
712 
697 
682 
667 

652 
638 
623 
608 

593 

579 

564 

549 
534 

520 


14 
5 


9.23  505 


Berichtigungen. 


lies: 

^ 
•=•. 

•=•«- 

+  i» 

+ 

i]ic) 

M 

V 
•=<. 

/(" 

+  [» 

■  + 

ilw) 

1«. 

3«.. 

•       • 

CH 

l2... 

T«> 

89 


Seite    4  Zeile  4  von  oben  sind  die  Aufschriften  der  2.  and  3.  Oolumne  zu  vertauschen 

•=•„—1  «=«i.— I     ad+i 

5  Formel  3)  statt    2    /  (ö  -f  [i -+-  T  tr' 

•=•,-1 

»        5        »        4;      »       ^    /  (a  -h  L«  -h  ii  «r 

1=1, 

»  11  Zeile  4  von  oben  statt  i*,  3^  .  .  .   lies; 

«18      »     2     »    unten    »     Cfi»...?*}      » 

»  19  in  iV2*^(«)  statt  s.ion^  lies:  9.10W«* 

»  20   »    Jlf2®(»j)     j»      6.7m'       »      6.7?ij* 

»  38  Zeile  11  von  oben  statt  »von  der  oberen«  lies:  »von  jenem  der  oberen« 

»  53      »        7     »     unten    »     /"a  lies :  />»  [d, 

»  63      »       8     M         »        »     »gebildete  Summationsreihe«  lies:  »gebildeten  SummatLonsreihen « 

»     89      »      15     »     oben  am  Schlüsse  statt  ^  [p]  lies:  j{Yp] 

,     „    unten«.«  \&tfd)  u^:    (V^±-/ iKt)) 

99      »      18     »     oben  statt  sin  1"  lies:  sin  1'' 
100      »      12     »        »        »     vortesUt  lies:  vorstellt 
100  2.  Zeile  in  Formel  I;  statt  —  sin  7  cos  lo  lies:  —  sin  Qq  cos  »0 
105  Zeile    4  von  oben  statt  6.8  lies:  6"% 
lOS       »      13     M         »        »      sin  ^  lies:  9  sin  «^ 
108  Formel  IV)  ist  durchaus  statt  ta  der  Buchstabe  w  zu  setzen 
112  Zeile    2  von  oben  Colunme   If  statt  —  257.64  lies:  —  »57.61 
112       »       4     »         »  »        ii/"     1.     -I-  10.78        »     -I-  10.87 

133       »      15     »         »     statt  «  —  4  [Q  -h  Qüi  lies:  Ä—i  [Q  -h  Oo] 
146      »       3     »     unten  im  3.  Oliede  links  vom  s=  statt   -^   lies:  -,-r^ 

148  in  der  3.  Gleichung  in  IX  statt  j^  lies:  ^ 

156  Zeüe  14  von  oben  statt   Jf'lies:    Jf\ 
170  4.  Zeile  der  Formel  II)  statt  r  lies:    r) 
181  Zeile    5  von  oben  fehlt  s  nach  1  4-  y 

»        »     statt  Formel  lies:  Formeln 

»     unten    »     3  kw  lies:  log  3  kto 

»     oben      »     »die  Folge«  lies:  »in  Folge« 

»        »     fehlen  die  Schlussworte  ,  »ersetzt  und  F*  ( —  -J)  mit  —  F'  {J]  vertauscht, 
was  für  die  folgende  Schlu^sfolgerung  erlaubt  ist:« 

»     unten  statt  ^  lies:  - 

'         y  _  — 

Formel  3)  im  Nenner  statt  ' —    y  — lies:  i —  y —  (nicht  in  allen  Abiügen.) 


209 

u 

4 

235 

» 

« 

256 

» 

2 

278 

• 

10 

283 

» 

17 

293  ] 

Fom 

sei  : 

625     —                                             fl 

1 

Tafel  XVn.                                              ^^^H 

v( 

logO 

Diff. 

A 

log« 

Dur.       A 

1       lüg« 

Diff. 

A 

log  Q 

Diff. 

-t-o^oo. 
-J-  o.ooa 
-1-o.ooj 

9.111  8487 
9.111  9791 
9.211  1095 
9.111  2401 

+  ■304 
+  ■304 
+  1306 
+  IJo6 
+  1308 
+  .308 

+  1JI" 
+  ■311 

+  0 
+  0 
+  0 
+  0 

060 
□61 
061 

9.129  8;j3 
9- "9  9900 

9.130  116B 
19,130   2637 

+  '367 
+  1368 
+  1369 
+  ■37" 

+  ■371 
+  ■173 

+  117fi 

+  0-111 

+  0.111 
+  O..13 

9.13s   1600 
9  138  403B 

;9-i3B  5477 

9.138   6917 

+  1+J8 

+  '439 
+  '440 
+  144' 
+  '443 
+  ■444 
+  '44! 
+  '447 
+  ■448 

+  o.iao 
+  0.181 

+  0:183 

9.147    "S9 

,9,147   1676 
9.147   4194 
9-147   S7'4 

+  'S'7 
+  tSl8 
+  'S»o 
+  'S=i 
+  'S" 
+  >5=! 
+  '5lS 
+  ■51- 
+  '519 

■+ 0.004 

9-111   J707 

4-0 

06; 

'9-130  400g 

+  o.ii4|;9-=lB   83S8 

+  0.184 

9-147   7136 

-Ho. 00s 

9.121   50IS 

+  0 

065 

9-130   5179 

+  o.ii5l'9,i3g   9801 

+  o.i8( 

9-147   8758 

-+■  0 .  006 

9. .12    6J13 

+  " 

9.230   6751 

+  0. 126119   119   "245 

+  0.186 

9.148   0183 

+  0.007 

9.11»    7631 

+  0 

067 

9.130   8115 

+  0.117,9,139   2690 

9-148   iSoB 

-+-0.0081:9.221  8945 

-l-o.009||9.j2j   OJ54 

+  0 
+  0 

068 
669 

9.130   9500 
,9,131   0H76 

+  0.11BÜ9.139   4137 
+  0.119,19.239   5585 

+  0..88  9-148  3315 
+  o.i89;9.i48   4S64 

+  1313 

+  '377 

+  '449 

r 

+  '5=9 

H-o.oto  9.J15   151.7 

+  '3"J 
+  1315 
+  1116 

+  IJI6 

+  0 

9,131   11(3 

+  'l"" 
+  ■180 

+  i3«o 

+  '!«! 

4-0.130,9,139   7034 

+  1450 
+  145  = 
+  '4>3 
+  '4i4 

+  0.i90'9,i4a   6393 

+  '!3i 
+  »531 
+  'S3S 
+  '515 

-t-o.oii    9.IIJ   i8jo 
-t-o.oii;9.2:j  419? 
+  o.otj  9.ii3   i;ii 

+  0 
+  0 

+  ° 

07  > 
073 

9.13'    163' 
9-131   5011 
9,111   6j9i 

+  Q.T31    9.139    84S4 
-)-0..]2     9.239    9936 
+  0.133:9.140    IjBy 

+  0.19l',9.148    79=5 
+  0.193   9.149  0991 

-t-o.ot4   9    213   68-7 

+  0 

074 

9-11'    7773 

+  0,134^9.140    1843 

+  D.i94!9.249   2517 

+  1318 

+  1383 

+  '455 

+ 

'537 

-Ho.ois   9.113    8145 
+  0.016  9.113   9463 

+  "3i8 
+  1310 
+  ■3  =  1 
+  .J11 

+  ° 

07S 

076 

9,131   9156 
9.232   0540 

4-1384 
+  1385 
+  '386 
+  '387 

+  0,135119.140    419a 

+  0,i35|l9.=4O  575S 

+  '457 
+  '45« 
+  1459 
+  '461 

+  0. 19s   9.249  4064 
+  0.I96I9.149   5603 

+ 

+ 
+ 
+ 

ISJ9 

+  0.017  y.114  078J 
+  0.018   9.IJ4   2104 

+  0 
+  0 

°77 

9.131   1925 
9.232    3311 

+  0.13719-140  7=11 
+  o-ii8|!9.240  R671 

+  0.1971:9.149  7141 
+  0.1981:9.149  8684 

1540 
'54' 

-\-  0.019  9-»»4   14Jfe 

+  0 

9.132   469B 

+  0.1391:9.141  0133 

+  0.199  9.15«  01=7 

'S4J 

+  '3'i 

+  '389 

+  14bi 

+ 

'544 

•     o.oie  9.114  474» 
^o.oii    9."4   6072 
■    0.011   9.114   7197 
!-  o.oij   9.124   K713 
•    O.OJ4   9,1:5    DOSO 

+  1314 
+  ■315 
+  1116 
+  1J=7 

+  0 
+  0 
+  0 
+  ° 
+  0 

081 

083 
084 

9.131   6087 
9.231   747- 
9.IJI   R8fiü 
9. =33  0160 
9-133    '653 

+  .390 
+  .391 
+  1391 
+  '1'*1 

+  0.1409-14'    1595 
+  o.,4,   9.14'    30s« 
+  0.742   9.141    4511 

+  0.143   9,241    5988 
+  0.144  9.141   -455 

+  '46! 
+  '464 
+  1466 
+  1467 

+  o.joo;9-i;o  1771 

+  0.101,9.150  1317 

-t-o.ioi   9,150  4864 

+0.103  9.150  6413 

+  0.104  9  ISO  7963 

+ 

+ 
+ 
+ 

'546 
'547 
'549 
'SSO 

+  'Ji8 

+  'll-* 

il 

-(-  1468 

+  '55  = 

r-  0.015 '9.115   IJ?" 
1   o.oiO   9.115    1707 

r  D.017   9-"!   40J7 
^   g.oitl   9. "5    SI69 

1   ■^.019   9-iiS   6701 

+  ijig 

+  IJ30 

+    1J3! 

+  '"' 
+  '331 

+  ° 
+  0 

+  ° 

+  0 

085 
086 

087 
0B8 
689 

9-133   3047 
9-133  444! 
9-1J3   i*39 

9-!J3    71J7 

9-131  "f-l'' 

+  1196 
+  'I96 
-1-1  39B 
+  ■199 
+  1400 

+o:!46 

+  0. '47 

+  0.14« 
+0.149 

9.241    R91I 
9.141  0393 
9.141   1864 
9   141   3336 
9.141   4810 

+  '470 
+  1471 
+  1471 
+  '474 

+  0.105,9.150  9515 
+  0.106  9.1SI    1068 
+  0.107  9. =5'    161» 
+  o.io«l9.i5i   417» 
+  o.i09'9-iS'   573*^ 

+  'S53 
+  '5(4 

+  '516 
+  1558 
+  'ii9 

^^».030  9.115   «OJ4 

^^^o]r9.ii{  9j6« 
^^■aj2[<9.ii6  0704 
^HLo]}.9.ii6  1040 
^^■|oj4  9.216   3378 

+  I3J4 
+  TI56 
+  '136 
+  '338 

+  0 

-j-O 

+  0 
+  0 

09. 
091 
093 
094 

9.234  0036 
9.134    '438 
9-114   =840 
9.1J4  4=44 
9.134   5649 

+  1401 

+  '404 
+  '405 

+  0-1  so 

+  0,151 
+  0-.51 
+  0.153 
+  0.154 

9.14=   6185 
9-142   7761 

9.142  9139 

9.143  0718 
9-143    1198 

+  1476 
+  147B 

4-1480 

+  0.110   9. IS'    7391 
+  0.111   9.151    B855 
+  0.111   9.151  0417 
+  0.113   9-151   '981 
+  0.1.4  9.151  3S46 

+  1560 
+  '561 
+  1564 
+  1565 

+  1338 

+  ■406 

+  148' 

+  1567 

Hft.oj6 

^^o]8 

9,116    4716 
9.116    6056 

9,116   7J97 
9.116   8739 

+  '34° 
+  134' 
+  iJ4J 

+  '141 

+  0 
+  0 

-+-0 

+  0 

095 
096 
097 
09S 

9-134   7055 

9.134  «461 
9-=34  9871 

9.135  1=8° 

+  1407 
+  1409 
+  1409 
+  141' 

+  0.155  9.14!   3^79 
+  0.156  9-143  5161 
+  0.157  9-143  6647 
+  0.158  l9-=43    8131 

+  ■483 
+  1485 
+  ■485 
+  ■487 

+  0.115.9.151  1113 
+  0.116:9.151  6681 
+  o.2.7l9-=5i   8150 
+  0-218:9.152   98=1 

+  1568 
+  .569 
+  '571 
+  '573 

^^^Ko]9 

9.117  ooai 

+  0 

099 

g.235   1691 

+  0.159   9-141   9619 

+  0.2199.153    .394 

+  '344 

4-1411 

+  1488 

+  '574 

9.U7  t4»5 

+  '34S 
+  '347 
+  '347 
+  '34B 

+  0 

9. =35  4103 

+  '414 
+  1414 
+  '4'6 
+  1417 

+  0.2101:9.153   =968 

+  '5-5 

+  '578 
+  '578 
+  1S80 

9.117  1770 
9.217  4117 
9.117  U64 

9.117  6aii 

+  0 

+  0 
+  0 
+  0 

lOJ 

104 

9-13;  S5'7 
9,13s  6911 
9-135  8347 
9.13s  9764 

+  0.161  '9.144   1597 
+  0.161   9,244  4088 
+  0.163 '9. 144   5s8o 
+  0.16419,144  7074 

+  1491 
+  1491 
+  M94 

+  0.11119,153   4541 
+  0.111   9,153   6111 
+  0.113   9.ISI   7699 
+  O.124I  9.153   9179 

+  1349 

+  '495 

+  158= 

^^Ro45ll9.li7  Bi6i 
^^Ko461l9-"7  95I1 

+  '33' 
+  13?' 
+  >3S3 
+  '314 

+  0 

+  0 

los 
106 

9-236   1181 
9.136   2601 

+  H'9 
+  ■4  =  ' 
+  14=1 
+  ■413 

+  0.165  9.144  «569 
+  0.166   9.145   0065 

+  ■496 
+  ■49* 
+  '499 
+  '50. 

+  o,n;  9,154  0B61 
+  0.216  19.154   1445 

+  1584 
+  1584 
+  'S87 
+  1588 

^^Ko47l9-'>*  086] 

+  " 

9.136   4011 

+  0.167   9-i4i    '561 

+  o.2i;!9.iS4  4019 

^^^0481:9.118   1116 

+  0 

9.136  544! 

+  0.168   9.14s   3061 

+  0.218  9.154   5616 

^^Ko49 

9   llK   3570 

+  0 

109 

9.236  6866 

-i- 0.169 

9.145   4563 

+  0.119,9.154   7104 

+  »3Ü4 

+  '414 

+  '501 

+  .589 

^B^aS4 

9.118   4914 

9.118  6180 
9."«  7637 
9.1.8  8995 

9.119  0355 

+  "3i6 
+  "157 
+  ■35» 
+  '360 
+  1360 

+  0 
+  0 
+0 
+  0 
+  0 

"3 

9.136  8190 

9.136  9716 
1-137    "41 

9.137  2570 
9.137    3999 

+  '4=6 
+  1417 

+  "4=9 
+  '43' 

+  0.170 
-f-0.171 

+  0-171 
+  0.173 
-1-0.1-4 

9.24s   6064 
9.14s    7568 
9-145   9=7= 
9.146   OS7B 
9.146   1086 

+  '504 
+  1504 
+  1506 
+  1508 
+  IS0S 

+  0.130I9.154   «793 
+  0.131 jg.iis   0384 
+  o,i3i'9.i5S  .977 
+  0.i33;9.255   3571 

+  0.134  g. 25s    !'67 

+  '59' 
+  'S9J 
+  1594 
+  1596 
+  1(97 

^^Bojl 

9.129  1715 

+  .361 
+  136J 
+  1164 
+  1564 

+  0 

"5 

9-137   5410 

+  141" 
+  1433 
+  1434 
+  '415 

+  0.175,9-146   3S94 

+  'Sio 
+  1511 
+  1511 
+  ■514 

+  0.135   9.2s;   6764 

+  «599 
+  160a 
+  l6oi 
+  1604 

9.129  3076 

+  0 

116 

9.  =  37  6B61 

+  0.176   9,146   5104 

+  0.156 

9.15s  »J6l 

^^Ko59 

9  129  4439 
9.119  5803 
9.119  7167 

+  0 

+  0 

118 
119 

9-137  8194 
9-137   97=8 
9   238    1163 

+  0.177Ü9.146   6616 
+  o.i7B;9-=46   8119 
+  0.179  9-146   9643 

+  0.137 
+  0.138 
+  0.139 

9.15S  9963 
9.1(6  1565 
9-156  3169 

+  1J6I) 

+  '417 

+  1516 

+  1605 

H^ 

9. "9  *5J3 

+  0    110 

9.138   1600 

+  0.180.9.147    "59 

+  0.140 

9-ilft  4774 

J 


ßerichtigimgeii  zum  IL  Bande  Ton  Oppolzer's  Lehrbuch  der 

Bahnbestimmiing. 


Seite   4,  Zeile  4  von  oben  sind  die  Aufschriften  der  2.  und  3.  Cohimne  zu  ver- 
tauschen. 

-  5,  Formel  3)   statt   ~^f  {a+[i+i]w)   lies:    J^^*  («+ [t-f- il  w. 

-  5,  Formel  4)   statt  ^f{a  +  [i+\]u>)  lies:    ^  f  [a +  [{+}]  w] 
7,  Zeile  4  von  oben  statt  Combination  lies:  Klasse 

-  9,-4  von  unten  statt   ^     (—1)  iJ^d=^+7)  ^{  ^^  4*^  -  2d)^  } 

lies:   ^(-,)  -iLL_c{2^4V-(2rf)M 

II,      -      4  von  oben  statt  i^,  32,  lies:   i-^.  32.  

-18,-2  von  unten  statt  C^fi^-'-y^}  lies:   C^  [i^-'f^} 

-  19,  in  iV^^^  (»)  statt  9-10»^  lies  9-10«* 

19,  in  Formel  10)  statt  ^f^^-j^-  =  lies:  ig^    ^^  ^  = 

-  20.  in  -Mi^  (m)  statt  6'jfn'^  lies:  6-7 m* 

-  34,  Zeile  2  von  oben   statt  —jf[a+[%  +  7i\w)dl  lies:  — //"  a+ [t  +  ^ltö)  rf/ 

(j^ ji  ad— X 

I   lies:  Px 

(^j j\        ^  ad— I 

I   lies:   Q] 

-  38,  Zeile   II  von  oben  statt  »von  der  oberen«  lies:  »von  jenem  der  oberen«. 
-39.-4  von  unten  statt  /y(a  +  [i4-w]«?rf/)  lies:  jf{a-\-[i+n\w]dl 

-43,-4  von  oben  statt  m±  <^\  lies:  fn<i±  \ 

-  44,  in  der  Integraltafel  sollen  die  ersten  Werthe  der  absteifenden  Differenzen 

sein:   —  649.73,  +  38.32,  +  12.36,  —  4.28,  +  0.47 


(2)     

Seite 43)  Zeile  i6  von  unten  statt  Sg  =  +  646.147  lies:  Sg=^  +  946.147 

-  46,      -      14  von  unten  statt  mSg  =  +  94-156  lies:   tnSg  =  -j-  94-165 

-  46,      -       13  von  unten  statt  +  26529.80  lies:  -j-  26529.81 

-  53»      "        7  von  unten  statt  y"a  lies:  /"(a) 

-  54,  Formeln  31)  statt  P  f ''7') :  q(''-^);  ?(*"-*);   Q  (*''-*) 

lies:  P^       :    Q^       .    P^      :     Q, 

-  54,  Zeile  II  von  unten  statt  (pag.  45)  lies:   (pag.  49) 

-  60,      -        9  von  oben  statt  Pq^  lies:  Pj^* 

-  63,      -        8  von   unten  statt   »gebildete   Summationsreihe«   lies:    «gebildeten 

Summationsreihen«. 


II 


-     64,  Zeile  14  von  oben  statt /*(ö+  [*  +  ij 


^1    1:^« .    ^1 


71,      -       10  von  unten  statt  — ^  lies: 


r,3 


76,       -       II  von   unten   statt  /*=  "  "r     -t- —  jj^g.  y«_2   "  "f"     "^ 


Ä2     ,.  k^ 


ro» 


-78,      -        2  von  unten  statt  —g-  lies: 

-  70,  in  den  Fonneln  12)  ist  statt  — — y4-  zu  setzen:  -^ — r^s ^  —  iX^ 

-  70,  in  den  Fonneln  12)  ist  statt ji?-  zu  setzen: j~ 2  [Y^ 

'^'  '  12    dfi  12    dt^  12 

-  70,  in  den  Formeln  12)  ist  statt  -^ — -y-    zu  setzen:  -^ — r^ —  2  ,Z 

'^'  '  12     a<2  12    dfi  12- 

-  83,  Zeile     3  von  unten  statt  —  sin  Q  sin  t  lies :   —  sin  Q  cos  i 
-88,      -        6  von  unten  statt  »vergleichende«  lies:  »vergleichbare« 
-89,      -       15  von  oben  am  Schlüsse  statt  J  [p]  lies:  ^  [Yp] 

.     89,      -        7  von  unten  statt  (YPo±J^J^\   lies:  fYk±^J]^\ 

-  99,      -      18  von  oben  statt  sin  i"  lies:  sin  i" 

-  100,      -      12  von  oben  statt  »vortesUtu  lies:   »vorstellt« 

-  icx),  2.  Zeile  in  Formel  I)  statt  —  sin  Q  cos  i^  lies:  —  sin  Qq  cos  ij) 

-  105,   Zeile     4  von  oben  statt  6.8  lies:  6" 8 

-106,  -       17  von  unten  statt  —  sin  Q  sin  1  lies:  —  sin  Q  cos  i 

-106,  -        5  von  unten  statt  sin  Q  cos  1  lies:  —  sin  Q  cos  t 

-  108,  -       13  von  oben  statt  sin  &  lies:  q  sin  & 

-  108,  in  Formel  IV)  ist  überall  statt  w,  w  zu.  setzen 


»7    i:_.  17 


-  108,  Zeile  2  von  unten  statt  -A 7-  lies:   —      . 

'  5760  5700 

-  109,  in  Formel  V)  ist  in  den  ersten  Gliedern  statt y  zu  setzen:    / 

-  III,  Zeile     9  von  oben  statt  2.308069  lies:  2.328069 

-  iii,       -      10  von  oben  statt  2.728784,   2.128385  lies:  2,1728784,  2,1028385 
-III,      -      13  von  oben  statt  0.563293  lies:  9.563293 


(3)     

Seite  112,  in  der  J/*  Columne,  Zeile  2  von  oben  statt  —  257.64  lies:  —  257.61 

-  112,  in  der  ^]f  Columne,  Zeile  4  von  oben  statt  +  10.78  lies:  +  10.87 

-  115,  Zeile  16,  17  u.  18  von  oben  in  den  Gleichungen  für  X^.    Y^,  Z^  erhalten 

die  Glieder  rechts  vom  =  das  negative  Vorzeichen. 

-  130,  Zeile     9  von  unten  statt  [wk)\  \f^  lies  (tri)-}/^ 

-  133,      -      15  von  oben  statt  «  —  i  [Q  +  Qol  lies:  Ä'—  ^  [Q  +  Qo 

-  136,      -       12  von  unten  statt  9,17834120  lies:  9,17835120 

-  ^37»      "       U  von  oben  statt  9. 0525751  lies:  0.0525751 

-  138,      -        5  von  unten  statt  0.604  0513  und  sin  y  sin£  lies.  9.6040513  und 

e"  sin  E 

-  146.  Zeile  3  von  unten  im  3.  Gliede  links  vom  =  statt  --«-  lies: 


(r2 


>0  Vk 

-  148,  in  den  Formeln  IX)  in  der  3.  Gleichung  statt  —jr^  lies:  -ri- 

-  151    ist  in  dem  DifFerenzschema  in  der  Mitte   der  Seite  überall  statt  co,    tr  zu 

setzen. 

-  151    ist  in  Formel  i)  in  den  Gleichungen  für  B  und  (7,  statt  m^  lo  zu  setzen, 

ausserdem  muss  die  Gleichung  für  D  lauten:  D  =  lf"^  [a  —  \  tv 

-  156,  Zeile  14  von  oben  statt  TFlies:    W^ 

-  169,  in   Formeln  25  ■    ist  in   der  ersten   Gleichung  links   vom  =  statt  yp  zu 

setzen:  kyp 

-  170,  4.  Zeile  der  Formeln  II)   statt  r  lies:   (r; 

-  174,   Zeile  4  von  oben  statt  log 2  A  10' y^  lies:  log 2  [tck]  lo^^  • 

-  174,       -      5  von  oben  statt  log 2 kyjZ  lies:  log2{wk)y^^^ 

-177.       -      6  von  unten  statt  H — ^     lies: ^ 

-180.       -      10  von  unten  ist  für  y  in  der  ('olumne  Jio  statt  —  0.08  zu  setzen: 
—  0.07 

-  181,  Zeile     5  von  oben  fehlt  =  nach  1  -{-  r 

17  I  * 

-  206.       -        Q  von  oben  statt  H lies:  +    -  ' 

^  '    2920  '    1910 

-  209.  -        4  von  oben  statt  Formel  lies :  Formeln 

-  234.  -        2  von  oben  statt  1871  lies:   1872 
-234.  -        4  von  oben  statt  1872  lies:   1873 

-  234.  -  10  von  oben  statt  y  (a  +  [1—^]  «;)  lies  ^f  [a  +  [i -^  \]  w] 

-  234,  -  18  von  oben  statt  1871  lies:   1872 

-234,  -  16  von  unten  statt /(a+ [t  —  ^]«?;  lies:   ]f{a+[i  —  {\w) 

"  234.  -        8  von  unten  statt  1871  lies:    1872 

-  235.  -        8  von  unten  statt  3Atr=  lies:  log  ^kw  ^= 

-  240,  -  21  von  imten,  Columne  Febr.  24  statt  8.942582  lies:  8.942452 

-  240,  -  17  von  unten,  Columne  Febr.  24  statt  9^424579  lies:  9,1424449 

-  240.  -  14  von  unten,  Columne  Febr.  24  statt  9.420233  lies:  9.420103 

-  240.  -  13  von  unten,  Columne  Febr.  24  statt  9.983869  lies:  9.983874 


Seite 240,  Zeile     8  von  unten,  Colnmne  Febr.  24  statt  o„84226o  lies:  0^842265 

-  240,       -        7  von  unten  statt  8^917077  lies:  8^916947 

-  256,       -        2  von  oben  statt  »die  Folge«  lies:  »in  Folge« 

-  278,       -      10  von  oben  fehlen   die  Schlussworte,    »ersetzt  und   F  [ — J]  mit 

—  F  [J]  vertauscht,  was  für  die  folgende  Schlussfolgerung  erlaubt  ist:« 

-  28s.   Zeile  17  von  unten  statt  -4-  lies:  — 

-  293,  Formel  3)  im  Nenner  statt  *  -!1-±1  l/i  lies:   1  —  f'i+ll/fl 

-  303,  Zeile  10  von  unten  statt  und  lies:  und 

-  304,  -        4  von  unten  statt  ±  o"962  lies:  it  o"965 

-  307,  -      12  von  unten  statt  Gleichung  i;  lies:  Gleichung  2. 

-  310,  -      10  von  oben  statt  das  lies:  dass 

-  310,  Formel  3)  soll  stehen  —  = [ 1 

-  326    fehlt  in  Gleichung  15)  links  vom  =  die  Schlussklammer} 

-  326,  Zeile  13  von  unten  statt  » vermindert a  lies:  »vermehrt« 

-  327    fehlt  in  17)  in  dem  Ausdrucke  für  2  S  die  Schlussklammer  } 

-  327,  Zeile  19  von  oben  statt  (pag.  326)  lies:    pag.  325) 

-  328,       -        5  von  oben  in  der  Columne  Nr.  statt  1  lies:  2 

-  328,  -        I  von  unten  statt  [an]  —  lies:   [an]  = 

-  329,  -  19  von  oben  statt  anzusehen  lies:  anzusetzen 
•  "  33^»  -  16  von  oben  statt  nan  lies:  man 

-  344,  -        6  des  Schemas  statt  y[ab]  lies:   —  y[ob] 

-  345    sollen  die  Zahlen  im  lieispiele,  um  mit  dem  Schema  der  vorhergehende: 

Seite  in  Ueberein  Stimmung  zu  sein,    in  folgender  Weise  versetzt  werden 
+  0.07344     —  1.21719     4-1.57095     +1.26957     —0.53990 

-T-  0.00090  0.00000     0.00003     0.00002  0.00000 

0.00252     +0.00283     +0.00021     +0.02155 

+  0.24796     0.09011     +  0.82334 

0.04276     +   I.28I2I 

+   1.52297 

-  348,  Zeile  15  von  unten  statt  —  ^'  ^,  2  lies:   — ,  *    .  Bo 

-  350.       -        3  von  oben  statt  ^-^TTT -^3  ^^®^-   ^>  ;^  ^5 

-  353,  im  Titel  statt  §  3  lies:  §  5 

-  353.  Zeile  5  von  unten  statt  pag.  317  lies  pag.  316 
"     357;       ~      ^i  von  oben  statt  '\nn\  lies:    [« /*/!«] 

"  357»  ~  8  von  imten  statt  pag.  337  lies:  pag.  316  Gl.  7 

-  361,  -  19  von  oben  statt  Formel  23   (pag.  360)  lies:  Formel  22)    (pag.  35« 

-  369,  -  14  von  oben  statt  («j  lies:  u 

-  381.  -  8  von  oben  statt  +  43"9"  lies:  +  43°57* 


(5)     

Seite 381,  Zeile  13  von  oben  statt  —  i.b  lies:  -—3.0 

-  385,  Fonnel  4)  statt  —, — v-r-  lies:  -; — rsr— 
^   -^^  ^'  sin  OQ  am  töQ 

-  388,  Zeile    4  von  oben  statt  vorsetzen  lies:  voraussetzen 

-  390,       -      12  fehlen  die   Schlussworte :    wobei  zu  beachten  ist,   dass  sich   die 

(/oordinaten  a  und  d  auf  dieselbe  Fundamentalebene  beziehen   müssen, 
auf  welche  die  Grössen  Q,  1  und  o;  bezogen  sind 

-  3Q2,  Zeile  3   von  unten  statt:   ^^\^^-''^\  ö^F  lies:  ??L|  (!L±Z?g|  5 y 

^^  ^  ^  cos }  (;r  —  TTo)  008^(71  — ;ro) 


M  =  0»  W  =  o» 


-    402,  Formel  21)  muss  bei  dem  letzten  Summenzeichen  statt    y   stehen:    ^ 


=  2  M  =  3 


-  402,  Zeile     8  von  unten  statt  ( —  i**  lies:   ( —  i)" 

-  405,       -      \2  von  oben  statt  a  lies:  o; 

-  412,       -        7  und  6  von  unten  sind  die  Accente  bei  1  und  u»  zu  streichen. 
-412,       -        6  von   unten   nach  w  =  33°56'26"   einzuschalten:     (Aequinoctium 

1860.0). 

-  415)  Zeile  6  von  unten  statt  » erwähnen a  lies:  »zu  erwähnen a. 

-  427,  in  u)  statt  cos  dda  und  dd  lies:  cos  d^a  und  hd 

-  430,  Zeile  12  von  unten  statt  (-t^)  lies:  (— y-j-) 

-  432,  Formel  16)  statt  3-z-  lies:  -^rr- 

-  432,        -         16)  ist  in  -<— ^  rechter  Hand  §(,  mit  ^r,,  zu*  vertauschen 

-  435,  Zeile  8  von  unten  statt  »Neigung  des  Aequators«  lies:  »Neigung  in  l^ezug 

auf  den  Aequatora 

-  436,  Formel  28,  2.  Zeile  statt  cos  ^  cos  J,  Z  lies :  cos  ^  sin  J,  Z 

-  441,   Zeile     7  von  unten  in  C  statt  52"3o  lies:   52"20 

-  444,       -       11  von  oben  in  log  74  statt  6.26202  lies:  6.26402 

-  444,       -       17  von  oben  ist  zu  setzen:  log  {•••}  8.14680 

log   0f4    5.81405 

-  447,       -        4  von  unten  statt  «o  (<^  •  ^^0^  lies:  Zx^  [ba  :  bijit 
"     453?       "      21   von  unten  statt  +0.0049  l^^s  •  +0.00049 

"  453>  ~  20  von  unten  statt  6.07276  lies:  0.07276 

-  454,  -  I  v<m  oben  statt  6,^19600,,  lies:  6^19600^0 

-  454,  -  15  von  unten  sind  die  Worte   »und  addirt  dieselben«  zu  stroichon. 

-  456?  "  W  von  oben  2.  (-olumne  statt  8^4514142  lies:  8„45i4i24 

-  456,  -  19  von  oben  2.  Columne  statt  6^7341285  lies:  9^7341285 
"  456?  -  17  von  unten  statt  t  lies:  [ij 

*     457»  "  6  von  oben  statt  r  : p  lies:  p  :  r 

-458,  -  2  von  unten  statt  öy  lies:  hr^ 

-  459,  -  4  von  oben,  Coefficient  von  hx  in  /«  statt  +67.5  lies:   +67.6 

-  460,  -  7  von  oben  statt  Systeme,  lies:  ,  Systeme 

-  461,  -  15  von  oben  in  (1;  statt  +4.2377345  lies:   +4-2375345 


:;6)     

Seite 465,   Zeile  7  von  oben  statt  pag.  48  lies:  pag.  47 

-  465    ist  in  Fonnel  4)  statt  a  (i  —  cmE)  +  «  (i  —  cosi') 

zu  setzen :  a  (1  —  e  cos  E,  -{-a  [1  —  e  cos  ^' 

-  468,  Zeile  17  von  oben  statt  —  0.25  und  0.25  lies:  —  0.24  und  -+-  0.24 

-  468,       -      18  von  oben  statt  Parabel  lies:  Ellipse 

-  470,       -      II  von  unten  statt  9.9999446  lies:  8.9999446 

-  471,       -        2  von  unten  statt  Zeichen  lies:  Zeichen 

-  480,       -        8  von  obenstatt  (I  pag.  146  §  12)  lies:   (I  pag.  146  §  11 

-  483,  Formel  C]  erste  Zeile   statt  (-r-^l  lies:  (-y^j 

-  486,  Zeile  8  von  oben  statt  Ay  lies:  Jy 

-  489,  -  3  von  oben  statt  logM-^hx  lies:  log3f+^^ 

-  500,  -  7  von  oben  in  den  beiden  Nennern  statt  dy  lies:  by 

-  501,  -  5  von  oben  statt  znnächst  lies:  zunächst. 

-  508,  -  17  von  unten  statt  »2  — =  ^.2  ^  /2  —  r  /  cos  2/ 

lies :  ä2  =-  /i  4-  ,.'2  __  2  7'r  cos  2/ 
"     ^33»       "        3  von  unten  statt  f5  ^^^^'   $ 


